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PRÉFACE. 


Cette  seconde  Partie  de  mon  Ouvrage  se  compose  seulement 
de  deux  Livres. 

Le  Livre  IV,  qui  traite  des  congruences  et  des  équations  li- 
néaires aux  dérivées  partielles,  est  presque  entièrement  con- 
sacré à  des  développements  d'analyse  qui  trouveront  plus  tard  une 
application  presque  immédiate  dans  l'étude  de  deux  questions 
importantes  :  la  déformation  infiniment  petite  d'une  surface  quel- 
conque et  la  détermination  des  surfaces  admettant  une  représen- 
tation sphérique  donnée. 

Le  Livre  V,  qui  traite  des  lignes  tracées  sur  les  surfaces, 
contient,  en  particulier,  la  démonstration  des  belles  formules  que 
nous  devons  à  M.  Codazzi.  L'étude  des  lignes  géodésiques  s'y 
trouve  commencée,  mais  non  terminée.  J'ai  surtout  insisté  sur  les 
rapprochements  qui  se  présentent  ici  entre  les  méthodes  employées 
par  Gauss  dans  l'étude  des  géodésiques  et  celles  que  Jacobi  a 
appliquées  plus  tard  aux  problèmes  de  la  Mécanique  analytique. 
J'ai  pu  ainsi  mettre  en  évidence  tout  l'intérêt  que  présentent  les 
belles  découvertes  de  Jacobi  lorsqu'on  les  envisage  à  un  point  de 
vue  plus  particulièrement  géométrique. 

Je  m'empresse  de  remercier,  en  terminant,  M.  Paul  Morin,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes,  et  M.  Edouard 
Goursat,  Maître  de  Conférences  à  l'École  Normale,  qui  ont  bien 
voulu  me  prêter  leur  concours  le  plus  dévoué  dans  la  correction 
des  épreuves. 

28  octobre  1888. 


ERRATA, 


Première  Partie. 

Page  3i,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  [p.  12],  lisez  [p.  22]. 

Page  3a,  formule  (4),  changer  le  signe  du  second  membre.  —  Formules  (5)  cl 

.     MM'  MM' 

suivantes,  échanger  sina et  cosa • 

Page  4o,  dernière  ligne,  au  lieu  de  [p.  i3],  lisez  [p.  22]. 
Page  65,  ligne  7  en  remontant,  au  lieu  de  F(a0,  p0,  m,  v,  t),  lisez  F(w0,  v0,  u',  v',t). 
Page  69,  dernière  formule,  au  lieu  deB(du  8i>  -h  G  dv  Su),  lisez 
B(duSv  +  dvSu). 

dr  , .        dr 


Page  76,  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  — »  lisez  —  ^1  -\-J'*. 

#Vi+/'J  r 

Page  336,  seconde  formule  (26),  au  lieu  de  if  A — — :».  ),  lisez  J,  (  — ^— ! 2). 

07  'V—  nu  -\-  m)  x\  m  —  nuj 

Page  364,  ligne  6  de  la  noie,  ajouter  des  cordes  après  le  mot  milieux. 

Page  367,  ligne  22,  au  lieu  de  l'ordre  est,  lisez  la  classe  est  un  nombre. 


Seconde  Partie. 
Page  n5,  dernière  formule  (45)  et  dernière  formule  (46),  au  lieu  de  XB,  lisez 

Page  127,  lignes  i\  et  17,  changez  les  signes  des  seconds  membres  des  équations. 

Page  282,  ligne  10,  au  lieu  de  MB',  lisez  MB'. 

d'6 


Page  298,  formule  (34),  changer  le  signe  du  terme  en 


dzd£ 


Page  3og,  changer  le  signe  du  second  membre  dans  l'équation  (62)  et  dans  la 
précédente. 

Page  3i2,  changer  le  signe  des  termes  qui  contiennent  les  dérivées  premières 
de  0  dans  le  système  (76). 
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CHAPITRE  I. 

NOTIONS    GÉNÉRALES    SUR    LES    CONGRUENCES. 

Définition  de  la  congruence.  —  Nombre  limité  de  courbes  passant  par  un  point. 
—  Cas  d'exception.  —  Surfaces  de  la  congruence.  —  Définition  des  points  fo- 
caux. —   Détermination  du  nombre  et  du  degré  de  multiplicité  des  points  fo- 

#caux;  application  aux  congruences  engendrées  par  des  courbes  planes  algé- 
briques. —  Surface  focale,  ses  relations  de  contact  avec  les  courbes  et  avec  les 
surfaces  de  la  congruence.  —  Détermination  des  surfaces  de  la  congruence  dont 
les  génératrices  admettent  une  enveloppe.  —  Cas  particulier  des  congruences 
rectilignes.  —  Les  deux  séries  de  développables  que  Ton  peut  former  avec  les 
droites  de  la  congruence.  —  Cas  particulier  où  une  des  nappes  de  la  surface 
focale  se  réduit  à  une  courbe.  —  Proposition  fondamentale  relative  à  deux  sys- 
tèmes conjugués  tracés  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale.  —  Relation 
de  cette  proposition  avec  la  méthode  de  transformation  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles  qui  est  due  à  La  place. 


311.  Considérons  un  système  de  courbes,  défini  par  les  équa- 
tions 

\  f{x,y,z,a,  b)  —  o, 


1  ?(x,y,3,a,b)  =  o, 
D.  -  II. 


î 
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où  a  et  b  désignent  deux  constantes  arbitraires.  Nous  désignerons 
sous  le  nom  de  congruence,  emprunté  à  Pliïcker,  l'ensemble  des 
courbes  correspondantes  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  a  et  de 
b.  Il  est  clair  qu'il  passe  un  nombre  limité  de  courbes  de  la  con- 
gruence par  un  point  quelconque  de  l'espace;  car,  si  l'on  rem- 
place, dans  les  équations  précédentes,  3;,^,  z  par  les  coordonnées 
x0,  y0l  z0  de  ce  point,  on  aura  deux  relations  qui  détermineront, 
en  général,  un  nombre  limité  de  systèmes  de  valeurs  de  a  et  de  b. 
Cependant,  il  peut  arriver  que,  pour  certains  points  exception- 
nels, ces  équations  admettent  un  nombre  illimité  de  solutions.  Il 
pourra  donc  y  avoir  certains  points  par  lesquels  passeront  une 
infinité  de  courbes  de  la  congruence. 

Imaginons,  par  exemple,  que  l'on  considère  la  congruence 
formée  par  les  droites  qui  rencontrent  une  courbe  (K)  et  sont 
tangentes  à  une  surface  (S).  Les  droites  de  la  congruence  qui 
passent  par  un  point  M  de  l'espace  sont,  en  général,  en  nombre 
limité;  elles  sont  les  arêtes  d'intersection  de  deux  cônes  de 
sommet  M,  l'un  circonscrit  à  la  surface  (S),  l'autre  contenant  la 
courbe  (K).  Mais,  si  le  point  M  appartient  à  la  courbe  (K),  il  y 
passera  une  infinité  de  droites  de  la  congruence  qui  formeront  le 
cône  circonscrit  à  la  surface  (S)  ayant  son  sommet  en  ce  point. 

Si  l'on  considère  de  même  la  congruence  formée  par  les  cercles 
de  l'espace  qui  passent  par  deux  points  fixes  A  et  B,  on  reconnaît 
immédiatement  qu'il  passe,  en  général,  par  un  point  M  un  seul 
cercle  de  la  congruence.  Cette  conclusion  cesse  d'être  exacte  si  le 
point  M  vient  se  réunir  à  l'un  des  points  A,  B;  on  obtient  alors 
tous  les  cercles  de  la  congruence. 

Les  deux  exemples  différents  que  nous  venons  de  signaler  cor- 
respondent aux  deux  cas  qui  peuvent  se  présenter  lorsqu'il  y  a 
indétermination.  Dans  le  premier,  les  deux  équations  auxquelles 
doivent  satisfaire  a  et  b  se  réduisent  à  une  seule;  dans  le  second, 
elles  sont,  l'une  et  l'autre,  identiquement  vérifiées. 

312.  Revenons  aux  congruences  les  plus  générales.  Si  l'on 
établit  une  relation  quelconque  entre  a  et  b 

(2)  b  =  F(a), 

les  courbes  de  la  congruence  qui  correspondent  aux  valeurs  de  a 
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et  de  b  pour  lesquelles  cette  relation  est  vérifiée  engendreront 
une  surface  que  Ton  obtiendra  en  éliminant  a  el  b  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (2).  Le  plan  tangent  en  un  point  (x,y,  z)  de  cette  sur- 
face sera  défini  par  l'équation 

âf  j         df  j         df  ^  àf       âf^n    x 

■f  dx  -h  f-  dv  ■+-  ±  dz       -/•-+-  -fT  F' (a) 
dx  dy    "         dz        __  da        db 

~d">    ,  do    ,  do         ~~  do        do  _, .       ' 

efcr  dy    ^        dz  da       db      K    ' 

dont  la  forme  va  nous  conduire  à  une  proposition  très  intéres- 
sante. 

Donnons,  pour  abréger,  le  nom  de  sur/aces  de  la  congruence 
aux  surfaces  que  nous  venons  de  définir  et  qui  sont  engendrées 
par  des  courbes  de  la  congruence,  choisies  d'ailleurs  de  la  manière 
la  plus  arbitraire.  Considérons  quatre  de  ces  surfaces,  passant  par 
une  même  courbe  (C)  de  la  congruence,  et  prenons  leurs  plans 
tangents  en  un  point  déterminé  M  de  cette  courbe  ;  x,  y,  z,  a,  b 
auront,  en  ce  point,  la  même  valeur  pour  toutes  les  surfaces, 
F' (a)  variera  seule  quand  on  passera  d'une  surface  à  une  autre. 

De  celte  remarque  et  de  la  forme  de  l'équation  (3),  nous 
pouvons  donc  conclure  que  le  rapport  anharmonique  des  plans 
tangents  en  M  aux  quatre  surfaces,  plans  tangents  qui  contiennent 
tous  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C),  est  égal  à  celui  des  valeurs 
de  F'(tf )  relatives  aux  quatre  surfaces  et  est,  par  conséquent,  le 
même  pour  tous  les  points  de  la  courbe  (C).  Ainsi  : 

Si  Von  considère  quatre  surfaces  quelconques  de  la  con- 
gruence contenant  une  même  courbe  de  la  congruence,  le 
rapport  anharmonique  des  plans  tangents  à  ces  surfaces  en 
un  point  quelconque  de  la  courbe  commune  demeure  constant 
quand  le  point  se  déplace  sur  cette  courbe. 

L'équation  du  plan  tangent  nous  conduit  encore  à  une  autre 
conséquence  essentielle.  Déterminons  sur  la  courbe  commune  (C) 
les  points  pour  lesquels  on  a 


(4) 


da 

db 

do 

~~   do 

da 

db 

/    * 
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Pour  ces  points,  le  plan  tangent  sera  indépendant  de  Fr(a)  et, 
par  conséquent,  sera  le  même  pour  toutes  les  surfaces  de  la  con- 
gruence contenant  la  courbe  (C).  Ainsi  : 

Si  l'on  considère  toutes  les  sur/aces  de  la  congruence  qui 
contiennent  une  même  courbe  (C)  de  la  congruence,  il  existera 
sur  (C)  un  certain  nombre  de  points  pour  lesquels  toutes  ces 
surfaces  admettront  le  même  plan  tangent,  quelle  que  soit  la 
loi  suivant  laquelle  on  ait  assemblé  les  courbes  qui  les  engen- 
drent. 

Nous  désignerons  ces  points  sous  le  nom  de  points  focaux. 

313.  Le  nombre  des  points  focaux  situés  sur  chaque  courbe 
dépend  de  la  forme  des  équations  (i)  par  rapport  à  x,  y,  z  plutôt 
que  de  la  manière  dont  y  figurent  a  et  6.  En  d'autres  termes,  il 
dépend  surtout  de  la  forme  et  de  la  définition  des  courbes  de  la 
congruence,  plutôt  que  de  la  manière  dont  elles  sont  assemblées. 
Supposons,  par  exemple,  que  les  équations  (i)  soient  du  premier 
degré  par  rapport  à  #,  y,  z  et  représentent  une  droite  :  l'équation 
(4)  sera  du  second  degré,  en  général,  et  définira  deux  points 
focaux  sur  chaque  droite  de  la  congruence.  Si  /  est  du  degré  m 
et  cp  du  premier  degré,  la  congruence  sera  formée  par  des  courbes 
planes  d'ordre  m.  L'équation  (4)  étant  alors  du  degré  m+i,  il  y 
aura,  en  général,  m(m  -h  î)  points  focaux  sur  chaque  courbe  de 
la  congruence. 

Lorsque  les  courbes  de  la  congruence  rencontrent  une  courbe 
fixe  (K),  leurs  points  de  concours  avec  la  courbe  fixe  sont 
évidemment  des  points  focaux.  Il  en  est  de  même  si  ces  courbes 
passent  par  des  points  fixes;  mais  nous  allons  montrer  que,  dans 
ce  dernier  cas,  chacun  de  ces  points  fixes  équivaut  au  moins  à 
deux  points  focaux. 

Soit,  en  effet,  M  un  point  par  lequel  passent  toutes  les  courbes 
de  la  congruence.  Si  on  le  prend  pour  origine  des  coordonnées, 
les  équations  (i)  ne  contiendront  pas  de  terme  constant  et  les 
termes  de  degré  moindre  seront  au  moins  du  premier  degré. 
Par  suite,  les  termes  de  degré  moindre  dans  l'équation  (4)  seront 
au  moins  du  second  degré;  et  deux,  au  moins,  des  points  d'inter- 
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section  de  la  surface  représentée  par  cette  équation  avec  la  courbe 
(C)  de  la  congruence  se  confondront  à  l'origine  des  coordonnées, 
c'est-à-dire  au  point  M. 

Indiquons  quelques  applications. 

Pour  une  congruence  de  coniques,  il  y  a  six  points  focaux  sur 
chaque  conique. 

Si  Jes  coniques  deviennent  des  cercles,  c'est-à-dire  rencontrent 
deux  fois  le  cercle  de  l'infini,  deux  des  points  focaux  sont  rejetés 
à  l'intersection  de  chaque  cercle  et  du  cercle  de  l'infini;  il  en  reste 
quatre  seulement  à  distance  finie. 

Si  les  cercles  passent  par  un  point  fixe  A,  il  ne  reste  plus,  en 
dehors  de  A,  que  deux  points  focaux  à  distance  finie  sur  chaque 
cercle.  C'est  ce  que  l'on  reconnaît  d'ailleurs  immédiatement  en 
effectuant  une  inversion  dont  le  pôle  est  en  A. 

314.  Après  ces  indications  sommaires  sur  le  nombre  des  points 
focaux,  étudions  leur  distribution  dans  l'espace.  Si  l'on  élimine  a 
et  b  entre  les  équations  (i)  et  (4),  on  obtient  en  général  une  seule 
équation,  qui  représente  le  lieu  des  points  focaux  de  toutes  les 
courbes  de  la  congruence.  Nous  donnerons  à  ce  lieu  le  nom  de 
surface  focale  de  la  congruence.  Il  se  compose  d'autant  de 
nappes  qu'il  y  a  de  points  focaux  sur  chaque  courbe  de  la  con- 
gruence. La  surface  focale  peut  se  décomposer,  se  réduire,  en  to- 
talité ou  en  partie,  à  des  courbes  ou  à  des  points  :  nous  laisserons 
de  côté  l'examen  de  tous  ces  cas,  qui  nous  entraînerait  trop  loin, 
et  nous  établirons  les  propriétés  générales  suivantes. 

Écrivons  les  équations  (i)  et  (4)  sous  la  forme 

/n  -  df         .  do  df  do 

où  A*  désigne  une  inconnue  auxiliaire.  Si  l'on  regarde  a  et  b  comme 
donnés,  ces  équations  déterminent  les  points  focaux  d'une  cer- 
taine courbe  (C)  de  la  congruence.  Le  plan  tangent  en  un  de  ces 
points  à  l'une  quelconque  des  surfaces  de  la  congruence  qui  con- 
tiennent la  courbe  (C)  est  défini  par  l'équation  (3),  qui  prend  ici 
la  forme 

<••  (2-*£)**(f-*?)**(£-*S)—- 
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Nous  allons  montrer  que  ce  plan  est  aussi  tangent  à  la  surface 
focale  au  point  considéré. 

On  obtient,  en  effet,  l'équation  de  la  surface  focale  en  éliminant 

a,  b,  k  entre  les  quatre  équations  (5);  mais,  au  lieu  d'effectuer 
cette  élimination,  on  peut  conserver  toutes  ces  équations  en  con- 
venant d'y  regarder  a,  b,  k  comme  des  fonctions  à  déterminer. 
Par  suite,  pour  avoir  le  plan  tangent  à  la  surface  focale  au  point 
considéré,  il  faudra  différentier  les  équations  (5)eny  regardanta, 

b,  k  comme  des  variables.  Or,  si  l'on  différentie  seulement  les 
deux  premières  et  que  l'on  forme  la  combinaison 

df  —  k  dv  =  o, 

les  coefficients  de  da,  db  disparaissent  en  vertu  des  deux  der- 
nières équations,  et  l'on  retrouve  l'équation  (6).  Cette  équation 
représente  donc,  comme  nous  l'avons  annoncé,  le  plan  tangent  à 
la  surface  focale,  et  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Les  courbes  de  la  congruence  sont  tangentes  en  tous  leurs 
points  focaux  à  la  surface  focale.  Les  différentes  surfaces  de 
la  congruence  qui  contiennent  une  courbe  déterminée  de  cette 
congruence  sont  toutes  tangentes  à  la  surface  focale  en  tous 
les  points  focaux  situés  sur  cette  courbe;  et,  par  conséquent, 
elles  devaient  être,  comme  il  a  été  déjà  établi,  tangentes  les 
unes  aux  autres  en  ces  points. 

315.  On  retrouve  encore  la  surface  focale  en  étudiant  le  pro- 
blème suivant  : 

Assembler  des  courbes  de  la  congruence  de  telle  manière 
qu'elles  aient  une  enveloppe,  c'est-à-dire  qu'elles  soient  toutes 
tangentes  à  une  certaine  courbe. 

Prenons  pour  b  une  fonction  de  a  :  nous  obtiendrons  une 
famille  de  courbes  représentées  par  les  équations 

(7)  /=o,        <?=-o. 

qui  ne  contiennent  plus  qu'un  paramètre  a.  Pour  que  ces  courbes 
aient  une  enveloppe,  il  faut  que,  pour  toute  valeur  Je  a,  on  puisse 
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déterminer  des  valeurs  de  x,  y,  z  satisfaisant  aux  deux  équa- 
tions (7)  en  même  temps  qu'à  leurs  dérivées  prises  par  rapport 
à  a, 

(8)  *f^¥.*L=0      ô.i^d_iib-o 

da    '    db  da         *  ôa    '    db  da 

Si  l'on  élimine  entre  ces  équations  -.-  »  on  retrouve  l'équation  (4) 
qui  caractérise  les  points  focaux.  Donc  : 

Si  Von  veut  assembler  des  courbes  de  la  congruence  de  telle 
manière  qu'elles  aient  une  enveloppe,  cette  enveloppe  sera 
nécessairement  formée  par  des  points  focaux  de  ces  courbes 
et  sera,  par  conséquent,  située  sur  une  des  nappes  de  la  surface 
focale. 

D'autre  part,  si  l'on  élimine  x,  y,  z  entre  les  équations  (7)  et 
(8),  on  sera  conduit  à  une  relation  de  la  forme 

(9)  *(«,*,  g)  ^o; 

ce  qui  montre  que  la  solution  complète  du  problème  exige,  en 
général,  l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre. 

Les  propositions  établies  précédemment  conduisent  encore  à  ce 
dernier  résultat.  Nous  avons  reconnu  que,  si  des  courbes  de  la 
congruence  admettent  une  enveloppe  (E),  cette  enveloppe  (E) 
doit  se  trouver  sur  une  des  nappes  de  la  surface  focale.  Mais  il  est 
clair  qu'elle  doit  encore  satisfaire  à  une  autre  condition  :  il  faut 
qu'en  chacun  de  ses  points  elle  soit  tangente  à  la  courbe  de  la 
congruence  qui  vient  toucher  en  ce  point  la  surface  focale.  Cette 
dernière  condition,  qui  est  évidemment  nécessaire  et  suffisante, 
équivaut  à  une  équation  différentielle  dont  l'intégration  permettra 
seule  de  résoudre  complètement  le  problème.  Cette  équation  dif- 
férentielle sera  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  pour  chacune 
des  nappes  de  la  surface  focale;  mais,  si  ces  nappes  ne  peuvent 
être  séparées  analytiquement,  on  aura  à  considérer  une  seule 
équation  du  premier  ordre,  dont  le  degré  sera  égal  au  nombre  des 
nappes  de  la  surface. 
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Dans  le  cas  où  l'une  des  nappes.de  la  surface  focale  se  réduira 
à  une  courbe  (K),  il  suffira,  pour  avoir  une  solution  partielle  du 
problème,  d'assembler  toutes  les  courbes  de  la  congruence  qui 
passent  par  un  même  point  de  (K).  Si  l'on  considère,  par 
exemple,  la  congruence  formée  par  les  cercles  qui  rencontrent 
quatre  courbes  données,  on  aura  toutes  les  solutions  en  assemblant 
les  cercles,  en  nombre  infini,  qui  passent  par  un  point  quelconque 
de  l'une  de  ces  courbes. 

316.  Lorsque  les  courbes  de  la  congruence  sont  simplement 
tangentes  à  une  des  nappes  de  la  surface  focale,  les  points  de 
contact  de  ces  courbes  doivent  être  considérés  comme  des  points 
focaux  simples;  mais,  si  les  courbes  ont  un  contact  d'ordre  p  avec 
la  nappe  considérée,  chaque  point  de  contact  sera  un  point  focal 
multiple  tenant  lieu  de  p  points  focaux  ordinaires.  Voici  comment 
on  peut  établir  cette  proposition. 

Soit 

*=■/(*»  7) 

l'équation  de  la  nappe  considérée.  Si  l'on  remplace  partout  z  par 
z  -\-f(x,y),  cette  substitution  ne  change  pas  l'ordre  de  contact 
des  courbes  et  des  surfaces;  mais  la  nappe  précédente  est  rem- 
placée par  le  plan  des  xy.  Nous  pouvons  donc,  sans  restreindre  la 
généralité  des  raisonnements,  supposer  que  toutes  les  courbes  de 
la  congruence  soient  tangentes  au  plan  des  xy;  et  nous  allons  les 
étudier  dans  le  voisinage  de  ce  plan. 

Substituons  aux  paramètres  a  et  b  qui  entrent  dans  les  équations 
de  chaque  courbe  de  la  congruence  les  coordonnées  x0,y0  du 
point  de  contact  de  la  courbe  avec  le  plan  des  xy.  Les  équations 
qui  définissent  cette  courbe  donneront  alors  pour  y  et  z  des 
valeurs  qui  pourront  être  développées  en  série  et  seront  de  la 

forme 

y—y0-\-A(x —  x0)  :-  B(x  —  x0)*  -f- 

z  —  Ai(x  —  X0)P+l  -T-  Bl(x--x0)P-^i-:- 

A,  Al?  B,  B|,  ...  étant  des  fonctions  quelconques  de  x0,y0  et  p 

désignant  l'ordre  du  contact  de  la  courbe  avec  le  plan  des  xy. 

Ecrivons  l'équation 

df    dy         àf_  dy   _ 

àx0  àyo       tyo  dxo  ~    ' 
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qui  détermine  ici  les  points  focaux.  EJle  sera  de  la  forme 

—  (p  -f-  1)  \t(x  —  x0)p  ^. . .  --  o, 

les  termes  non  écrits  contenant  tous  en  facteur  une  puissance  de 
x —  x0  d'exposant  supérieure  /?.  On  voit  que  la  valeur  x0  de  x  sera 
d'un  ordre  de  multiplicité  précisément  égal  à  Tordre  de  contact 
de  chaque  courbe  de  la  congruence  transformée  avec  le  plan  des 
xy,  c'est-à-dire  de  chaque  courbe  de  la  congruence  primitive  avec 
la  nappé  considérée  de  la  surface  focale.  C'est  la  proposition  que 
nous  voulions  établir. 

317.   On  peut  raisonner  d'une  manière  analogue  lorsque  les 
courbes  de  la  congruence  rencontrent  toutes  une  courbe  fixe  (K). 

Si     , 

sont  les  équations  de  cette  courbe,  on  commencera  par  remplacer 
z  par  z-î-f(x)  et  y  par  y-i-^(x)  et  la  courbe  se  transformera 
dans  Faxe  des  x  sans  que  les  ordres  de  contact  aient  été  changés. 
Substituons  à  l'un  des  paramètres  a  et  b  qui  entrent  dans  l'équa- 
tion de  chaque  courbe  de  la  congruence  l'abscisse  x0  du  point  de 
rencontre  de  cette  courbe  avec  l'axe  des  x,  les  équations  de  la 
courbe  prendront  la  forme 

y  —   \(x  —  x0)-i-   B(.r  —  .r0)2  ^ 

A,  B,  A«,  Bl5  ...  désignant  des  fonctions  de  x0  et  de  l'autre  pa- 
ramètre a  dont  dépendent  les  courbes  de  la  congruence.  L'équation 
qui  déterminera  les  points  focaux  sera  ici 


(— *>(a£- 


1   07. 


les  termes  non  écrits  contenant  (x  —  x0)2  en  facteur.  On  voit  que 
le  point  de  rencontre  sera  un  point  focal  simple,  à  moins  que  l'on 
n'ait 

_dA,  d\ 

A A,  —   —  o 

0%  0% 

ou,  en  intégrant, 

\t  —  A  C5(^y). 


10  LIVRE    IV.    —    CHAP.    I. 

Cette  condition  s'interprète  aisément;  elle  exprime  que  les 
tangentes  à  toutes  les  courbes  de  la  congruence  transformée  qui 
coupent  au  même  point  Taxe  des  x  sont  dans  un  même  plan 
passant  par  Ox.  En  étendant  cette  conclusion  à  la  congruence 
primitive,  nous  obtenons  le  résultat  suivant  : 

Quand  les  courbes  de  la  congruence  rencontrent  une  courbe 
fixe  (K),  les  points  d'intersection  sont  des  points  focaux 
simples,  à  moins  que  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  de  la 
congruence  qui  passent  en  un  point  quelconque  de  (K)  ne 
soient  toutes  situées  dans  un  plan  passant  par  la  tangente  en 
ce  point  à  la  courbe  (K). 

Si  Ton  étend  ce  mode  de  recherches  au  cas  où  toutes  les  courbes 
de  la  congruence  passent  par  un  point  fixe,  on  démontrera  de 
même  que  ce  point  fixe,  qui  tient  lieu,  comme  nous  l'avons  vu,  de 
deux  points  focaux  au  moins,  ne  pourra  avoir  un  ordre  de  multi- 
plicité supérieur  que  si  les  tangentes  menées  en  ce  point  à  toutes 
les  courbes  de  la  congruence  forment  un  cône,  d'ailleurs  quel- 
conque, au  lieu  de  remplir  l'espace.  Nous  laisserons  également  au 
lecteur  le  soin  d'établir,  par  une  simple  application  des  méthodes 
précédentes,  une  élégante  proposition  qui  nous  a  été  communiquée 
par  M.  G.  Kœnigs  : 

Si  une  congruence  est  telle  que  chacune  des  courbes  qui  la 
composent  soit  rencontrée  par  toutes  les  courbes  infiniment 
voisines  de  la  congruence,  les  différentes  courbes  de  la  con- 
gruence sont  tangentes  à  une  ou  à  plusieurs  courbes  fixes  ou 
bien  elles  passent  par  un  ou  plusieurs  points  fixes  ('). 

318.  Appliquons  les  propositions  précédentes  aux  congruences 
de  droites  ou  systèmes  de  rayons  reçtilignes.  Le  nombre  des 
droites  de  la  congruence  qui  passent  par  un  point  quelconque  de 
l'espace  a  reçu  dans  ce  cas  le  nom  d  ordre  de  la  congruence;  on 
appelle  classe  de  la  congruence  le  nombre  des  droites  qui  sont 


(*)  On  laisse  de  côté  le  cas  exceptionnel  où  toutes  les  courbes  de  la  congruence 
seraient  tracées  sur  une  même  surface  et  où,  par  suite,  tous  leurs  points  satis- 
feraient à  la  définition  des  points  focaux. 
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dans  un  plan  quelconque.  Le  système  des  normales  à  l'ellipsoïde 
forme  une  congruence  d'ordre  6  et  de  classe  2. 

Sur  chaque  droite  il  y  a,  en  général,  deux  points  focaux  réels 
ou  imaginaires.  Quand  la  droite  se  déplace,  ces  deux  points  fo- 
caux décrivent  les  deux  nappes  de  la  surface  focale.  Les  droites  de 
la  congruence  sont  des  tangentes  doubles  de  cette  surface  focale, 
mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie,  en  général  :  toute  tangente 
double  de  la  surface  focale  n'est  pas  une  droite  de  la  congruence. 
Par  exemple,  la  surface  des  centres  de  courbure  de  l'ellipsoïde 
admet  bien  comme  tangentes  doubles  les  normales  de  l'ellipsoïde; 
mais  elle  admet  aussi  d'autres  tangentes  doubles  qui  ne  font  pas 
partie  de  la  congruence  des  normales. 

Soit  (d)  une  droite  quelconque  de  la  congruence,  touchant  en 
M  la  première  nappe  et  en  M' la  seconde  nappe  de  la  surface  fo- 
cale (F).  Soient  (P),  (P')  les  plans  tangents  en  M  et  M'  à  (F).  Si 
l'on  veut  assembler  les  droites  de  la  congruence  de  telle  manière 
qu'elles  aient  une  enveloppe,  c'est-à-dire  qu'elles  engendrent  une 
surface  développable,  les  arêtes  de  rebroussement  de  toutes  les 
développables  ainsi  obtenues  devront,  d'après  les  propositions  gé- 
nérales établies  précédemment,  se  trouver  sur  l'une  ou  l'autre  des 
nappes  de  (F).  Il  suit  de  là  que  la  droite  (d)  fera  partie  de  deux 
développables  seulement,  Tune  ayant  son  arête  de  rebroussement 
sur  la  première  nappe  et  tangente  en  M  à  la  droite  (rf),  l'autre 
ayant  son  arête  de  rebroussement  sur  la  seconde  nappe  et  tangente 
à  (d)  en  M'.  La  détermination  de  ces  deux  séries  de  développables 
exigera  d'ailleurs  l'intégration  de  deux  équations  différentielles 
du  premier  ordre  et  du  premier  degré  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
celle  d'une  équation  du  premier  ordre  et  du  second  degré. 

Toutes  les  surfaces  réglées  engendrées  par  des  droites  de  la  con- 
gruence et  contenant  la  droite  (d)  seront  tangentes  les  unes  aux 
autres  aux  deux  points  focaux  M  et  M'.  Il  faut  cependant  faire  une 
remarque  particulière  relativement  aux  deux  développables  qui 
admettent  (rf)  pour  génératrice.  Celle,  par  exemple,  qui  a  son  arête 
de  rebroussement  passant  en  M  et  située  sur  la  première  nappe  de 
la  surface  focale,  admet  en  M',  et  par  conséquent  en  tous  les 
autres  points  de  (rf),  le  plan  tangent  en  M'  à  seconde  nappe  de  la 
surface  focale.  Ce  plan  n'est  pas,  il  est  vrai,  tangent  en  M  à  la  pre- 
mière nappe;  mais  cette  exception  au  théorème  général,  qui  se 
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présenterait  aussi  pour  les  congruences  les  plus  générales,  dispa- 
raît si  Ton  remarque  que  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface 
développable  est  une  ligne  multiple  en  tous  les  points  de  laquelle 
le  plan  tangent  doit  être  regardé  comme  indéterminé. 

319.  Désignons  par  les  lettres  (C),  (C)  les  arêtes  de  rebrous- 
sement, situées  respectivement  sur  la  première  et  la  seconde 
nappe,  des  deux  séries  de  développables  que  nous  venons  de  dé- 
finir. Les  premières  développables,  ayant  pour  arêtes  de  rebrous- 
sement les  courbes  (G),  touchent  la  seconde  nappe  suivant  des 
courbes  (D').  Les  secondes,  ayant  pour  arêtes  de  rebroussement 
les  courbes  (C),  touchent  de  même  la  première  nappe  suivant  des 
courbes  (D).  Il  y  a  une  relation  géométrique  à  peu  près  évidente, 
mais  très  essentielle,  entre  les  deux  familles  de  courbes  tracées 
sur  la  même  nappe  (C)  et  (D)  ou  (C)  et  (D').  Les  tangentes  aux 
différentes  courbes  (C)aux  points  où  ces  courbes  rencontrent  une 
même  courbe  (D)  engendrent,  par  hypothèse,  une  surface  déve- 
loppable ayant  son  arête  de  rebroussement  sur  la  seconde  nappe. 
Donc  les  courbes  (G)  et  (D)  forment  un  système  conjugué  sur  la 
première  nappe  ;  et,  de  même,  les  courbes  (C)  et  (D')  forment 
un  système  conjugué  sur  la  seconde  nappe.  Ainsi  : 

Sur  chaque  nappe  de  la  surface  focale,  les  courbes  corres- 
pondantes aux  deux  séries  de  développables  forment  un  sys- 
tème conjugué.  Les  unes  sont  les  arêtes  de  rebroussement  de 
l'une  des  deux  familles  de  développables;  les  autres  sont  les 
courbes  de  contact  des  développables  de  l'autre  série. 

320.  L'étude  détaillée  des  relations  précédentes  est  très  féconde 
en  conséquences  et  elle  permet  de  résoudre  différentes  questions. 
Proposons-nous,  par  exemple,  le  problème  suivant  : 

On  considère  sur  une  surface  (2)  une  famille  de  courbes  (C). 
Les  tangentes  à  ces  courbes  forment  une  congruence  dans 
laquelle  on  connaît  déjà  une  des  deux  familles  de  dévelop- 
pables, celles  qui  sont  engendrées  par  les  tangentes  aux 
diverses  courbes  (C).  On  propose  de  définir  les  développables 
de  l'autre  famille. 
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Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  qu'il  faudra  associer  aux 
courbes  (G)  leurs  conjuguées  (D)  sur  (S).  Les  tangentes  aux 
courbes  (C)  en  tous  les  points  d'une  courbe  (D)  engendreront  les 
développables  de  la  seconde  famille.  La  détermination  de  ces  dé- 
veloppables  exigera  l'intégration  d'une  équation  du  premier  ordre 
et  du  premier  degré,  celle  des  courbes  (D). 

La  construction  précédente  montre  immédiatement  que,  si  les 
courbes  (G)  sont  des  lignes  asymptotiques,  et  seulement  dans  ce 
cas,  elles  coïncident  avec  les  courbes  (D).  Ainsi  les  congruences 
dans  lesquelles  les  deux  points  focaux  sont  constamment  con- 
fondus, les  deux  nappes  de  la  surface  focale  se  réduisant  à  une 
seule  (S),  sont  formées  de  l'un  des  deux  systèmes  de  tangentes 
asymptotiques  de  (S).  Ce  résultat  est  en  parfait  accord  avec  celui 
qui  a  été  démontré  au  n°  316. 

321.  Les  propositions  précédentes  subissent  des  modifications 
qu'il  est  aisé  de  prévoir  dans  le  cas  où  l'une  ou  l'autre  des  deux 
nappes  de  la  surface  focale  se  réduit  à  une  courbe.  Alors  les  dé- 
veloppables qui  avaient  leur  arête  de  rebroussement  sur  cette 
nappe  se  réduisent  aux  cônes  engendrés  par  les  droites  de  la  con- 
gruence qui  coupent  en  un  même  point  la  courbe  à  laquelle  se 
réduit  la  nappe  considérée. 

Proposons-nous  de  déterminer,  dans  ce  cas  spécial,  Ja  seconde 
famille  de  développables  de  la  congruence.  Donnons-nous  les 
équations  de  la  courbe  focale  sous  la  forme 

les  équations  qui  déterminent  une  droite  de  la  congruence  seront 
de  la  forme 

X-*  =  X(Z-*),         Y-7=hl(Z-*), 

X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  variables  et  jji  une  fonction  de  X  et 
de  z  déterminée  par  la  définition  de  la  congruence.  Pour  obtenir 
les  développables,  nous  exprimerons  que  la  droite  représentée  par 
les  équations  précédentes  est  rencontrée  par  une  droite  infiniment 
voisine  de  la  congruence  ;  c'est-à-dire  que  nous  associerons  aux 
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deux  équations  précédentes  les  suivantes 

dx  -4-  d\  (  Z  —  z  )  ~\dz  =  o, 
dy  -t-  rf[x(Z  —  z)  —  \idz  =  ot 

que  l'on  oblient  en  faisant  varier  infiniment  peu  \  et  z.  Si  nous 
éliminons  Z  —  5,  nous  obtiendrons  L'équation  différentielle 

(dx  —  Xdz)  d\k  —  (dy  —  {jl  dz  )  ctk  =  o, 

dont  l'intégration  fera  connaître  les  développables  de  la  con- 
gruence.  On  aperçoit  immédiatement  une  première  solution 

dx  =  dy  =  dz  =  o  ; 

elle  correspond  au  cône  formé  par  toutes  les  droites  de  la  con- 
gruence  qui  passent  au  même  point  de  la  courbe  focale.  Si  nous 
écartons  cette  solution  évidente,  et  déjà  signalée,  et  si  nous  rem- 
plaçons rfjx  par  sa  valeur  ~dz-\-  y-û?X,  nous  serons  conduits  à 
l'équation  différentielle  du  premier  degré 


(10) 


<A       <»-*>£ 


dont  l'intégration  paraît  impossible  dans  le  cas  général. 

Si  Ton  suppose  que  toutes  les  droites  de  la  congruence  qui 
passent  au  même  point  de  la  courbe  focale  y  forment  un  plan,  la 
seconde  nappe  de  la  surface  focale  sera  évidemment  la  dévelop- 
pable  (A)  enveloppe  de  ce  plan.  Dans  ce  cas,  la  relation  entre  [/., 
\  z  prendra  la  forme 

[x  =  AX-t-B, 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  z,  et  l'équation  (io)  se  réduira  à  la 

suivante 

dl  __  Ck  —  x'XX'l  +  W) 
dz  ""       Xx'  -h  B  — /      ' 

qui  est  une  équation  de  Riccati.  Ainsi  : 

La  détermination  de  toutes  les  courbes,  tracées  sur  une  dé- 
veloppable  (A),  dont  les  tangentes  vont  rencontrer  une  courbe 
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donnée  quelconque  (K),  dépend  de  l'intégration  d'une  équation 
de  Riccati. 

Par  conséquent,  elle  pourra  être  effectuée  (nos  16  et  17)  par 
3  —  n  quadratures,  dès  que  l'on  connaîtra  n  courbes  particulières 
donnant  une  solution  du  problème.  Le  lecteur  fera  de  lui-même 
l'application  au  cas  où  la  développable  (A)  est  l'enveloppe  des 
plans  normaux  à  la  courbe  (R).  Les  courbes  cherchées  deviennent 
alors  les  développées  de  (R);  on  peut  d'ailleurs  obtenir  deux  de 
ces  courbes  sans  aucune  intégration  :  ce  sont  les  arêtes  de  re- 
broussement  des  deux  nappes  de  la  développable  circonscrite  à  la 
courbe  (R)  et  au  cercle  de  l'infini.  Par  suite,  les  développées  les 
plus  générales  peuvent  se  déterminer  par  une  simple  quadrature, 
ce  qui  est  conforme  aux  résultats  du  n°  12  [I,  p.  18]. 

Si  la  courbe  (R)  est  plane,  son  plan  coupe  (A)  suivant  une 
courbe  plane  dont  les  tangentes  rencontrent  (R);  on  connaîtra 
donc  une  solution  du  problème  et,  par  suite,  on  obtiendra  l'in- 
tégrale générale  au  moyen  de  deux  quadratures. 

Si,  la  courbe  (R)  étant  quelconque,  la  développable  (A)  est  un 
cône  de  sommet  A,  on  connaîtra  aussi  une  solution  particulière 
fournie  par  le  cône  de  sommet  A,  contenant  la  courbe  (R).  Ainsi 
on  peut  déterminer  au  moyen  de  deux  quadratures  seulement  les 
courbes,  tracées  sur  un  cône  quelconque,  dont  les  tangentes  vont 
rencontrer  une  courbe  tout  à  fait  arbitraire. 

L'équation  (io)  permet  de  reconnaître  les  cas  dans  lesquels  les 
deux  points  focaux  de  chaque  droite  de  la  congruence  sont  con- 
fondus; pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  évidemment  que  l'équation 

se  réduise  à 

dz  =  o, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

En  intégrant,  on  a 

h  étant  une  fonction  de  z.  L'interprétation  géométrique  de  ce  ré- 
sultat conduit  au  théorème  suivant,  compris  d'ailleurs  comme  cas 
particulier  dans  celui  qui  a  été  établi  au  n°  317. 

Les  droites  qui  rencontrent  une  courbe  (C)  et  font  partie 
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d'une  congruence  n'ont  leurs  deux  points  focaux  confondus 
que  dans  le  cas  où  toutes  celles  qui  passent  en  un  point  de  (C) 
y  engendrent  un  plan  tangent  à  (C). 

322.  Telles  sont  les  propriétés  les  plus  simples  des  systèmes 
de  rayons  rectilignes.  On  voit  que,  si  un  tel  système  est  défini,  il 
sera  toujours  possible  d'obtenir  par  des  calculs  algébriques  l'équa- 
tion de  la  surface  focale;  mais  la  détermination  des  deux  familles 
de  développables  dans  lesquelles  on  peut  distribuer  toutes  les 
droites  exigera,  en  général,  l'intégration  de  deux  équations  diffé- 
rentielles. L'intégration  de  ces  équations  différentielles  entraînera 
la  connaissance  d'un  système  conjugué  sur  chacune  des  nappes 
de  la  surface  focale. 

Réciproquement,  toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  sur  une  sur- 
face (S)  un  système  formé  de  deux  familles  de  courbes  conjuguées 
(G)  et  (D),  on  en  déduira  deux  systèmes  différents  de  rayons  rec- 
tilignes pour  lesquels  on  connaîtra  les  deux  séries  de  dévelop- 
pables. Considérons  en  effet  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  de 
l'une  des  familles,  aux  courbes  (G)  par  exemple.  Elles  formeront 
une  congruence  pour  laquelle  les  deux  séries  de  développables 
seront  connues  :  les  unes  seront  formées  par  les  tangentes  en  tous 
les  points  d'une  même  courbe  (C),  les  autres  par  les  tangentes 
aux  différentes  courbes  (G)  aux  points  où  elles  sont  coupées  par 
une  même  courbe  (D)  de  la  seconde  famille.  De  là  résulte  cette 
nouvelle  propriété  : 

Toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  un  système  conjugué  sur 
une  surface  (S),  on  pourra  obtenir  une  suite,  en  général  illi- 
mitée, de  surfaces  sur  lesquelles  on  connaîtra  également  un 
système  conjugué. 

Conservons  en  effet  les  notations  précédentes  et  soient  (G)  et 
(D)  l£s  deux  séries  de  courbes  conjuguées  tracées  sur  (S).  Les 
tangentes  aux  courbes  (G)  forment  une  congruence  dont  la  sur- 
face focale  se  compose  de  (S)  et  d'une  autre  surface  (S,)  qui,  en 
général,  ne  se  réduit  ni  à  une  courbe  ni  à  une  surface  dévelop- 
pable.  Aux  courbes  (C)et(D)de(S)  correspondent  des  courbes 
(D,  )  et  (G4  )  de  (S4  )  formant  sur  cette  surface  un  réseau  conjugué  ; 
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et  les  droites  de  la  congruence  considérée  sont  tangentes  aux 
courbes  (Ct).  Construisons  maintenant  les  tangentes  aux  courbes 
(D4)  de  (Si);  elles  touchent  en  même  temps  que  (2|)  une  autre 
surface  (22)  dont  la  relation  à  (2,)  sera  la  même  que  celle  de  (2,  ) 
à  (2).  On  pourra  continuer  indéfiniment  ces  opérations  tant  que 
Ton  ne  parviendra  pas  à  une  surface  qui  dégénère  en  une  courbe 
ou  en  une  développable,  et  Ton  obtiendra  ainsi  une  suite  de 
surfaces 

(2),  (S,),  (S,),  (23),  ... 

que  l'on  pourra,  en  général,  prolonger  indéfiniment. 

Revenons  maintenant  à  la  surface  (2).  Si,  au  lieu  des  tangentes 
aux  courbes  (C),  on  mène  les  tangentes  aux  courbes  (D),  en 
opérant  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  on  obtiendra  une  série 
de  surfaces 

(S.,),  (S-.)»  (S_3) 

qui  ne  se  terminera  pas,  en  général.  Si  l'on  réunit  les  deux  séries 
pour  en  former  une  suite  unique 

...,  <.2-«).  (2_,).  (2),  (2,),  (2,),  ..., 

chacune  des  surfaces  obtenues  se  déduira  de  la  suivante  ou  de  la 
précédente  par  une  construction  uniforme,  et  l'on  connaîtra  sur 
chacune  d'entre  elles  un  système  conjugué  correspondant  au 
système  primitif  de  (2). 

x\insi,  toutes  les  fois  que  l'on  aura  intégré  les  équations  diffé- 
rentielles qui  déterminent  les  développables  formées  avec  les 
droites  d'une  congruence  donnée,  la  méthode  précédente  fournira 
une  série  de  congruences  nouvelles  dont  les  développables  se  dé- 
termineront sans  nouvelle  intégration.  Ajoutons  même  que,  pour 
définir  toutes  ces  congruences,  il  ne  sera  nullement  nécessaire 
d'avoir  trouvé  les  développables  de  la  première.  Car,  si  M  désigne 
un  point  quelconque  de  la  surface  (2)  et  Mf  la  droite  de  la  con- 
gruence tangente  en  M  à  (2),  on  peut  toujours  construire  la  tan- 
gente conjuguée  de  celte  droite  et  définir,  par  conséquent,  la  con- 
gruence nouvelle  qui  doit  succéder  à  la  précédente. 

323.  Nous  allons  chercher  la  traduction  analytique  des  opéra- 
tions géométriques  qui  précèdent.  Pour  cela  nous  emploierons 
D.  —  II.  2 
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les  coordonnées  homogènes;  nous  désignerons  par  x9  y,  z,  t  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  (S)  et  nous  prendrons 
pour  variables  indépendantes  les  paramètres  p,  p4  des  deux 
familles  de  courbes  conjuguées  (C)  et  (D).  Nous  savons  (n°  98), 
[I,  p.  122]  que  x,  y,  z,  t  sont  quatre  solutions  particulières 
d'une  équation  linéaire  de  la  forme 

(il)  -r—x r-a—  H- 6 -3 hcô  =0. 

à?  opi  dp  dpi 

Considérons  la  congruence  formée  par  les  tangentes  aux  courbes 
(G);  ces  tangentes  à  (S)  vont  toucher  une  autre  surface  (S4)  qu'il 
s'agit  de  définir  analytiquement.  Pour  cela  nous  prendrons  un 
point  quelconque  M(x,y,  3,  t)  sur  (S).  Il  passe  en  ce  point  une 
courbe  (C);  on  définira  un  point  quelconque  P  de  la  droite  Mt 
tangente  en  M  à  cette  courbe  par  les  formules 

,     x      xr       >  àx        v       .  dy         „       k  dz        _,       *  dt 

v     '  àpt  J       ôpi  dpx  dp, 

où  \  désigne  une  arbitraire  dont  la  variation  donnerait  tous  les 
points  de  cette  tangente.  Pour  déterminer  X,  il  faut  exprimer  que 
le  point  P  décrit  une  courbe  tangente  à  la  droite  M*  sur  laquelle  il 
se  trouve,  quand  le  point  M  se  déplace  sur  la  courbe  (D),  c'est- 
à-dire  lorsque  le  paramètre  p  varie  seul.  Cette  condition  se  traduit 
par  des  équations  telles  que  les  suivantes 

dX  dx  ÔY  dy 

(13)  -=px^g-,  -=py  +  qj-,      ..., 

où  p  et  q  sont  des  indéterminées  pouvant  recevoir  des  valeurs 
quelconques.  Considérons  seulement  l'équation  relative  à  X  et 

d\ 

remplaçons-y  -r-  par  sa  valeur  tirée  de  la  première  équation  (12): 

nous  aurons 

à\       ~  dx         à*x  àx 

dp  dp        dp  dpi       r  2  dpi 

ou,  en  substituant  à  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (1 1), 

fd\  \        dx   .  àx 

Cette  équation  doit  subsister  quand  on  y  remplace  x  par  y,  z, 
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t;  elle  doit  donc  être  vérifiée  identiquement  (n°  99),  ce  qui  donne 

Les  formules  (la)  et  (i3)  se  transforment  donc  dans  les  sui- 
vantes 

<,4)  x=dft+ax'     •••• 

(,s)  dï  =  (r?-c)x-  bàfli     ■•■' 

où  tout  est  connu  et  qui  définissent  complètement  la  nouvelle 
surface  (Si).  Pour  obtenir  (S_l),  il  suffirait  d'échanger  les  deux 
variables  p  et  p<. 

324.  Supposons,  par  exemple,  que  les  coordonnées  x,  y,  s,  t 
soient  données  par  les  formules 

'  x=  A(p  —  a)™(p{  —  a)«, 
6  l/=B(?-  b)»'(Pl-b)»y 

t  =  D(p  —  rf)m(?i  —  dy\ 

où  a,  6,  c,  d  désignent  maintenant  des  constantes  quelconques, 
et  qui  ont  été  déjà  employées  au  n°  112  [I,  p.  i4a]  ;  x,  y,  z,  t  sont 
des  solutions  particulières  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

N  d*e         de         de 

V|        l  l7  dp  dp!  dp  dpi. 

Pour  définir  la  surface  dérivée,  on  emploiera  les  formules  (14  > 
qui  nous  donnent  ici 

n(p-a)  n(p-b) 

'         (Pl_a)(p-pi)    '  (Pi-*)(?-pir'         •••• 

On  peut  multiplier  les  quatre  coordonnées  homogènes  par  le 

facteur  - — — ;  ce  qui  conduit  aux  formules  définitives 

;  X  =  A(p  —  a)'«+i  (p!  — a)«-iy 

(17)  Y  =  B(p  -  b)»i+l  (pt  —  &)«-!, 
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Ce  sont  les  équations  primitives  dans  lesquelles  m,  n  sont  rem- 
placés respectivement  par  m  -1-  i ,  n  —  i .  En  poursuivant  l'appli- 
cation de  la  méthode,  on  obtiendra  pour  la  surface  (S/)  le  système 

'  X/  =  A(p  -«)'«+' (Pl_a)*-'', 

\  Y,-  =  B(p  —  b)M+* (pi  —  6)»-', 
(18)  <  ^  vr 

Z,  =  C(p  —  c)>"+i(Pl  -  c)»-<\ 


JZ,= 


V(?-dy»+i{?x-d)n-iy 


qui  convient,  on  s'en  assure  aisément,  à  toutes  les  valeurs  entières, 
tant  positives  que  négatives,  de  1.  La  suite  obtenue  sera  illimitée 
dans  les  deux  sens  toutes  les  fois  que  les  nombres  m  et  n  ne 
seront  pas  entiers.  Mais  si  n,  par  exemple,  était  entier  et  positif, 
la  surface  (S,,)  se  réduirait  à  une  courbe,  et  l'application  de  la  mé- 
thode serait  arrêtée  à  partir  de  (S/i). 

325.  Revenons  aux  formules  générales  (i4)  et  (i5);  les  coor- 
données x,  y,  Zj  t  d'un  point  de  la  surface  primitive  (S)  sont  des 
solutions  particulières  de  l'équation  (1 1)  :  cherchons  l'équation  de 
même  forme  à  laquelle  satisfont  les  coordonnées  X,  Y,  Z,  T  d'un 
point  de  la  surface  (Y>h  ).  La  formule  (i4)  nous  montre  qu'il  faudra 
faire  la  substitution 

(19)  ^a^dyl' 

L'équation  (11)  peut  être  mise  sous  la  forme 

on  a  donc 

ai       Ida         \.       ,  e)6 

t'20)  --  =  ( c)0  —  6--, 

dp       \dp         )  ôpt 

et  cette  formule  est  d'ailleurs  identique  à  l'équation  (id)  que  nous 
aurions  pu  poser  a  priori.  Pour  obtenir  l'équation  à  laquelle 
satisfait  <y,  il  faudra  éliminer  8  entre  les  équations  (19)  et  (20). 
Supposons  d'abord  que  la  quantité 

(21)  h  =   . \-  ab  —  c 

dp 

soit  nulle  :  alors  il  sera  impossible  de  résoudre  les  équations  (19  > 
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et  (20)  par  rapport  à  6  et  à  -r-— ;  mais,  si  on  les  ajoute,  après  avoir 
multiplié  la  première  par  6,  on  aura 

h  6(T  =  o. 

dp 

La  solution  générale  de  cette  équation  du  premier  ordre  est  de 
la  forme 

^//>rfp?(Pi), 

'f  désignant  une  fonction  arbitraire  de  p< .  Comme  X,  Y,  Z,  T  sont 
des  valeurs  particulières  de  <r,  on  voit  que  les  rapports  mutuels  de 
ces  quantités  seront  des  fonctions  de  p<  ;  et,  par  suite,  la  surface  (S|) 
se  réduira  à  une  courbe. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  h  ne  soit  pas  nulle.  Des 

équations  (19)  et  (20)  on  pourra  déduire  les  valeurs  de  8,  -r— > 
qui  seront 

(11)  h  6  =  b  a  -+-  —  > 

dp 

i   *\  t  ^        lda         \  à° 

en   égalant  la  valeur  de   -7—   fournie  par  la  seconde  formule    à 

celle  que  Ton  obtient  par  la  différentiation  de  la  première,  on 
trouvera  pour  <y  l'équation 


(M) 


1      d*  j          /  d  log/i\  du 

J  dp  dpi  +  V  dpi    )  dp 

J                    Ldv  l         da        db        ,d\o£h\ 

l                        dpi  \         dp        dpt              dpt    ] 


Telle  est  l'équation  à  laquelle  satisferont  les  coordonnées  X,  Y, 
Z,  T  d'un  point  quelconque  de  (S,). 

Nous  sommes  ainsi  conduits,  par  une  voie  purement  géomé- 
trique, à  une  méthode  de  transformation  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles.  Cette  méthode,  très  importante,  est  due  à 
Laplace  qui  Ta  développée  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des 
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Sciences  pour  1773  (').  Gomme  elle  joue  un  rôle  fondamental 
dans  Pétude  d'un  grand  nombre  de  questions  géométriques,  nous 
allons  l'exposer,  dans  le  Chapitre  suivant,  avec  tous  les  dévelop- 
pements qu'elle  comporte. 


(J)  BecfiercJies  sur  le  Calcul  intégral  aux  différences  partielles,  par  M.  de 
la  Place.  Mémoires  de  Mathématique  et  de  Physique  de  l'Académie  des 
Sciences  pour  1773,  p.  34  i-4o3.  Imprimé  en  1777. 
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CHAPITRE  IL 

LA     MÉTHODE     DE     LAPLACE. 

Les  deux  cas  d'intégrabilité  immédiate.  —  Définition  des  invariants  h  et  k:  leurs 
propriétés.  —  Formes  réduites.  —  Équations  à  invariants  égaux.  —  Méthode 
de  Laplace;  première  substitution,  les  invariants  de  l'équation  transformée; 
deuxième  substitution.  —  Définition  de  la  suite  de  Laplace,  expression  de  z  en 
fonction  de  zr  —  Suites  périodiques.  —  Forme  générale  de  la  valeur  de  z 
lorsqu'une  des  équations  de  la  suite  a  un  de  ses  invariants  nul  et  peut  être 
intégrée.  —  Proposition  réciproque.  —  Détermination  de  toutes  les  équations 
pour  lesquelles  la  suite  de  Laplace  est  limitée  d'un  seul  côté.  —  Recherche 
des  équations  pour  lesquelles  la  suite  se  termine  dans  les  deux  sens.  —  Pre- 
mière solution;  théorème  fondamental.  —  Deuxième  solution;  vérification  di- 
recte du  résultat.  —  Étude  des  expressions  auxquelles  on  est  conduit.  —  Rappel 
des  recherches  de  M.  Moutard. 


326.  Considérons  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 

— s-  -f-a—  +  bd-+cz  =  o 
dx  dy  dx  dy         "         ' 

où  a,  b,  c  désignent  des  fonctions  quelconques  de  x  et  dey;  elle 
peut  être  mise  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  suivantes  : 

/    d   ( àz  \        ,dz        /         da\ 

c(* +")  + **  +  ('- s)—-' 

W  \   à   (àz       ,    \  àz       (        db\ 

Introduisons  les  deux  fonctions  h  et  k  définies  par  les  relations 

l  h  =  - — h  ab  —  c, 
(3)  •  àb 

\  dy 

Si  h  est  nulle,  la  première  des  équations  (2)  peut  se  mettre 
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sous  la  forme 

et,  par  suite,  la  détermination  complète  de  toutes  les  intégrales 
de  l'équation  (Y)  se  ramène  à  l'intégration  successive  des  deux 
équations  du  premier  ordre 


(4) 


J    àz 

1     -1-    CLZ   =  Zt. 

\    ày  !' 


intégration  qui  n'exige  que  des  quadratures. 

De  même,  si  k  est  nulle,  la  seconde  des  équations  (2)  prend  la 
forme 

é(£-4-**)+a(£"t"**)  =  °' 

et  Ton   pourra   remplacer  l'équation    proposée   par   le   système 

suivant 

/  dz-x 

\     ày 


.     ày 

àz  , 

- h      bz 

àx 


tout  à  fait  semblable  au  système  (4). 


327.  Supposons  maintenant  que  h  et  k  ne  soient  pas  nulles  : 
nous  allons  montrer  que  ces  fonctions  jouissent  de  propriétés  d'in- 
variance, qui  ont  une  grande  importance  dans  l'étude  de  l'équation 
proposée;  nous  envisagerons  successivement  les  substitutions 

z=\z'\ 

x  =/>  y  =  *\ 

qui  ne  changent  évidemment  pas  la  forme  de  l'équation  proposée. 
Faisons  d'abord 

(6)  z  =  \z\ 

X  étant  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  y.  L'équation  en  z 
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sera 

/    d*z'        /         à\og\\  dz'       /  à\og\\  dz' 

\  dxdy  *  \a~*~      ày     )àx~*~\    "^     àx     )  ày 

\  \  dx  ày  \  àxàyj 

On  calcule  sans  difficulté  les  nouvelles  valeurs  des  fonctions  A 
et  k  :  on  trouve  ainsi  que  ces  fonctions  rf ont  pas  changé. 
Effectuons  maintenant  la  substitution 

*  =  <?(*'),      y  =  +(/)■ 

L'équation  (i)  deviendra 

5^  +  «W)è+»T,W^+eT'Wf(/)*-o. 

Les  nouvelles  valeurs  A',  k  de  A  et  de  k  seront 

m  (  A'=Aep'(:r')<Rr'), 

K    }  \  k'=ky\x  )*,'(/). 

Enfin  la  substitution 

x = />    r = ^ 

échangera  les  valeurs  de  A  et  de  A*. 

Toutes  ces  propriétés  justifient  le  nom  $  invariants  que  nous 
donnerons  à  A  et  A*. 

328.  Lorsqu'on  remplace  z  par  \.z,  on  a,  nous  l'avons  vu,  une 
équation  de  même  forme 

à*z  ,dz       ..dz         , 

'   a  - — ho-, — h  c  z  =  o, 


où  a1  y  b'j  c'  ont  les  valeurs  suivantes 

/         r  <M0gX 


f    ,  cHogX       .cMogX        i    <)*X 

\  d#  ày  A  (tecy 

et  qui  admet  encore  les  invariants  A  et  A".  On   pourra  toujours 
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déterminer  la  fonction  \  de  telle  manière  que  Ton  ait 
(10)  a'b'—  c'=o. 

En  effet,  en  remplaçant  a',  6',  d  par  leurs  valeurs,  nous  obtien- 
drons l'équation 

(il)  Ta       =<*?>  —  C, 

dxày 

qui  fera  connaître  logX  par  une  double  quadrature.  Nous  appelle- 
rons équations  réduites  toutes  celles  dans  lesquelles  la  rela- 
tion (10)  sera  satisfaite.  Il  y  a  une  infinité  de  formes  réduites 
correspondantes  à  une  équation  donnée.  Pour  supprimer  cet 
inconvénient,  nous  conviendrons  de  faire  la  quadrature  double 
indiquée  par  la  formule  (n)  de  telle  manière  que  a!  s'annule 
pour  œ  =  x0  quel  que  soit  y,  que  V  s'annule  pour  y  =  yoy 
quel  que  soit  x.  Ces  conditions  détermineront  parfaitement  les 
deux  fonctions  arbitraires  introduites  par  l'intégration  de  l'équa- 
tion (n). 

La  forme  réduite  ainsi  définie  peut  se  calculer  exclusivement 
au  moyen  des  invariants;  car  on  a,  par  suite  des  expressions  de  h 

et  de  k, 

a'b'=zc'y 

da'       .  db*       . 

dx  ày 

et,  par  conséquent, 

(12)  a'=  f   hdx,        6'=  f  kdy,        c'=a'b'. 

Il  suit  de  là  que  deux  équations  linéaires  ayant  les  mêmes 
invariants  peuvent  toujours  se  ramener  l'une  à  l'autre  par  la 

substitution 

z  =  \z\ 

Les  formules  d'identification  (9)  donneront  d'ailleurs  -■         ? 

cJlogX 

dy 
près. 


et,  par  conséquent,  \  sera  déterminé  à  un  facteur  constant 


329.  On  peut  encore  adopter  d'autres  formes  réduites  pour 
l'équation  proposée.  Les  formules  (9)  montrent  immédiatement 
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que  l'on  pourra,  par  exemple,  disposer  de  \  de  telle  manière  que 
a'  s'annule  identiquement  et  que  U  s'annule  pour  y=yQ.  Alors 

on  aura 

.       àaï         ,,,       , 

h  =  - \-  a  b  —  c  =  —  c . 

dx 

àb'         ,,,        ,      db' 

k  =  -r \-  a  ù  —  c  = c 

ày  ày 

et,  par  suite, 

c'  =  —  h,        b'  =  f    (k  —  h)dy,        a'  =  o. 

La  forme  réduite  serait  donc 

(,3)  ^  +  [jf<*-*>*]£-**'-0- 

Il  est  clair  que  l'on  pourrait,  par  l'échange  de  x  et  dey,  obtenir 
la  ferme  analogue 

(,4)       ^+[X'(A-*)*p]S"**,=o- 

Hz.' 

où  le  terme  en  j-  a  disparu.  On  reconnaît  ainsi  que,  dans  le  cas 

où  les  invariants  sont  égaux,  et  dans  ce  cas  seulement,  on  peut 
ramener  l'équation  proposée  à. la  forme 

d*z 


àxdy 


=  lz. 


330.  Après  ces  remarques  et  ces  définitions  préliminaires,  nous 
allons  exposer  la  méthode  de  Laplace. 

Supposons  que  les  invariants  A  et  A:  ne  soient  pas  nuls.  Nous 
pourrons  substituer  à  l'équation  proposée  (i)  deux  équations  de 
même  forme  dont  l'intégration  entraînera  celle  de  l'équation  (i). 

Faisons  d'abord  la  substitution  définie  par  la  formule 

dz 

(lî)  *,=   jp  -+-€»*. 

L'équation  proposée  pourra  s'écrire 

(iG)  ^p  -hbzi  =  hz. 

dx 
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L'élimination  de  z  entre   ces   deux  équations  conduit,    nous 
l'avons  vu,  à  l'équation  nouvelle 

,,7>  5^-+-a'^-f-*,^^Cl3,=0' 

où  Ton  a 

d\o*h  .         ,  On        àb        .  d\of*h 

(18)       a,  =  a  —     -  -°— ,  bx  =  b,  ct  =  c  — r b — 

,  ây  dx       dy  Oy 

Les  nouvelles  valeurs  des  invariants  seront 


(19) 


\  ht  r=  >xh    -k — ^—  , 

/  dx  dy 

\  kx  =  h. 


Elles  s'expriment,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  uniquement  en 
fonction  des  invariants  de  l'équation  donnée. 
Effectuons  de  même  la  substitution 

I  2<>)  Z-i  = 'r-  bz\ 

Ox 
nous  aurons 

(21)  kz  = \-az-u 

et  nous  serons  conduits  pour  z_K  à  l'équation 

à*z-x  dz.-t        ,      àz-x 

dxdy  ox  à  y 

avec  les  valeurs  suivantes  des  coefficients 

,  ,        d\ogk  àb       da  d  loffA* 

(23)      a-x~a,         b-t  =  b -^- ,         r_!  =  c  —  -r-  -h  % a      ,        • 

ôx  ày      dx  dx 

Les  valeurs  correspondantes  des  invariants  seront 


/*_,--*, 


Ainsi,  par  les  deux  substitutions  indiquées,  on  déduit  de  l'équa- 
tion proposée,  que  nous  désignerons  par  la  lettre  (E),  deux  équa- 
tions nouvelles  (Et  )  et  (E_i  ).  On  peut  évidemment  appliquer  la 
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même  méthode  à  ces  deux  équations;  mais  il  importe  de  remar- 
quer qu'elle  ne  donnera  pas  deux  équations  nouvelles  pour  cha- 
cune d'elles.  La  formule  (21),  mise  sous  la  forme 

kz=  —  -T-a-iZ-u 

nous  montre  que  la  première  des  deux  substitutions  appliquée  à 
l'équation   (E_<)    nous   ramènerait   à   l'équation  proposée   dans 

laquelle  z  serait  remplacée  par  ^>  et  la  formule  (16)  montre  de 

même  que  la  deuxième  substitution,  appliquée  à  (E(),  nous  ra- 
mènerait à  l'équation  proposée  dans  laquelle  z  serait  remplacée 

Si  donc  on  regarde  comme  équivalentes  deux  équations  qui 
se  ramènent  l'une  à  l'autre  par  le  changement  de  z  en  \z  et  qui 
ont,  par  conséquent,  la  même  réduite  et  les  mêmes  invariants,  on 
voit  que  les  substitutions  de  Laplace  appliquées  successivement 
nous  donneront  seulement  une  suite  linéaire  d'équations 

...,  (E-t),  (E_,),  (E),  (Et),  (Ef),   ... 

à  indices  positifs  et  négatifs,  dans  laquelle  chaque  équation  (E,-)  se 
déduira  de  l'équation  (E/_t)  par  la  première  substitution  et  de 
l'équation  (E/+1  )  par  la  deuxième.  Si  l'on  remplace  partout,  pour 
éviter  toute  confusion,  les  variables  x  ely  par  p  et  pt ,  et  si  l'on  se 
reporte  à  l'interprétation  géométrique  de  la  méthode  de  Laplace 
donnée  au  Chapitre  précédent,  on  reconnaîtra  que,  (E)  étant 
l'équation  relative  au  système  conjugué  tracé  sur  la  surface  (S), 
(E/)  sera  l'équation  relative  au  système  conjugué  tracé  sur  la  sur- 
face (S/). 

331.  Les  invariants  des  équations  (E/)  se  déduisent  les  uns  des 
autres  par  l'emploi  répété  des  formules  (19)  et  (a4)-  On  trouve 
ainsi 

.25)  <  àxdy 

y  */+i  -  Ht. 


Ces  formules  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  A,  et  Â7;  et 
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elles  donnent 

[  h(  =  A7-H1, 

ki  =  2A-/H-1  —  hi+i  — 


<ri)  {    ,  ,  .  d*\0»kf+i 


dxày 

On  pourra  d'ailleurs  attribuer  à  l'indice  i  toutes  les  valeurs 

entières,  positives  ou  négatives;  on  retrouve,  par  exemple,  les 

formules  (19)  et  (24)  en  faisant  1  =  0  et  1= — 1.  On  pourrait 

aussi,  au  lieu  de  considérer  deux  séries  de  quantités  A/  et  A7, 

introduire  seulement  les  quantités  A4.  On  aurait  alors  une  suite  de 

quantités 

...,  h-tj  h-u  A,  hi,  Aj,  ... 

se  déduisant  les  unes  des  autres  par  la  formule  de  récurrence 
(  27 )  ht+i  -t-  A,_,  =  *hi-  ~-d~d-  > 

et  les  invariants  de  l'équation  (E,)  seraient  hi  et  A/_i.  L'équation 
(E)  fournira  donc  les  deux  termes  consécutifs  A  et  h_t;  et  la 
relation  précédente  permettra  de  calculer  les  autres  de  proche  en 
proche. 

Il  est  difficile  d'obtenir  directement  l'expression  de  A*  en 
fonction  de  A  et  de  A_i.  On  peut  signaler  cependant  la  relation 

(28)  A*m  =  à,^A-A àïâ?--' 

qui  s'obtient  par  la  combinaison  linéaire  des  équations  (27). 

Les  formules  relatives  à  la  substitution  par  laquelle  on  passe  de 
l'équation  (E/)  à  l'équation  (E)  peuvent  être  écrites  sous  une 
forme  où  ne  figurent  plus  que  les  invariants  des  équations  inter- 
médiaires. Si  l'on  se  reporte,  en  effet,  aux  équations  (18),  on 
reconnaît  que  le  coefficient  b  de  l'équation  linéaire  demeure  tou- 
jours le  même  si  l'on  applique  indéfiniment  la  première  substitu- 
tion. La  formule  (16)  donnera  donc,  en  général, 


ôx 
ou 


Jàdx  —       l  O        Jbdx 
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L'application  répétée  de  cette  formule  conduit  à  la  suivante 

(2Q)  Z  =  e    J  y    -r—    7-    -r-    •  •  •    -. -r-  \Zter  J, 

v   *'  h  d x  A,  dx  kt-i  dxx  '' 

qui  détermine  z  en  fonction  de  zi  et  de  ses  dérivées  par  rapport  à 
x  prises  jusqu'à  l'ordre  i.  En  opérant  de  même  avec  la  formule  (1 5), 
on  obtiendra  l'équation 

(3o)  -e^..,,,^^,!^), 

qui  fait  connaître  zi  en  fonction  de  z. 

Il  existe,  évidemment,  des  formules  analogues  relatives  à  la 
deuxième  substitution;  il  suffira  d'ailleurs,  pour  les  obtenir, 
d'échanger,  dans  les  formules  précédentes,  tout  ce  qui  se  rapporte 
aux  variables  x  et  y. 

332.  On  peut  se  proposer  un  grand  nombre  de  questions  dif- 
férentes au  sujet  de  la  suite  d'équations  linéaires  fournie  par  la 
méthode  de  Laplace.  Examinons,  par  exemple,  les  cas  les  plus 
simples  dans  lesquels  la  suite  sera  périodique.  Si  l'on  veut  que 
toutes  les  équations  de  la  suite  soient  identiques,  il  suffira  que 
l'équation  (Et)  soit  identique  à  (E),  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

ht  —  h,        kt  ==  k. 
Les  formules  (19)  nous  donneront  alors 

dx  à  y 

En  adoptant  pour  nouvelles  variables  .r,  y  des  fonctions  con- 
venablement choisies  de  x  et  de  y,  on  pourra  réduire  la  valeur  de 
h  à  l'unité  (n°  327).  L'équation  (E)  aura  donc  pour  forme  réduite 

(n° 329) 

à*z 


dxày 


On  reconnaît,  en  effet,  immédiatement  que  la  méthode  de  La- 
place transforme  cette  équation  en  elle-même. 

Si  l'on  veut  que  les  équations  (E/)  se  reproduisent  de  deux  en 
deux,  il  suffira  que  l'équation  (E2)  soit  identique  à  l'équation  (E), 
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c'est-à-dire  que  l'on  ait 

ht  =  A,        kt  —  k. 

On  est  ainsi  conduit  au  système 

zk  —  2k .     "     =  o, 

dxdy  . 

ih  —  ik , — 2—  =  0 

dxdy 

qui  doit  déterminer  h  et  A\  En  ajoutant  les  deux  équations,  on 

trouve 

d*\o$hk 


dxdy 


=  o,        hk  =  XY. 


Ici  encore,  en  remplaçant  les  variables  x,  y  par  des  fonctions 

nouvelles  de  ces  variables,  on  peut  ramener  la  relation  précédente 

à  la  forme 

hk  =  i;  > 

tout  se  réduira  donc  à  l'intégration  de  l'équation 

que  nous  rencontrerons  plus  tard  .dans  la  théorie  des  surfaces  à 
courbure  constante  et  dans  l'étude  d'autres  questions  de  Géo- 
métrie. Si  l'on  pose 

h  =  <?<"*, 
elle  prend  la  forme 

(3.)  ^=^W--H)- 

333.  Nous  laisserons  de  côté,  pour  le  moment,  l'étude  de  cette 
équation  et  l'examen  des  questions  analogues  que  l'on  peut  se  pro- 
poser relativement  à  la  suite  de  Laplace,  pour  nous  attacher  sur- 
tout au  problème  le  plus  important,  et  rechercher  dans  quel  cas  la 
méthode  de  Laplace  peut  donner  l'intégrale  générale  de  l'équation 
linéaire  proposée.  Cette  méthode  ramène  l'intégration  de  l'équa- 
tion proposée  à  celle  de  Tune  quelconque  des  équations  (E/);  il 
suffira  donc  que  l'on  sache  intégrer  l'une  de  ces  équations.  C'est 
ce  qui  aura  lieu,  en  particulier,  si  l'un  des  deux  invariants  A,  ou 
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ki  est  nul  :  il  importe  seulement  de  bien  définir  les  conditions 

dans  lesquelles  la  nléthode  réussira. 

Supposons  d'abord  qu'après  avoir  appliqué  une  ou  plusieurs 

fois  la  première   substitution,   on   rencontre  une   équation   (E,) 

d'indice  positif  pour  laquelle  un  des  invariants  soit  nul;  ce  ne 

pourra   être  que  l'invariant  A/,   puisque  l'invariant  ki  de   cette 

équation  est  égal,  d'après  les  formules  (20),  à  l'invariant  ht_K  de 

l'équation  précédente  (E/.^),  qui,  par  hypothèse,  n'est  pas  nul. 

Écrivons  donc 

ht  -  o. 

L'application  de  la  méthode  de  Laplace  sera  alors  arrêtée,  et  il 
sera  impossible  de  former  l'équation  (E/+1);  mais  l'équation  (E/) 
pourra,  nous  l'avons  vu  au  n°  326,  se  mettre  sous  la  forme 


0_  (dzi 


'.($+«'*)  +  *'($  +  «*)  =  ** 
et  elle  admettra  l'intégrale  première 

Y  désignant  une  fonction  quelconque  de  y.  Une  nouvelle  inté- 
gration donnera  la  valeur  générale  de  Zi  qui  sera 

(  3-2)  zt  =  e'  fw'yfx  +fx  ef«i'<y-ft>i«*  dy\ . 

Cette  solution  est  de  la  forme 

(33)  z,  =  *(\+jxîdjr}, 

a  et  p  étant  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  y\  X  et  Y  dé- 
signent les  fonctions  arbitraires,  qui  dépendent  respectivement  de 
la  seule  variable  x  et  de  la  seule  variable  y. 

De  la  valeur  de  zt  on  passera  à  celle  de  z.  Nous  avons  vu  plus 
haut  (n°  331)  que  z  sera  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  3/ 
et  de  ses  dérivées  par  rapport  à  x  jusqu'à  l'ordre  i.  La  forme 
D.  —  II.  3 
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générale  de  la  valeur  de  z  sera  donc  la  suivante 


(34) 


(  z  =  A  (\  --   C\  3  dy\ 


A,  At ,  ,..,A,'  désignant  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  y. 
On  voit  que  la  fonction  arbitraire  Y  sera  engagée  en  général  sous 
plusieurs  signes  d'intégration.  Si  Ton  annule  cette  fonction,  on 
obtiendra  la  solution 

(35)  5  =  AX  -T-  A,X'~. .  .-T-  Xi\r\ 

qui  est  moins  générale,  mais  où  la  fonction  arbitraire  X  est  dé- 
gagée de  tout  signe  d'intégration. 

334.  Réciproquement,  toutes  les  fois  que  l'équation  linéaire 
proposée  admettra  une  solution  particulière  de  la  forme  précé- 
dente, l'application  répétée  de  la  méthode  de  Laplace  conduira 
certainement,  après  des  opérations  en  nombre  au  plus  égal  à  i,  à 
une  équation  linéaire  dont  l'invariant  h  sera  nul.  Pour  démontrer 
ce  point  essentiel,  remarquons  que,  si  l'on  substitue  une  expres- 
sion de  z  de  la  forme  (35)  dans  l'équation  proposée,  elle  prend  la 

forme 

HX-î-H,X'-î-...+  H/4iX,'+,,  =  o. 

Si  l'équation  doit  être  vérifiée,  comme  nous  le  supposons, 
quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  X,  il  faudra  que  H,  H, ,  . . . , 
H/+1  soient  nuls.  En  effet,  si  ces  expressions  n'étaient  pas  toutes 
nulles,  il  suffirait  d'attribuer  ky  une  valeur  arbitraire  dans  l'équa- 
tion précédente,  pour  obtenir  une  relation  linéaire  entre  la  fonc- 
tion X  et  ses  dérivées  :  cette  fonction  ne  pourrait  donc  être  choisie 
arbitrairement,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

On  calcule  aisément  les  valeurs  de  H/+,  et  de  H,-.  On  a 

H/+i=  ^7  +«A/, 

H/  =  —7^  -+-  a  A/_!  -h  — -f-  +a—+6- \-  cA,. 

dy  ôxdy  dx  ôy  ' 
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On  voit  donc  que  la  fonction  A/  devra  satisfaire  à  l'équation 

(36)  ^!+aA/  =  o. 

En  outre,  si  Ton  égale  à  zéro  la  valeur  de  H/  en  y  remplaçant 
—r—  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  précédente,  on  trouve 

<37)  ^t!+aA/-,  =  AÀ/. 

Ces  points  étant  établis,  appliquons  la  première  substitution, 
définie  par  la  formule  (1 5).  On  aura 

dz 
3,  = \-az 

ày 

et,  en  vertu  de  la  relation  (36),  la  valeur  de  zK  ne  contiendra  plus 
les  dérivées  de  X  que  jusqu'à  l'ordre  i —  i  au  plus.  D'ailleurs, 
d'après  la  formule  (37),  le  coefficient  de  X(|~'J  sera  —  A  A/.  Il  ne 
sera  donc  nul  que  dans  le  cas  où  l'invariant  h  le  sera. 

Par  conséquent,  l'application  répétée  de  la  substitution  nous 
conduira  à  une  équation  (Ey),  d'indice  j  inférieur  à  «,  pour  la- 
quelle l'invariant  h  sera  nul;  ou  bien  nous  finirons  par  obtenir 
l'équation  (E/)  admettant  une  solution  de  la  forme 

zi  =  AX. 

La  substitution  directe  montre  alors  que,  pour  cette  équation 
aussi,  l'invariant  h  est  nul.  Donc,  dans  tous  les  cas,  au  bout  de  i 
opérations  au  plus,  la  méthode  de  Laplace  conduira  à  une 
équation  intégrable. 

335.  En  rapprochant  les  résultats  précédents,  on  peut  parvenir 
à  une  proposition  précise;  mais  il  faut  que  nous  présentions  au- 
paravant quelques  remarques  sur  les  expressions  de  la  forme 

U  =  AX  h-  AiX'-t-. .  .-f-  À/Xw, 

qui  contiennent  une  fonction  arbitraire  et  ses  dérivées  jusqu'à  un 
ordre  déterminé. 

Il  est  évident  qu'il  est  toujours  possible  de  remplacer  de  telles 
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expressions  par  d'autres  qui  contiennent  les  dérivées  jusqu'à  un 
ordre  plus  élevé. 

Substituons,  en  effet,  à  X  une  expression  telle  que  la  suivante 

où  ft,  [3,  . . .,  \  désignent  des  fonctions  données  de  x  et  X,  une 
fonction  arbitraire  nouvelle.  La  fonction  U  sous  sa  nouvelle  forme 
contiendra  les  dérivées  de  X,  jusqu'à  l'ordre  i-\-  jjl.  Réciproque- 
ment, il  pourra  se  faire  que  le  nombre  des  dérivées  puisse  être 
diminué  dans  U  par  un  choix  convenable  de  la  fonction  arbitraire. 
Par  exemple,  la  fonction 

A(X  +  X')  +  B(X'-^X") 

peut  être  ramenée  à  une  forme  plus  simple,  si  l'on  pose 

X-i-X'=X,. 

Nous  dirons  dans  la  suite  que  la  fonction  U  est  de  rang  i-\-  i 
par  rapport  à  xy  lorsque  l'ordre  de  la  plus  haute  dérivée  de  X 
qu'elle  contient  est  i  et  lorsqu'il  sera  impossible  de  l'amener  à 
une  forme  dans  laquelle  figureraient  un  nombre  moindre  de  dé- 
rivées de  la  fonction  arbitraire.  Nous  ne  chercherons  pas  à  indi- 
quer ici  comment  on  reconnaît,  d'une  manière  générale,  si  une 
fonction  U  est  écrite  sous  sa  forme  la  plus  simple.  Cette  question, 
qu'il  est  aisé  de  résoudre,  ne  se  présentera  pas  dans  la  théorie 
qui  nous  occupe. 

Nous  avons  vu  que,  si  l'équation  (E/)  est  la  première  pour  la- 
quelle l'invariant  h  devienne  nul,  il  existera  une  solution  de 
l'équation  proposée  contenant  une  fonction  arbitraire  de  X  et  ses 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  L  Je  dis  que  cette  solution  est  irréduc- 
tible quant  au  nombre  des  dérivées  et  que  son  rang  est  bien 
i-r-i.  En  d'autres  termes,  il  sera  impossible  de  l'exprimer,  ou 
même  de  trouver  toute  autre  solution  de  l'équation,  sous  une 
autre  forme  contenant  une  fonction  arbitraire  de  x  et  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  i —  fji.  En  effet,  si  cela  était  possible,  il  y  aurait, 
en  vertu  de  la  réciproque  déjà  établie,  une  équation  (Ey)  d'ordre 
au  plus  égal  à  i —  fji  et,  par  conséquent,  certainement  inférieur  à 
i  pour  laquelle  l'invariant  h  serait  nul \  ce  qui  est  contraire  à  l'hy- 
pothèse. 
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II  résulte  de  là  évidemment  que,  lorsque  la  première  équation 
pour  laquelle  l'invariant  h  s'annule,  est  (E/),  toute  équation 
(E|_*)  d'indice  positif  ou  négatif  admettra  une  solution  de 
rang  k  -h  i  par  rapport  à  x. 

Les  résultats  précédents  s'appliquent  sans  modification  lors- 
qu'on emploie  la  deuxième  substitution;  le  mode  de  formation 
des  équations  d'indice  négatif  (E_t),  (E_2),  ...  se  ramène  en 
effet  à  celui  des  équations  à  indice  positif  par  l'échange  de  x  et 
de  y.  On  voit  donc  que  la  suite  des  équations  d'indice  négatif 
cessera  d'être  illimitée  et  se  terminera  à  une  équation  (E_y)  pour 
laquelle  l'invariant  k  sera  nul  toutes  les  fois  que  l'équation  linéaire 
proposée  admettra  une  intégrale  particulière 

z  =  B  Y  h-  B,  Y'-*-. . .  -h  By  Y^, 

de  rang  y  -f-  i  par  rapport  à  y,  et  vice  versa. 

336.  Les  développements  précédents  permettent  de  former  très 
aisément  les  équations  linéaires  dont  la  méthode  de  Laplace  peut 
fournir  l'intégrale  générale.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on 
veuille  obtenir  toutes  les  équations  admettant  une  solution  de 
rang  i-r-i  par  rapport  à  x,  c'est-à-dire  pour  lesquelles  la  suite 
des  équations  d'indice  positif  se  termine  à  (E,-).  On  choisira  arbi- 
trairement ai  et  bi\  l'équation 

t        àat   ,       , 

ht  = h  a/  bi  —  ci  —  o 

ox 

déterminera  ensuite  c/.  La  valeur  de  l'intégrale  générale  sera 
donnée  par  la  formule  (32);  les  relations  (26)  feront  ensuite 
connaître  de  proche  en  proche  les  invariants  h  et  k  des  équations 
(E/_,),  . . .,  (E).  D'après  l'application  répétée  de  deux  des  for- 
mules (18),  on  aura 

l  b  =  bi9 

(38)  1  à 

a  =  ai+  -log(AA,...AM). 

La  valeur  connue  de  l'un  des  invariants  h  ou  k  permettra  ensuite 
de  calculer  c.  On  aura,  par  exemple, 

(39)  *  =  ^f-*-a*/-c. 
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On  pourra  même  obtenir,  sous  forme  développée,  la  valeur  gé- 
nérale de  z.  Il  suffira  d'employer  la  formule  (29),  ce  qui  donnera 

h  Ox  ht  Ox  hi~i  dx  |_    \         J    (I    J )\ 

Si  on  laisse  de  côté  l'intégrale  e~fbidx  qui  représente  le  facteur 
arbitraire  par  lequel  on  peut  multiplier  z}  cette  formule  ne  con- 
tient que  les  invariants  et  la  fonction  8  dont  la  valeur  est 

(40  e  =  efbid*-faidy, 


et  qui  peut,  elle-même,  être  regardée  comme  un  invariant;  car 
on  a 

A%  1  c\ cr  A  s)  A  •  Ast . 

kt  —  hi  =  À/_i. 


à*  Iog8  _  àbt       ddi 


Ox  Oy         dy        Ox 

L'application  de  la  seconde  formule  (38)  nous  fournit  encore 
la  valeur  suivante  de  9 

(4a)  0  =  eSbdx-Sady  hhi       ^  hi_^ 

et  cette  relation  permettra  de  calculer  8  quand  l'équation  sera 
donnée.  Pour  obtenir  la  partie  de  l'intégrale  générale  qui  dépend 
de  X,  il  suffira  de  remplacer  Y  par  zéro. 

337.  Il  n'y  a  donc,  on  le  voit,  aucune  difficulté  à  former  l'en- 
semble des  équations  linéaires  dont  la  méthode  de  Laplace  fournit 
l'intégrale  générale,  après  des  opérations  dont  on  peut  fixer  le 
nombre  à  l'avance.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer, 
parmi  toutes  ces  équations,  celles  pour  lesquelles  la  suite  de 
Laplace  se  termine  dans  les  deux  sens  et  qui  admettent,  par  con- 
séquent, une  solution  générale  de  la  forme 

z  =  AX  -h  Aj  X'  h-  . . .  -f-  A/Xu)  +  BY+..  ~  By  Y^, 

entièrement  débarrassée  de  tout  signe  d?intégration. 

L'expression  précédente  est  de  rang  i  4- 1  par  rapport  à  x  et 
de  rang  y  +  ï  par  rapport  à  y.  La  somme  1+/  sera  appelée  le 
nombre  caractéristique  de  l'équation.  Il  est  aisé  dç  voir  qu'il  ne 
change  pas  quand  on  applique  les  substitutions  de  Laplace^  car,  si 
l'on  passe  de  l'équation  (E)  à  (E^),  par  exemple,  le  nombre  i  aura 
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diminué  de  h  unités,  mais  le  nombre  y  aura  augmenté  de  la  même 
quantité  (n°  335);  la  somme  de  ces  deux  nombres  n'aura  donc  pas 
changé.  D'après  cela,  si  l'on  considère  l'équation  (E,)  de  rang  i, 
pour  laquelle  l'invariant  h  est  nul  et  qui  est  de  la  forme 

à    (àZi  \        .    (àzi  \ 

tout  se  réduira  à  exprimer  qu'elle  admet  une  solution  de  rang  i 
par  rapport  à  x  et  de  rang  i-hy-f-i  par  rapport  à  y*  Posons, 
pour  abréger,  n=  i-h-J  et  faisons  la  substitution 

l'équation  se  ramènera  à  la  forme 


(|3)  ^u^;=o' 

a  désignant  une  fonction  de  x  et  dey.  En  intégrant,  on  aura 

(44)  ?=aY|'      ô=/aYi4r  +  x> 

Y|  désignant  une  fonction  arbitraire  dey  et  X  une  fonction  arbi- 
traire de  x.  La  question  à  résoudre  sera  ramenée  à  la  suivante  : 

Exprimer  que  l'équation  (44)  admet   une  solution  de  la 
forme 


(«) 


(45)  8  =  X  +  BY4-B,Y'  +  ...+  BftY 

où  B,  Bf,  . . .,  Bn  sont  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  y 
et  X,  Y  des  fonctions  arbitraires  de  x  et  de  y  respectivement. 

En  substituant  l'expression  précédente  dans  l'équation  (44)  et 
en  donnant  à  x  une  valeur  numérique  quelconque,  on  reconnaît 
immédiatement  que  les  deux  fonctions  arbitraires  Y  et  Yt  doivent 
être  liées  Tune  à  l'autre  par  une  relation  de  la  forme 

(46)  Y,  =  XY  +  Xt  Y'  H-. .  .-*-  X„-h  Y1**"1', 

X,  X, ,  . . . ,  X//+l  désignant  des  fonctions  de  y  parfaitement  déter- 
minées. Si  l'on  remplace  8  et  Yt  par  leurs  valeurs  dans  l'équation 
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(44 )>  on  devra  donc  avoir 

(47)  ^(BYH-B1Y'-H...4-B„Y('',)  =  a(^Y  +  X.Y'H-...+  Àn4.1Y^1))- 

et  cela  pour  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonction  Y.  Pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  évidemment  que  les  coefficients  de  Y  et 
des  dérivées  Yu)  soient  égaux  dans  les  deux  membres.  En  égalant 
ces  coefficients,  on  obtient  ainsi  le  système 

dB 

--  ==  «A, 

ày 

,    ày  ""  B        =  aA,ï 

(48)  j   ^ ^ 

rfB»  +  B        -  a) 

Bn     —  aX/M  j. 

L'élimination  des  quantités  B  montre  que  a  devra  satisfaire  à 
l'équation 

qui  est  linéaire  et  d'ordre  /2  +  i  par  rapport  à  a,  tous  les  coeffi- 
cients étant  des  fonctions  dey.  On  aura  ensuite  les  valeurs 


/      Bn  =  al 


n+li 


B/i-i  =  aX„  —  —  (aX/^t), 
(5o)  /   y 

B  =  «X1-r^(aX,)-h...-h  (-1)"  |^(*Vm). 

qui  permettront  d'écrire  l'expression  de  8. 

D'après  la  méthode  précédente,  on  voit  que,  pour  résoudre 
complètement  le  problème  proposé,  il  suffira  de  choisir  arbitraire- 
ment /i-f-  2  fonctions  de  y  \  A,,  . . .,  )v/+i,  d'intégrer  ensuite 
l'équation  linéaire  du  n  +  iieme  ordre  à  une  seule  variable  indé- 
pendante (49)>  ce  qui  donnera  a  et  permettra  déformer  l'équation 
(Ej).  Les  formules  (48)  et  (45)  donneront  ensuite  l'intégrale  gé- 
nérale de  cette  équation,  et  l'application  répétée  des  substitutions 
de  Laplace  permettra  de  former  par  voie  de  récurrence  l'équation 
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(E),  ainsi  que  son  intégrale  générale.  Mais  cette  solution,  qui  se 
présente  ainsi  de  prime  abord,  peut  être  notablement  simplifiée  et 
perfectionnée. 

338.  Il  faut  d'abord  lever  une  objection  qui  se  présente  immé- 
diatement. L'expression  obtenue  pour  l'intégrale  générale  sera- 
t-elle  irréductible  quant  au  nombre  des  dérivées  de  la  fonction 
arbitraire  Y,  et  ne  pourra-t-on  pas,  par  un  choix  convenable  de 
la  fonction  Y,  réduire  ces  dérivées  à  un  moindre  nombre?  Il  est 
aisé  de  reconnaître  que  cela  aura  lieu  dans  certains  cas  et  de 
donner  un  caractère  précis  permettant  de  distinguer  les  valeurs 
de  a  pour  lesquelles  l'intégrale  générale  sera  bien  réellement  de 
rang  n  +  i  par  rapport  à  y. 

Nous  rappellerons  d'abord  une  identité  empruntée  aux  deux 
théories  voisines  de  l'équation  adjointe  et  des  conditions  d'inté- 
grabilité  des  expressions  différentielles.  Si  l'on  définit  les  fonc- 
tions nouvelles  dey,  [x,  jjl^,  .  . . ,  [x„+,  par  l'identité 

/  jxo>  -4-  (Ai  u/  —  |ji2  tif  -4- . . .  -4-  |ji»4-i  tu^*-4-^ 
(5l)       <  à  à*  dn-hi 

1        =  ^-^M«)^5|3  («M -•■■  +  (-')»*•  ^^(^-M-.), 

où  (o  désigne  une  fonction  de  forme  quelconque,  on  aura  aussi 

(    Xu>  -+-  X,  <i/  -4-  Xt  W*  -+-  .  .  .  -h  X„4-i  0)t"+1} 

(        =«l*-^(^i)^^(wï*«)----+(-0'H-|àj^î(wïA*-rt); 

et,  par  conséquent,  les  fonctions  X  pourront  s'exprimer  au  moyen 
des  fonctions  [x.  On  aura,  par  exemple, 

1  X  =  u —  -4- .  .  .  -h  (  —  i  V'+l '     — - , 

(   X*+i=(  — O^^-h. 

Ainsi,  les  fonctions  ja  pourront  être  choisies  arbitrairement;  on 
en  déduira  ensuite  les  fonctions  )*  par  l'emploi  de  l'identité  (52). 

Ces  points  étant  rappelés,  si  l'on  se  reporte  à  l'équation  (4g)?  on 
voit  qu'elle  prend  la  forme 

(  54  )  f*a  -+-  fit  a'  -h . . .  -4-  fi^-fi  a(/t_hl)  =  o, 
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et,  par  suite,  l'équation  à  laquelle  doit  satisfaire  a,  considérée 
comme  fonction  de  y,  est  une  équation  linéaire  quelconque 
d'ordre  n-j-i.  Cet  ordre  ne  s'abaissera  dans  aucun  cas;  car,  en 

B 
vertu  des  formules  (48)  et  (53),  jxw+l  est  égal  au  signe  près  à  -- 

et  ne  peut  s'annuler  qu'avec  Bn.  Si  l'on  prend  pour  a  une  solution 
quelconque  de  l'équation  (  54),  on  déterminera  les  fonctions  X  par 
l'identité  (5a),  puis  les  B  par  les  formules  (48);  et  l'on  aura,  en 
substituant  dans  la  formule  (45),  l'intégrale  générale,  qui  con- 
tiendra la  fonction  Y  et  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n. 

Le  résultat  des  raisonnements  précédents  se  traduit  par  les  deux 
propositions  suivantes. 

Si  l'intégrale  générale  est  de  rang  n  -f- 1  ou  de  rang  inférieur 
par  rapport  à  y,  a,  considérée  comme  fonction  de  y,  satisfera  à 
une  équation  linéaire  d'ordre  n  -f- 1  dont  tous  les  coefficients 
seront  des  fonctions  de  y. 

Inversement,  si  a,  considérée  comme  fonction  de  y,  satisfait  à 
une  équation  linéaire  d'ordre  n  -f-  r  et  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  dey,  l'intégrale  générale  sera  au  plus  de  rang  n  -h  1 
par  rapport  à  y. 

En  rapprochant  ces  deux  propositions,  on  obtient  évidemment 
le  théorème  suivant  : 

Pour  que  l'équation  linéaire 

ox  \a  ôyj 

admette  une  solution  de  rang  n  + 1  par  rapport  à  y,  c'est- 
à-dire  pour  que  sa  solution  générale  soit  de  la  forme 

Ô  =  X  +  BY  +  BtY'  -h. .  .-f-  B^Y^ 

et  ne  puisse  pas  être  mise  sous  une  forme  analogue  ou  il  y 
aurait  moins  de  dérivées  de  la  fonction  arbitraire  de  y,  il  faut 
et  il  suffit  que  a,  considérée  comme  fonction  de  r>  satisfasse  à 
une  équation  linéaire  d'ordre  n  -+-  1  dont  les  coefficients  soient 
des  fonctions  de  y  et  ne  satisfasse  pas  à  une  équation  linéaire 
semblable,  mais  d'ordre  moindre. 

D'après  cela,  si  l'on  désigne  par  Y4,  Y2,  . .  . ,  Yw+I  n  -h  1  solu- 
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tions  particulières  quelconques  de  l'équation  à  laquelle  satisfait  a, 
on  devra  prendre 

a  =  Yj  Xx  -+-  Yj  Xj  -+- . . .  -h  Yrt+1  \n+i , 

Xt,  X2,  . .  . ,  X„+l  désignant  des  fonctions  de  x  qui  seront  assu- 
jetties à  la  seule  condition  d'être  linéairement  indépendantes,  afin 
que  a,  considérée  comme  fonction  de  y,  ne  satisfasse  pas  à  une 
équation  d'ordre  inférieur  à/i  +  i. 

Si  l'on  se  donne  a  priori  les  solutions  Y4,  Y2,  .  . .,  Yn+i,  on 
pourra  déterminer  les. fonctions  jx  par  les  équations 


fiY2-+-mY'2- 


.  .=  o. 
.=  o, 


et  la  solution  complète  du  problème  n'exigera  plus  aucune  inté- 
gration. Mais  nous  allons  voir  que  l'on  peut  présenter  cette  solu- 
tion sous  une  forme  beaucoup  plus  élégante  et  plus  commode 
pour  les  applications. 


339.  Reprenons  l'identité  (47)  et  désignons  par  yKy  y2,  •  •  •> 
r«+i  n  -f- 1  solutions  particulières  distinctes  de  l'équation  linéaire 

(55)  XY-+-X1Y'-^-...-^-Xn_MYl«+1,  =  o; 

JK«>  •  •  •  >^/i+<  seront  des  fonctions  de  y  dont  le  déterminant 


(56) 


A  = 


y\ 

y*     . 

•  •     r«+i 

y\ 

y'*    . 

•  •     y Vu 

ylil)   - 

v{n) . 

ne  sera  pas  nul. 

L'équation  (4y)  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  formes  pos- 
sibles de  la  fonction  arbitraire  Y,  remplaçons-y  Y  par  l'une  quel- 
conque yi  des  solutions  particulières  précédentes.  Nous  aurons 


-(Byt+B^'r 


B/l7^)  =  o, 


et,  par  suite,  en  intégrant 

(57)  Byt  +  Bl/i  -4- ...  -4-  Bny/l)  -f-  xt  =  o, 
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xi  désignant  une  fonction  de  la  seule  variable  x.  En  attribuant  à  / 
toutes  les  valeurs  i,  2,  ...,  /i-+-  1,  on  obtient  ainsi  /14-  1  équations 
différentes  d'où  l'on  pourra  tirer  les  valeurs  de  B,  Bf,  . . .,  Bffl. 
Porter  ces  valeurs  dans  la  formule  (45)  qui  donne  8,  c'est  éliminer 
B,  Bl?  . . . ,  Brt  entre  les  équations  précédentes  et  la  suivante 

6  =  B  Y  -+-  B,  Y'  +-  . . .  -h  B„  Y*'1'  -+-  X . 

On  est  ainsi  conduit  à  la  valeur  suivante  de  Ô 


(58)  6=1 


X  Y         Y'       ...      YUl)  ■ 

n      y\      y\     •••    y{r  I     » 

!       a' 

&/I  +  1     J"/H-l      J'/n-i        •  •  •      J'n-i-l  I 


A  étant  le  déterminant  déjà  défini  par  l'équation  (56).  De  la  valeur 
de  6  on  déduit  celle  de  5/ 

(58£w)  */  =  MII, 

M  désignant  une  fonction  déterminée  de  x  et  dey  dont  la  valeur 
ne  joue  aucun  rôle  dans  la  théorie. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  la  valeur  précédente  de  8  satisfait  bien 
à  l'équation  (44) 

(59)  J  =  a[X Y  +  X,  Y'  ■+.. . .+  X,M  Y^>], 

où  l'on  a  remplacé  Y,  par  sa  valeur  (46),  et  de  déterminer  l'ex- 
pression de  a  au  moyen  des  fonctions  #/,  yi.  La  valeur  de  6, 
ordonnée  suivant  les  fonctions  X  et  #,-,  est  évidemment  de  la  forme 

0  =  X  -i-  i^rj-T-. .  .-f-  unJr\Xn+\, 

les  coefficients  ut  contenant  la  fonction  Y  et  ses  dérivées.  D'après 
l'expression  (58)  de  cette  fonction  sous  forme  de  déterminant,  on 
reconnaît  immédiatement  que  l'on  a 

0  =  X — xi         pour         Y  =  yi, 

11  suit  de  là  que  la  dérivée  .-  sera  nulle  toutes  les  fois  que  l'on 
remplacera  Y  par  y^  et,  comme  elle  est  linéaire  par  rapport  à  Y 
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et  à  ses  n 


i  premières  dérivées,  on  aura 


ày      p 


Y 


Y' 

y\ 


r»+i  y*. 


y,"+i) 


J  n+\ 


(5  désignant  une  fonction  qui  ne  contiendra  plus  Y.  Le  détermi- 
nant qui  figure  dans  l'équation  précédente  est  évidemment  propor- 
tionnel au  premier  membre  de  l'équation  (55);  et,  par  suite, 
l'équation  précédente  est  bien  équivalente  à  l'équation  (5g)  qu'il 
s'agissait  d'établir,  Quant  à  la  valeur  de  a,  on  l'obtiendra,  par 
exemple,  en  égalant  les  coefficients  de  la  dérivée  Y(/î+^  dans  les 
deux  membres  de  l'équation  (5g),  ce  qui  donnera 


(60) 


(-1)"-1 


AX« 


xt 

>'\ 

y\     . 

v(«-l) 

xt 

y* 

y%    • 

v(«-l) 

&n+l 

yn+\ 

7n+i 

v[n-  l) 

S'il  y  avait  une  relation  linéaire  quelconque  entre  les  fonc- 
tions Xi,  a  considérée  comme  fonction  de  y  satisferait  à  une 
équation  linéaire  d'ordre  inférieur  à/i-f-i.  Ainsi  les  fonctions  Xi 
doivent  être  indépendantes  au  même  titre  que  les  fonctions  y /. 

340.  La  solution  que  nous  venons  de  donner  offre  ce  grand 
avantage  qu'elle  permet  de  former  non  seulement  l'équation  (E,-), 
mais  encore  toutes  celles  d'indice  moindre  et,  en  particulier, 
l'équation  primitive  (E).  Il  résulte  en  effet  de  la  formule  (29)  que 
la  valeur  de  s,  satisfaisant  à  l'équation  (E),  sera  de  la  forme 


(61) 


;  =  Dz/+D 


dx 


D   ***'  + 


■D/ 


àtzLm 
dxt' 


et,  d'autre  part,  nous  savons  que  cette  solution  z  sera  de  rang 
i  +  1  par  rapport  à  x  et  de  rang  j  -\-  1  par  rapport  à  y,  c'est- 
à-dire  qu'elle  sera  aussi  de  la  forme 


(6a) 


*  =  pX-*-p,X'- 


p/X^-h-yY- 


•V 


/YW. 


L'expression  de  z  résulte  aisément,  on  va  le  voir,  du  rapproche- 
ment de  ces  deux  formules. 
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Si  Ton  se  reporte  en  effet  aux  équations  (58)  et  (58  bis),  on 
reconnaît  immédiatement  que  Zi  s'annule  toutes  les  fois  que  l'on  y 
attribue  à  X  et  à  Y  les  valeurs  suivantes 

x=xp,      V  =  yP, 

yp désignant  un  des  nombres  1,2,  ...,n  +  i.Ilen  sera  de  même, 
évidemment,  pour  toutes  les  dérivées  de  Zi  et,  par  suite,  pour  z 
qui  est  une  fonction  linéaire  de  ces  dérivées.  On  aura  donc,  quel 
que  soit  l'indice/?, 

Les  équations  ainsi  obtenues  déterminent  les  rapports  mutuels  de 

[3,  [3, ,  . . . ,  y ,  y, ,  . . . ,  y/  et  conduisent  à  l'expression  suivante  de  z 

X        -X'       ...      X(i)        Y        Y'       ...      Y(» 

(03)  *  =  n    Xi     *'*     •••   ^    y*    y'*    •■■   yV 

*»4-i      *'n+i       •-.      ^/li     ?n+l     fn+i       ••.     ji^i 

N  étant  une  fonction  que  Ton  peut  choisir  arbitrairement  et  dont 
la  valeur  n'a  aucune  influence  sur  les  invariants  de  (E)  (*). 

Il  est  intéressant  de  vérifier  directement  que  la  valeur  précé- 
dente de  z  satisfait,  quelles  que  soient  les  fonctions  X,  Y,  à  une 
équation  linéaire  du  second  ordre.  On  y  parvient  aisément  de  .la 
manière  suivante. 

(')  Nous  avons  admis  dans  le  texte  que  les  équations 

P*>-+-  Pt^+-  •  •+  M{?  +  T^f +■  •  •+r,r^)  =  0 

déterminent  les  rapports  mutuels  des  coefficients  p,,,  fk.  On  pourrait  objecter  que, 
pour  certaines  formes  des  fonctions  xh,  yh1  ces  équations  deviendront  indéter- 
minées. Si  on  les  résout  suivant  la  méthode  ordinaire,  on  trouvera,  en  désignant 
par  A  le  déterminant  qui  figure  dans  l'expression  de  z, 

JL_  y  -     -    P/   -  y 


dA  dA  _dl_  dl    ~~        ~"    _dA_ 

dX         dX'  dXW         âY  dV^ 

Nous  verrons  plus  loin,  au  n°  342,  que  les  deux  déterminants  -r^-r-j  -^p-  ne  sont 

n  dXW    dïb) 

jamais  nuls  tant  que  les  fonctions  x  et  les  fonctions  y  sont  linéairement  indépen- 
dantes. Cette  hypothèse  étant  ici  réalisée,  les  équations  considérées  ne  seront  jamais 
indéterminées. 
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Si  Ton  différence  l'équation  (62),  on  aura  successivement 

£  =  î£xh-...h-&x^»+Jïy+...+  &yv\ 

cte        dx  i  dx  dx 


à*  z 


*Lx+...+  *hx»+»+^Lx  +...+  tU\w- 


dx  dy       àx  dy  '       dy  *  dx  dy       '  àx 

Il  suit  de  là  que  l'expression 

à*z         d\og$f  dz        «Hogvy   dz 
dxdy  ày       dx  dx      dy 

ne  contiendra  les  dérivées  de  X  et  de  Y  que  jusqu'aux  ordres 
a  et  j  respectivement.  D'ailleurs  elle  s'annule,  comme  z,  pour 

X  =  Xpj         1  =  y  p. 
Elle  est  donc  proportionnelle  à  z,  et  l'on  a 

^   "*'  dxdy  dy       dx  dx       dy  ~~      ' 

8  étant  une  fonction  déterminée  de  x  et  de  y.  On  peut  l'obtenir 
comme  il  suit. 

Si,  dans  l'expression  de  s,  on  attribue  à  X  la  valeur  1  et  à  Y  la 
valeur  o,  on  trouve  z  =  (3.  Si  l'on  fait  de  même  X  =  o,  Y  =  1 ,  on 
trouve  z  =  y.  Les  deux  fonctions  [3  et  y  sont  donc  des  solutions 
particulières  de  l'équation  précédente.  En  les  substituant  dans 
l'équation  à  la  place  de  z,  on  aura  deux  relations  dont  chacune 
suffira  à  déterminer  8. 

En  résumé,  voici  le  résultat  auquel  on  parvient  :  si  l'on  veut 
obtenir  toutes  les  équations  linéaires  pour  lesquelles  la  suite  de 
Laplace  est  limitée  dans  les  deux  sens  et  se  compose  de  m  équa- 
tions, on  choisira  m  couples  de  fonctions  xp,  yp:  les  fonctions  xp 
ne  dépendant  que  de  x  et  les  fonctions  yp  ne  contenant  que  y, 
de  telle  manière  qu'il  n'y  ait  aucune  relation  linéaire  à  coefficients 
constants,  soit  entre  les  fonctions  xp,  soit  entre  les  fonctions^. 
Les  différentes  équations  qui  composent  alors  la  suite  de  Laplace 
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sont  celles  qui  admettent  les' intégrales  générales  suivantes 


(65) 


z  =  M 


X 

X'      . 

xl/) 

Y 

Y' 

\ij> 

*\ 

x\      . 

. .     x^ 

y\ 

y\     • 

■■  yf 

x2 

x\      . 

. .     *</> 

JKî 

/s     •• 

■  ■  yf 

&  ni 

x  m 

x{i) 

y  m 

^m 

yU) 

la  somme  i '-H y  étant  égale  à  m  —  i  et  M  désignant  une  fonction 
déterminée,  dont  la  valeur  n'a  aucune  importance,  au  point  de  vue 
auquel  nous  nous  plaçons,  puisqu'elle  n'influe  pas  sur  les  inva- 
riants de  chaque  équation.  Comme  on  peut  donner  à  i  les  valeurs 
o,  i ,  . . . ,  m  —  i ,  la  suite  de  Laplace  se  composera  de  m  équa- 
tions. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  Ton  a  m  =  i .  Alors  on  peut 
écrire 

ou  plus  simplement 

*  =  M(X,-Y,). 

La  suite  de  Laplace  se  compose  d'une  seule  équation  pour  laquelle 
les  invariants  sont  nuls. 

Puis  vient  le  cas  où  l'on  a  deux  équations  admettant  respective- 
ment les  intégrales  générales 


,  X     X'     Y 

z  =  M     xi     x\     /, 


x2 


y* 


~  =  N 


X      Y     Y' 

*i  y\  y\ 
x±  yt  y'i 


et  ainsi  de  suite. 


341.  Nous  rencontrerons,  dans  la  suite,  des  expressions  sem- 
blables à  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (65),  mais  les  fonc- 
tions &it  ainsi  que  les  fonctions  yi,  pourront  ne  plus  être  linéai- 
rement indépendantes.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  indiquant 
quelques  propriétés  très  simples  des  expressions  ainsi  définies. 

D'abord,  il  est  clair  que  le  facteur  M  seul  est  changé  si  l'on 
combine  linéairement  les  couples  (#,-,  yi),  c'est-à-dire  si  l'on 
effectue  une  même  substitution  linéaire  sur  les  Xi  et  sur  les  yi. 

Il  en  est  de  même  si  l'on  multiplie  toutes  les  fonctions  Xi  par 
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une  même  fonction  de  x,  et  toutes  les  fonctions  yL  par  une  même 
fonction  de  y;  car  on  reconnaîtra  par  un  calcul  facile  que,  si  Ton 
remplace  xi  par  px/,  X  par  pX,  yi  par  <syi  et  Y  par  o"Y,  p  dési- 
gnant une  fonction  de  x  et  o*  une  fonction  de  y,  le  déterminant  se 
reproduit  multiplié  par  p,+l  o,«/"+l. 

Il  en  est  encore  de  même  si  Ton  effectue  un  changement  des  va- 
riables indépendantes  en  remplaçant  x  par  une  fonction  de  x  et  y 
par  une  fonction  de  y. 

En  combinant  les  deux  dernières  propriétés,  on  reconnaît  que, 
par  un  simple  changement  de  notations,  on  pourra  toujours  ré- 
duire l'un  des  couples  (xi9yi)  au  couple  simple  (i,  i).  De  plus, 

si  Ton  prend  comme  nouvelles  variables  x  et  y  les  rapports  —  > 
■=£?  et  que  Ton  réduise  le   couple  (xl9  yh)  à  l'unité,  le  second 

couple  sera  réduit  à  (x,  y). 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  des  relations  linéaires,  soit 
entre  les  fonctions  #/,  soit  entre  les  fonctions  yi.  Par  des  combi- 
naisons linéaires  des  couples,  on  pourra  réduire  à  zéro  autant  de 
fonctions  Xi  qu'il  y  a  de  relations  linéaires  distinctes  entre  ces 
fonctions.  On  aura  ainsi  des  couples 

(o,r«)»     (°>.TcH-i),      (o,7/„), 

pour  lesquels  les  fonctions  y^  j^a+o  •  ••>  y  m  seront  linéaire- 
ment indépendantes;  car.  s'il  en  était  autrement,  l'un  des  couples 
précédents  serait  une  combinaison  linéaire  de  tous  les  autres  et 
l'expression  considérée  serait  nulle. 

Considérons  maintenant  les  relations  linéaires  entre  les  fonc- 
tions yi\  d'après  la  remarque  que  nous  venons  de  faire,  elles  con- 
tiennent toutes  au  moins  l'une  des  fonctions  yi7  y2,  . . .,  ^a.«  et 
l'on  peut,  par  conséquent,  en  combinant  linéairement  les  a  —  i 
premiers  couples  entre  eux  et  avec  les  suivants,  ramener  ces  rela- 
tions à  la  forme  simple 

.Tp=o,       r?+1  =  °,        •••>       yai-i=o. 

Après  cette  double  transformation,  il  nous  reste  donc  [3  —  i 
couples 

(*i,.ri)>  (**,?*)>    ■••.   (^p-f.rp-,) 

D.  — II.  4 
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pour  lesquels  les  fonctions  Xi  et  les  fonctions  yi  sont  linéairement 
indépendantes;  puis  les  couples 

(a-p,  o),     ('p+I,  o),      ...,     (*«_„  o), 

et 

(o,j«),     (o,7a+1),     ...,     (o,7,w), 

pour  lesquels  une  des  fonctions  est  nulle,  les  autres  étant  linéai- 
rement indépendantes  et,  de  plus,  n'étant  liées  par  aucune  relation 
linéaire  avec  les  fonctions  correspondantes  des  (3  —  i  premiers 
couples.  Nous  allons  voir  qu'on  peut  faire  disparaître  les  couples 
des  deux  derniers  groupes  par  les  transformations  que  nous  avons 
déjà  signalées. 

Considérons,  par  exemple,  le  couple  (o,  ym)-  Si  Ton  multiplie 

toutes  les  fonctions  j^par-^»  ce  couple  se  réduira  à  (o,  i)  et 

l'expression  considérée  prendra  la  forme 

XX'..     X("     Y     Y'      ...     Y('} 


M 


xv    x\     ...     x{p    y{    y\     ...     x^ 


dans  laquelle  la  dernière  ligne  a  un  seul  élément  différent  de  zéro  ; 
elle  se  réduit  donc  à  une  expression  analogue  dans  laquelle  Y  est 
remplacée  par  Y'  et  y*  par  yk.  Les  nouvelles  fonctions  x^  sont 
égales  aux  anciennes;  quant  aux  nouvelles  fonctions  y^  elles 
sont  respectivement  égales  aux  dérivées  des  anciennes  divisées 
par  ym.  En  d'autres  termes,  chaque  couple  ancien  (a?*,  y*)  est 

remplacé  par    x^,  (  -^  J  I  •  Il  ne  peut  évidemment  exister  aucune 

relation  linéaire  entre  les  fonctions  (  —  )  ;  sans  cela,  il  y  aurait 

\  ym  J 

une  relation  analogue  entre  les  y^  et  ym.  L'application  de  la 
méthode  ne  sera  donc  pas  arrêtée,  et  l'on  pourra  faire  disparaître 
successivement  tous  les  couples  pour  lesquels  une  des  fonctions 
est  nulle.  Si  l'on  remarque  que  la  suppression  de  chaque  couple 
(o,yh)  diminue  d'une  unité  l'ordre  des  dérivées  de  la  fonction 
arbitraire  de  y,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Une  expression  de  la  forme  (65),  en  apparence  de  rang  t  -h  i 
par  rapport  à  x  et  y  -+-  i  par  rapport  à  y,  dans  laquelle  les  couples 
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sont  linéairement  indépendants,  sans  qu'il  en  soit  de  même  des 
fonctions  xt  et  yi  considérées  séparément,  peut  toujours  être  ré- 
duite à  une  expression  de  même  forme  dans  laquelle  toutes  les 
fonctions  Xi  etyi  sont  linéairement  indépendantes,  et  dans  laquelle 
le  nombre  des  couples  est  diminué  du  nombre  total  des  relations 
linéaires  distinctes  qui  existent  entre  les  fonctions  Xi  et  les  fonc- 
tions y b  considérées  séparément;  d'après  les  résultats  de  ce  Cha- 
pitre, l'expression  ainsi  obtenue  est  irréductible,  de  sorte  qu'elle 
sera,  par  rapport  à  xf  d'un  rang  égal  au  nombre  i  -+- 1  diminué  du 
uombre  total  des  relations  linéaires  entre  les  fonctions  yp  et,  par 
rapport  à  y,  d'un  rang  égal  ày  +  i  diminué  du  nombre  des.  rela- 
tions linéaires  entre  les  fonctions  xp. 

On  voit  qu'en  dehors  du  cas,  que  nous  avons  signalé  en  premier 
lieu,  où  l'un  des  couples  serait  une  combinaison  linéaire  des 
autres  couples,  l'expression  sera  encore  identiquement  nulle  s'il 
y  a  entre  les  fonctions  d'une  variable,  par  exemple  entre  les 
fonctions  xpj  des  relations  linéaires  en  nombre  supérieur  au  rang 
apparent  j  -+-  i  de  l'expression  par  rapport  à  la  variable  dont  ne 
dépendent  pas  les  fonctions  considérées. 

342.  Nous  examinerons  enfin  une  dernière  question  relative  aux 
expressions  définies  par  la  formule  (65).  Supposons  une  telle 
expression  réduite  à  sa  forme  la  plus  simple,  c'est-à-dire  à  la  forme 
dans  laquelle  les  fonctions  xp  et  les  fonctions^  ne  sont  liées  par 
aucune  relation  linéaire,  et  cherchons  quelle  valeur  il  faut  attri- 
buer aux  fonctions  arbitraires  X,  Y  pour  que  l'expression  s'annule. 
Nous  allons  montrer  que  cela  ne  pourra  avoir  lieu  que  si  le  couple 
(X,  Y)  est  une  combinaison  linéaire  des  couples  (xp,  yp).  Celle 
proposition  est  évidente  pour  les  fonctions  à  un  seul  couple 

X     Y 

*i  yv 

11  suffira  donc  de  montrer  que,  si  elle  est  établie  pour  les 
expressions  km  —  i  couples,  elle  est  vraie  aussi  pour  les  fonctions 
à  m  couples. 

Les  coefficients  de  X.W  et  de  YW  dans  l'expression  (65)  ne  sont 
pas  nuls;  car,  si  l'on  y  regarde  le  couple  (xiy  ys)  comme  tenant 
lieu  du  couple  (X,  Y)  des  fonctions  arbitraires,  ils  peuvent  être 
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considérés  comme  des  expressions  formées  avec  m  —  i  couples 
(•^2>  y*))  •••>  (#m?  y  m)  pour  lesquels  les  fonctions  de  chaque 
groupe  sont  linéairement  indépendantes;  et,  d'ailleurs,  le  couple 
(xn  7\)  n'est  dans  aucun  cas  une  combinaison  linéaire  des  pré- 
cédents. Par  suite,  si  l'expression  (65)  est  nulle  pour  un  système 
de  valeurs  attribuées  à  X  et  à  Y,  on  pourra  déterminer  des  coeffi- 
cients finis  \{i  . . .,  \my  tels  que  l'on  ait 


X  =    Xjarj 
X  =   A]â?i 

-t-  . 
-r  . 

X'"  =   X,iF</> 

Y  =  Xl7, 

Y'-  x,y, 

-h  . 

•  "+"  *>m.ymi 
•"*"  "mym% 

YW^W-î- 


lm?ti. 


Diflérentions  toutes  ces  équations,  sauf  la  * -f-  iième,  par  rapport 


à  x;  nous  aurons 


1  àx 


'"  dx  ' 

àlm 


x<<-»d± 

1       ox 


r(/-I) 


rV 


dx 


■ylÂ] 


dx 
àx 


o; 


=  o; 


dix 


*         \    i  •        •  •  »  \        •  t/Ai  dÀ/H 

c  est-a-dire  i+y+ioum  équations  a  /n  inconnues  —  »  . . .,  -r — 

Le  déterminant  de  ces  équations,  qui  est  le  coefficient  de  X(0  dans 
l'expression  (65),  n'est  pas  nul  d'après  une  remarque  déjà  faite. 
On  a  donc 


dï=0t 


iï=o; 


et,  par  suite,  les  coefficients  \^  ne  dépendent  pas  de  x.  On  éta- 
blirait de  même  qu'ils  sont  indépendants  de  y\  ils  se  réduisent 
donc  à  des  constantes,  et  la  proposition  que  nous  avions  en  vue 
est  ainsi  établie. 


343.  Les  résultats  donnés  dans  ce  Chapitre  ont  été  exposés  à 
plusieurs  reprises  dans  notre  enseignement  et,  en  particulier,  dans 
le  cours  de  1 883.  Nous  avons  été  conduit  à  traiter  de  la  méthode 
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de  Laplace  par  l'étude  approfondie  du  théorème  de  Géométrie 
donné  au  n°  322  [p.  16].  Mais  nous  devons  signaler  ici  un 
travail  très  important,  présenté  en  1870  à  l'Académie  des 
Sciences  par  M.  Moutard  (•  ).  Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mé- 
moire, cet  habile  géomètre  avait  traité  et  résolu  précisément  la 
question  que  nous  avons  étudiée  dans  ce  Chapitre;  et  il  avait 
formé  toutes  les  équations  linéaires  dont  l'intégrale  s'obtient  sans 
signe  de  quadrature.  Malheureusement,  l'extrait  qui  a  paru  aux 
Comptes  rendus  ne  donne  aucune  indication  ni  sur  la  méthode 
suivie  par  M.  Moutard,  ni  sur  la  forme  définitive  donnée  à  la 
solution.  Le  Mémoire  original  a  disparu  en  1871,  dans  les  incen- 
dies de  la  Commune  ;  et,  dans  la  rédaction  nouvelle  qu'il  a  publiée 
d'une  partie  de  ses  recherches  au  XLV  Cahier  du  Journal  de 
V École  Polytechnique,  M.  Moutard  a  traité  seulement  les  équa- 
tions de  la  forme 

d*z    _ 

àxdy  *       ' 

sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  loin. 


(*)  Ce  Mémoire,  portant  pour  titre  Recherches  sur  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes,  a  été  présenté  le 
18  avril  1870.  Un  extrait  en  figure  au  Compte  rendu  de  la  séance  de  ce  jour, 
t.  LXX,  p.  834*  Un  Rapport  fait  sur  le  Mémoire  par  M.  Bertrand  se  trouve  à  la 
page  1068  du  môme  tome. 
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CHAPITRE  III. 

l'équation  d'euler  et  de  poisson. 

Indications  historiques. —  Forme  réduite  de  l'équation  à  étudier. —  Cas  particu- 
lier où  les  deux  constantes  p,  jà'  qui  y  figurent  deviennent  égales;  formes  di- 
verses de  l'équation.  —  Solutions  particulières  homogènes  ou  entières.  —  So- 
lutions particulières  qui  sont  le  produit  d'une  fonction  de  x  par  une  fonction 
de  y.  —  Invariants  de  l'équation.  —  Propriété  fondamentale  relative  aux 
substitutions  linéaires;  cas  [particulier  où  p,  p'  sont  égaux.  —  Application  de 
la  méthode  de  Laplace.  —  Recherche  directe  de  l'intégrale  dans  le  cas  où  la 
méthode  de  Laplace  peut  fournir  cette  intégrale.  —  Étude  du  cas  où  la  suite 
de  Laplace  relative  à  l'équation  est  illimitée  dans  les  deux  sens;  on  peut  ra- 
ra mener  p  et  £'  à  être  compris  entre  zéro  et  i.  —  Intégrale  de  Poisson  et  de 
M.  Appel  1.  —  Cas  limite  où  l'on  ap  +  J'=i.-  Indication  d'un  problème  de 
Géométrie,  déjà  étudié  au  tome  I,  qui  se  ramène  à  l'intégration  de  l'équation 

■H-0- 


344.  Avant  de  continuer  l'exposition  des  théories  générales, 
nous  allons  faire  l'application  des  propositions  déjà  obtenues  à 
une  équation  remarquable,  que  nous  rencontrerons  d'ailleurs  dans 
l'étude  de  plusieurs  questions  de  Géométrie. 

Cette  équation  est  la  suivante 

.  .  d*z  n      dz  m      dz  p         _  _ 

Ox  ôy       x  —  y  Ox       x  —  y  ôy     .  (x  —  y)1"  ~~    ' 

oùm,/i,/?  désignent  trois  constantes  auxquelles  on  peut  attribuer 
des  valeurs  quelconques.  Sous  sa  forme  la  plus  générale,  elle  a  été 
traitée  par  Laplace  dans  le  Mémoire  que  nous  avons  cité  au  n°  325 
[p.  22].  Le  cas  particulier  où  m  est  égal  à  n  s'était  déjà  présenté 
dans  les  recherches  d'Euler  relatives  à  la  propagation  du  Son.  Le 
grand  géomètre  a  étudié  ce  cas  particulier  sous  toutes  ses  formes 
dans  le  t.  III  de  son  Calcul  intégral  (Chap.  III,  IV  et  V  de  la 
seconde  Section);  il  a  montré  que  la  solution  la  plus  générale  de 
l'équation  peut  être  obtenue,  sans  qu'il  y  ait  une  intégrale  pre- 
mière, toutes  les  fois  que,  p  étant  ramené  à  zéro  par  une  transfor- 
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ma  lion  que  nous  allons  indiquer,  la  valeur  commune  de  m  el  de  n 
est  un  nombre  entier;  et  il  a  donné  cette  solution  générale  sous 
une  forme  développée  qui  était  alors  tout  à  fait  nouvelle  dans  la 
Science  et  qui  contenait  les  dérivées  des  fonctions  arbitraires 
jusqu'à  un  ordre  quelconque.  D'autres  travaux  très  importants, 
que  nous  aurons  l'occasion  de  citer,  ont  pour  objet,  soit  l'équation 
générale,  soit  le  cas  particulier  où  m  est  égal  à  n.  De  toutes  les 
équations  que  nous  aurions  pu  choisir,  il  n'en  est  aucune  dont 
l'étude  présente  plus  d'intérêt  et  puisse  fournir  autant  d'indica- 
tions précieuses  sur  l'intégration  des  équations  linéaires  les  plus 
générales. 

345.  Si  Ton  effectue  la  substitution 

(2)  z  =  (x-y)*t, 

on  obtiendra  pour  0  l'équation  suivante 

<J*0  n'      à*  m'      <)0  />'        ft 

(3)  i 1 — 0  =  o, 

àx  oy       x  —  y  ô x       x  —  y  ôy       (x  —  y)1 

où  l'on  a 

(4)  m'=//i-t-a,         tt'=/n-a,        />'  =  />  +  a!+a(m+n  —  i). 

L'équation  (3)  est  de  môme  forme  que  la  proposée,  mais  on  peut 
disposer  de  a,  ce  qui  permet  de  la  simplifier.  Par  exemple,  il  existe 
en  général  deux  valeurs  de  a  pour  lesquelles  le  terme  en  0  dispa- 
raîtra. Nous  pourrons  donc,  dans  ce  qui  va  suivre,  nous  borner  à 
considérer  l'équation 

(E)  à%*  P  '     d* IL-^i^o 

ôxdy       x  —  y  àx  ~r  x  —  y  ày         ' 

débarrassée  du  terme  en  z.  Nous  l'appellerons  l'équation  E(^,  (3') 
et  nous  désignerons  par  la  notation  Z((3,  [3')  une  quelconque  de 
ses  solutions. 

Il  résulte  des  formules  (4)  que,  si  l'on  pose 

l'équation  en  0  sera 

,..  c>*6  i  —  3   c)0        i-  S*  46 

(5)  --— l_         _, r_         =  Q 

oxo y        x  —  y  Ox       x  —  y  ày 
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Cette  équation  est  de  même  forme  que  l'équation  (E),  mais  rfi  et  £' 
y  sont  remplacés  respectivement  par  1  —  |3'  et  i  —  ^.  En  faisant 
usage  de  la  notation  indiquée  plus  haut,  on  peut  dire  que  Ton  a 

(6)  (y  —  *v»-ÎH>'ZO_3',  i-3)  =  Z(3,  ?'). 

Cette  propriété  si  simple  joue  un  rôle  important  dans  l'étude  de 
l'équation. 

346.  Si  Ton  applique  à  l'équation  (E)  la  substitution  générale 
définie  par  la  formule  (2),  elle  prend  la  forme  (3),  m',  nr,  p'  ajanl 
les  valeurs  particulières  suivantes  : 

(-)  m'=a~r-3,         /i'=  a  -+-{*',         p  =  *(%  —  3  -+-?'—  1). 

On  peut  donc  disposer  de  a  de  manière  à  faire  disparaître  soit 
le  terme  en  ~  >  soit  le  terme  en  -r-  •  On  ne  peut  les  faire  disparaître 
simultanément  que  si  Ton  a 

Supposons  cette  condition  vérifiée.  En  effectuant  la  substitution 
on  obtiendra  pour  0  l'équation 


(O 


<?»0         ?d-?) 


àx 


ày     (*-y)*  ' 


en  sorte  que,  si  Ton  désigne  par  Zp  une  solution  quelconque  de 
cette  équation,  on  aura 

<*)  zp  =  (*-.r)PZ(P,P), 

c'est-à-dire  que  Ton  obtiendra  toutes  les  solutions  de  l'équation  (e) 
en  multipliant  par  (x  —  y)$  toutes  les  solutions  de  l'équation 

E(?,  P)- 

Par  des  changements  de  variables  que  Ton  apercevra  facilement, 
l'équation  (e)  peut  se  mettre  sous  l'une  des  formes  suivantes 

,  à*z  _  à* z        im  dz        n 

™}  ~ôy%  ~~~d&  "*"  ~x~  dx"^!^*1 
,      v  d*z  d*z 

v      7  dy*  dx* 


l'équation  d'euler  et  de  poisson.  5; 

qui  ont  été  données  par  Euler  et  qui  la  rapprochent  de  l'équation 
de  Riccali. 

347.  Revenons  à  l'équation  générale  E((3,  (3');  on  peut  obtenir, 
et  de  différentes  manières,  un  grand  nombre  d'intégrales  particu- 
lières de  celte  équation.  Cherchons,  par  exemple,  les  intégrales 
homogènes  en  y  et  x.  Si  Ton  pose 

(ii)  x^^        ^='x?(Oi 

on  sera  conduit,  par  la  substitution  de  la  valeur  de  z  dans  l'équa- 
tion (E),  à  Ja  relation 

(ia)    *(i—  o  <?'(') -*-[<->>-P--0  —  *-+-  ?')']?'( n  +  Xp'  o(/)  =  o. 

C'est,  avec  des  notations  différentes,  l'équation  différentielle  à 
laquelle  satisfait  la  série  hypergéométrique.  On  peut  prendre 
pour  <p  deux  quelconques  des  intégrales  particulières  de  cette 
équation,  par  exemple  les  deux  suivantes 

f(-X,  ,3',,-X-?,^), 

qui  conduisent  aux  valeurs  suivantes  de  z  : 

(i3)  V  v 

Quelques-unes  de  ces  solutions  jouent,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin,  un  rôle  important  dans  la  recherche  de  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation. 

Si  l'on  donne  à  X  une  valeur  entière  et  positive,  la  première 
solution 

*xf(-*,p',.-p_x,£) 

devient  un  polynôme  homogène  et  entier  de  degré  X.  On  voit 
donc  que  l'équation  proposée  admet  une  infinité  de  solutions 
entières. 
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348.  On  peut  aussi,  en  suivant  une  méthode  très  usitée  en 
Physique  mathématique,  chercher  si  l'équation  proposée  admet 
des  solutions  qui  soient  le  produit  d'une  fonction  X  de  x  par  une 
fonction  Y  dey.  Si  Ton  substitue  à  la  place  de  z  le  produit  XY,  on 
obtient  la  relation 

Cr  —  y)X'T  —  p'X'Y  h-  PXY'=  o, 

à  laquelle  on  peut  donner  la  forme  suivante  : 

SX  S'Y 

La  valeur  commune  des  deux  membres  ne  peut  être  qu'une 
constante;  on  aura  donc 

SX  S'Y 

*  +  ry   ="=  y  -h  *yr  =  «* 

ce  qui  donne,  en  intégrant  et  négligeant  les  constantes  qui  entrent 

en  facteur, 

•       X-U-a)-?,     '.'.Y'=(/-aH'. 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  constante  a, 

<i4)    .  -=,(*_  a)-p(7  _  a )-?' 

sera  une  solution  particulière  de  l'équation  proposée.  Si  Ton  ap- 
plique la  proposition  énoncée  à  la-  fin  du  n°  345,  on  verra  qu'il  en 
est  de  même  de 

(i5)  (^  —  -r)*-?~P'(^  —  «)P'-1(^  — 

349.  Le  calcul  des  invariants  h  et  k  de  l'équation  n'offre  aucune 
difficulté.  On  a 

(l6)  a  =  P^2.      *=%!=&. 

(*  —  y)A  {*—y)* 

Ces  valeurs  si  simples  mettent  sur  la  voie  de  la  plus  importante 
des  propriétés  de  l'équation  E((3,  (3'). 

Nous  avons  vu  en  effet  au  n°  327  que,  si  l'on  effectue  sur  les 
variables  indépendantes  la  substitution 

*  =  <?(*'),      r=*  y'h 
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les  nouvelles  valeurs  A',  kr  des  invariants  sont 

A'=A?'(*')f(/)t        *'=  **'(*')*'(/)• 

Il  suit  de  là,  et  de  la  valeur  particulière  que  prennent  ici  A  et  A, 
que  ces  invariants  conserveront  la  même  valeur  lorsqu'on  effec- 
tuera sur  x  et  sur  y  une  même  substitution  linéaire,  d'ailleurs 
quelconque.  Par  conséquent,  si  f  (#,  y)  désigne  une  solution 
quelconque  de  l'équation  E([3,  (3'),  la  fonction 

'  ex  -h  d 


/cx-\-d    cy-±-d\ 
•  \ax  -r-  b    ay-t-bj 


où  les  constantes  a,  b,  c,  d  ont  des  valeurs  quelconques,  sera  une 
solution  d'une  équation  linéaire  ayant  les  mêmes  invariants.  On 
retrouvera  donc  une  solution  de  l'équation  proposée  (n°  328)  en 
multipliant  l'expression  précédente  par  une  fonction  déterminée, 
la  même  pour  toutes  les  solutions.  Voici  comment  on  peut  obtenir 
ce  multiplicateur. 

Considérons  la  solution   particulière   déjà  donnée  au  numéro 

précédent 

(x—  *)-P(y—  a)-P'. 

Si  l'on  effectue  sur  x  et  sur  y  une  même  substitution  linéaire  dé- 
finie par  les  constantes  a,  6,  c,  rf,  elle  prend  la  forme 

A(ax+b)-P(ay-+-b)-p'(x  —  a')-?(7  —  a')~P', 

A  étant  une  constante  et  a'  étant  définie  par  la  relation 

ca'4-  d 

a=  — ? t-. 

ai  -+•  b 

Il  suit  de  là  qu'on  retrouve  une  solution  de  l'équation  proposée 
multipliée  par  le  facteur  (aar-f-  b)~P(ay  -+-  b)~P]  et  l'on  est  ainsi 
conduit  à  la  proposition  suivante,  qu'il  est  aisé  d'ailleurs  de  con- 
firmer par  un  calcul  direct  et  rigoureux. 

Si  Von  a  obtenu  une  solution  quelconque 
de  ly  équation  E(j3,  (3'),  on  pourra  en  déduire  la  solution  plus 


60  LIVRE   IV.  —   CHAI».    III. 

générale 

/     ^        /  »x  «/  t^  ut     I  ex -\r  d    cy-hd\ 

(17)       (ax  -h  b)-?(ay  +•  b)-u  <p  (^— _Z"£'  ^JT T/  =  *l(*' ^ 

#,  6,  c,  d désignant  des  constantes  quelconques. 

Ce  résultat  est  dû  à  M.  Appell,  qui  l'a  établi  dans  une  Note  élé- 
gante consacrée  à  l'étude  de  l'équation  E((3,  (3')  (  •).  Nous  l'avions 
obtenu  d'abord  pour  le  cas  particulier  de  l'équation  E((3,  (3)  (2) 
où  il  revêt  une  forme  particulièrement  simple,  et  voici  comment 
nous  y  avons  été  conduit. 

Reprenons  la  forme  (<?)  de  cette  équation  que  nous  écrirons 

ainsi  : 

d*z  ,  dx  dy 

- — —dx  dy  —  m(\  —  m) — -z. 

Le  premier  membre  demeure  invariable  lorsqu'on  remplacer  et  y 
respectivement  par  des  fonctions  quelconques  de  ces  variables. 
Quant  au  second  membre,  il  contient  le  facteur 

dx  dy 

qui  est  le  carré  de  l'élément  linéaire  d'une  sphère  [I,  p.  3o]  ;  et  il 
demeure  invariable  (n°  24)  lorsqu'on  effectue  sur  x  et  sur  y  une 
même  substitution  linéaire.  Donc,  de  toute  solution  de  V équa- 
tion (e),  on  peut  déduire  une  infinité  de  solutions  nouvelles, 
en  effectuant  sur  les  variables  x  et  y  une  même  substitution 
linéaire  quelconfîie. 

350.  Voici  une  première  conséquence  de  ces  propositions.  Si 
l'on  différence  la  solution  générale  (17)  par  rapport  à  l'une  quel- 
conque des  constantes  a,  è,  c,  d  et  si,  après  les  difTérentiations, 
on  attribue  à  ces  constantes  les  valeurs  o,  1,  1,  o,  on  obtient  des 


(*)  Appkll,  Sur  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  (Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  a*  série,  t.  VI,  p.  3i4;  1882). 

(3)  Darboux,  Sur  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  (Comptes 
rendus,  t.  XCV,  p.  69;  juillet  1882). 
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combinaisons  linéaires  des  trois  expressions  suivantes  : 

\        dx       ày*         dx  dy* 

Ainsi,  lorsqu'on  aura  une  solution  quelconque  de  l'équation 
E(jî,  P'),  on  en  déduira  des  solutions  nouvelles  en  opérant  sur 
cette  solution  au  moyen  des  symboles 

'     d_     y        o_         o_ 

dx       dy*        dx  dy9 

x%  &+**-&  + **+ v* 

Pour  le  cas  de  V équation  (e),  le  dernier  symbole  se  réduit  à 
la  forme  simple 

x*  -  -  -f-  y1  — • 
Ox       J    ôy 

Si  Ton  emploie  la  notion  si  importante  des  transformations 
infinitésimales  due  à  M.  Lie,  on  pourra  dire  que  l'équation 
E(j3,  [S')  admet  trois  transformations  infinitésimales.  Cette  pro- 
priété a  d'ailleurs  été  signalée  par  M.  Lie. 

351.  Proposons-nous  maintenant  d'appliquer  à  l'équation  con- 
sidérée la  méthode  de  Laplace.  Les  valeurs  des  invariants  h  et  k 
ont  été  déjà  données  au  n°  349;  et  Ton  reconnaît  aisément,  en 
commençant  les  calculs,  que  les  invariants  A/  et  À7  de  l'équation 
(E,)  sont  de  la  forme 

Ai  et  B,-  désignant  des  constantes.  Les  formules  (25)  du  n°  331 
nous  donnent  ici 

Ces  relations  de  récurrence  conduisent,   par  un  calcul  facile, 
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aux  valeurs  générales  de  A,-  et  de  B,-;  on  trouve  ainsi 

A/=  l,+  (À-B-rl)l-fA, 

B,  =  **-t-(À  -B-i)ï  +  B, 
ou,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs, 

|A,  =  (i-»-?')(i  +  i-p), 

(20)  )    B/  =  («-r-P'  — I)(*-P). 

Si  aucun  des  nombres  jî,  [3'  n'est  un  entier  réel,  la  suite  de 
Laplace  sera  illimitée  dans  les  deux  sens.  Pour  qu'elle  soit  limitée 
dans  un  sens,  il  suffira  que  l'un  des  nombres  soit  entier.  Par 
exemple,  pour  que  la  suite  soit  limitée  du  côté  des  indices  po- 
sitifs, il  faudra  (n°  333)  que  l'un  des  nombres 

-y.  p-i 

soit  un  entier  positif  ou  nul;  pour  qu'elle  le  soit  du  côté  des  in- 
dices négatifs,  il  faudra  que  l'un  des  nombres 

soit  un  entier  nul  ou  négatif.  La  suite  ne  peut  donc  être  limitée 
dans  les  deux  sens  que  si  les  deux  nombres  (3,  j3'  sont  des  entiers 
de  même  signe,  la  valeur  zéro  n'étant  exclue  pour  aucun  d'eux. 
Dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  s'obtiendra  sans  aucun  signe 
de  quadrature;  c'est  ce.que  l'on  vérifie  aisément  de  la  manière 
suivante. 

352.  Reprenons  l'équation  E([3,  (3'),  écrite  sous  la  forme 

.    d*z         Qfdz        Qàz 

et  difTérentions-la  par  rapport  à  x,  par  exemple.  Elle  devient 

.  à*z  Qld*z        .        Qx   à*z 

Cette  relation  exprime  que  j-  satisfait  à  l'équation  E(jî  +  i,  jï'). 
Si  nous  employons  la  notation  proposée  au  n°  345,  nous  aurons 
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done 

(„>  i*llï)-w  +  un 

et  l'on  trouverait  de  même 

L'emploi  répété  de  ces  deux  formules  conduit  à  la  suivante 

t)m+n  7  (  3    ft'  ) 

qui  les  contient  toutes  les  deux.  Nous  allons  déduire  les  consé- 
quences de  ces  diverses  relations;  mais,  auparavant,  il  est  indis- 
pensable de  présenter  les  remarques  suivantes. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  la  formule  (21);  elle  nous 

apprend  que,  si  z  est  une  solution  de  F  équation  E(Jî,  {3'),  ~  sera 

une  solution  de  l'équation  E({3  -+- 1,  j3').  Mais  on  n'a  pas  le  droit 
de  conclure  qu'en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  x  de 
toutes  les  solutions  de  l'équation  E([î,  p'),  on  aura  toutes  les  solu- 
tions de  l'équation  E(P  4-  1,  P')-  P°ur  décider  ce  point  essentiel, 
il  suffira  évidemment  de  chercher  si,  étant  donnée  une  solution  zx 
de  l'équation  E(P  -f-  1,  p'),  on  peut  toujours  en  déduire  une  solu- 
tion z  de  E(fl,  p')  par  la  formule 

èz 

Portons  cette  valeur  de  ^  dans  l'équation  E(j3,  $'),  elle  prendra 
la  forme 

et  elle  fournira  -^  tant  que  P  ne  sera  pas  nul.  On  aura 

el,  par  suite 
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Le  second  membre  est  une  différentielle  exacte,  en  vertu  de 
l'équation  E(j3  4-1,  [3')  à  laquelle  satisfait  zt.  En  l'intégrant,  on  en 
déduira  la  valeur  de  z. 

Ainsi,  tant  que  $  sera  différent  de  zéro,  la  formule  (21),  ap- 
pliquée aux  différentes  solutions  de  E([3,  (3'),  donnera  toutes 
les  solutions  de  E(j3-f-i,  3')î  et,  par  conséquent,  V intégrale 
générale  de  cette  dernière  équation  pourra  se  déduire  de  celle 

rf«E(p,p')- 

11  est  aisé  de  reconnaître  que,  si  (3  est  nul,  la  proposition  cesse 
d'être  exacte;  car  la  valeur  générale  de  z  est  alors 


Z(o,  ?')==  JX(y  —  x)-Pdx-i-  Y, 


et  la  dérivation  par  rapport  à  x  élimine  la  fonction  arbitraire  Y. 
La  proposition  que  nous  avons  établie  s'étend  naturellement  à 
la  formule  (22),  par  l'échange  de  x  et  de  y\  et,  par  suite,  elle 
nous  conduit,  relativement  à  l'équation  générale  (23),  à  la  con- 
clusion suivante  : 

La  formule  (23)  permet  de  déduire  l'intégrale  générale  de 
V équation  E([3-j-/?i,  [3'  -{- n)  de  celle  de  V équation  E(j3,  t3') 
toutes  les  fois  qu'aucun  des  nombres 


?. 

?-->,  . 

. . ,     p  -+•  m  —  1 , 

?'. 

P-r-h      • 

..,    p'-t-zi-i 

n'est  égal  à  zéro. 

353.   Faisons,  en  particulier,  [3  =  1 ,  J3'  =  1  et  remplaçons  ni,  n 
par  m  —  1 ,  n  —  1 .  La  formule  (23)  nous  donnera 

et  il   suffira  de  remplacer  Z (  1 , 1  )  par  sa  valeur  la  plus  générale 
pour  obtenir  l'intégrale  générale  deE(m,  n).  Or  l'équation  E(i,i) 

,    à*z  àz       dz 

J  '  0  x  ôy       àx       dy 

s'intègre  immédiatement  et  nous  donne 

*(*-/)  =  X- Y, 
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X  désignant  une  fonction  de  x  et  Y  une  fonction  de  y.  On  aura 
donc,  pour  l'intégrale  générale  de  E(/n,  /i),  la  formule  élégante 

ï    )  7.(m.n)= -- ,  (  —    —     • 

Le  développement  du  second  membre  donnera  une  expression 
de  rang  m  par  rapport  à  x  et  de  rang  n  par  rapport  à  y,  ce  qui  est 
conforme  à  la  théorie  développée  dans  le  Chapitre  précédent. 

Supposons  maintenant  que  (3  et  (3;  soient  des  entiers  négatifs  : 
si  nous  faisons  usage  de  la  formule  (6)  démontrée  au  n°  345,  nous 
pourrons  donner  à  l'équation  (23)  la  forme  nouvelle 

v         "  '  v        r  »         ,  ùxmùyn  \_{x— y )$+■$-*  \ 

ou,  en  remplaçant  (3,  [3',  iw,  /i  respectivement  par  i  —  (3',  ï  — [3,  /*,  /;?, 

(.5)     KS-.f-^d-,).*^^  [(x-y')«-U]- 

Si  l'on  fait  dans  cette  équation  jî  =  J3'  =  o,  on  est  conduit  à  la 
formule 

Am+n 


(a6>  Z(  —  m,    -  n)  =  (.r  —  ry«-f-iM 


c)j?"  c)j"' 


qui  donne  l'intégrale  générale  de  l'équation  E( —  /;?,  — n). 

On  peut  enfin  obtenir  l'intégrale  générale  lorsque  la  suite  de 
Laplace  est  limitée  d'un  seul  côté,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que 
l'un  des  nombres  (3,  J3'  est  entier.  Supposons,  par  exemple,  J3  égal 
à  un  entier  positif  m.  On  aura 

Am- 1 

L'équation  E(i,  [3')  ayant  son  invariant  h  égal  à  zéro,  on  déter- 
minera sans  difficulté  son  intégrale  générale  Z(i ,  (3').  En  la  substi- 
tuant dans  la  formule  précédente,  on  trouvera 

(a7)         Z(m,?0=^Sij(^-rH'[X  >-fv(x-y)P-idy)\. 

D'après  la  remarque  développée  plus  haut  (n°  352),  il  serait 
impossible  de  faire  dériver  cette  intégrale  générale  de  celle  de 
l'équation  E(o,  £'). 

D.  -  II.  5 
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354.  Lorsque  aucun  des  nombres  [3,  [3'  n'est  un  entier  réel,  la 
méthode  de  Laplace  associe  à  l'équation  proposée  une  suite  d'é- 
quations qui  est  illimitée  dans  les  deux  sens.  Il  faut  alors,  pour 
obtenir  l'intégrale  générale,  employer  des  méthodes  spéciales  que 
nous  allons  maintenant  développer. 

Remarquons  d'abord  que  les  formules  générales  (21)  et  (22), 
qui,  dans  le  cas  actuel,  ne  sont  plus  sujettes  à  la  difficulté  signalée 
au  n°  352,  permettent  de  ramener  l'intégration  de  l'équation 
E(J3,  J3')  à  celle  de  l'une  quelconque  des  équations 

•K(3±m,  p'r   n\ 

où  m  et  n  sont  deux  entiers  quelconques.  En  disposant  convena- 
blement de  ces  entiers,  on  ramènera  (3  et  (3',  ou  leurs  parties 
réelles  si  ces  quantités  sont  imaginaires,  à  être  comprises  entre  o 
et  1 .  Nous  pourrons  donc  nous  contenter,  dans  la  suite,  de  traiter 
les  équations  pour  lesquelles  les  parties  réelles  de  (3  et  {3'  sont 
positives  et  inférieures  à  l'unité. 

Poisson  a  donné  ( ,  ),  pour  le  cas  où  (3  et  [3'  sont  égaux,  une 
forme  générale  de  l'intégrale,  qui  contient  deux  fonctions  arbi- 
traires sous  des  signes  d'intégration  définie;  et  M.  Appell,  dans 
la  Note  déjà  citée,  a  étendu  cette  formule  de  Poisson  au  cas  où  j3 
et  P'  sont  quelconques.  Voici  comment  on  est  conduit  à  ces  ré- 
sultats : 

Nous  avons  déjà  remarqué  au  n°  318  que  l'expression 

\l(jr  —  a)-ï(y  —  «)-?' 

est,  pour  toutes  les  valeurs  des  constantes  H,  a,  une  solution  par- 
ticulière de  l'équation  E((3,  [3').  Il  suit  de  là  que  l'intégrale 
définie 

!     q(u)(jt—u)  ?(y  ~  u)-$'  du, 

prise  entre  deux  limites  constantes  À,  B,  sera  encore  une  solution; 
car  l'équation  E([3,  j3')  est  linéaire,  et  l'intégrale  définie  précé- 


(')  Poisson,  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  {Journal  de  l'École  Polytechnique,   t.   XH,  XIXe  Cahier,   p.  ai5; 
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dénie  peut  être  considérée  comme  une  somme  de  solutions  par- 
ticulières. 

Nous  obtenons  ainsi  une  solution  qui  est  assez  générale  puis- 
qu'il y  figure  une  fonction  arbitraire  sous  le  signe  de  quadrature. 
Le  raisonnement  par  lequel  nous  établissons  qu'elle  satisfait  à  l'é- 
quation cesserait  d'être  applicable  si  Tune  des  limites  constantes 
A,  B  entre  lesquelles  elle  est  prise  était  remplacée  par  une  fonc- 
tion de  x  et  de  y.  Le  résultat  subsiste  cependant,  et  l'intégrale 
définie  ne  cesse  pas  de  satisfaire  à  l'équation,  si  l'on  substitue  à 
une  de  ces  limites. A,  B,  soit  x,  soit  r.  Voici  comment  on  peut  le 
reconnaître  a  priori. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ^  et  £'  soient  des  nombres 
réels  et  impairs,  c'est-à-dire  que,  réduits  à  leur  plus  simple  ex- 
pression, ils  soient  de  la  forme  ^ •  Admettons  que  les  limites 

constantes  A,  B  comprennent  x  dans  leur  intervalle  et  que  y  soit 
supérieur  à  la  plus  grande.  Décomposons  l'intégrale  prise  de  A  à 
B  en  deux  parties,  l'une  prise  de  A  à  x,  l'autre  de  x  à  B.  L'une  de 
ces  parties  sera  réelle,  l'autre  imaginaire;  elles  devront  donc, 
prises  séparément,  vérifier  l'une  et  l'autre  l'équation  proposée. 
C'est  ce  que  nous  confirmerons  tout  à  l'heure  par  un  calcul  direct 
où  nous  prendrons  les  précautions  nécessaires  pour  calculer  les 
dérivées  de  l'intégrale  définie. 

Nous  adopterons  dans  la  suite  les  limites  y  et  x,  ce  qui 
donnera 

y(u)(u  —  x)-$(y  —  u)-P  du. 


r 


A  ce  premier  terme  on  peut  ajouter  le  suivant. 
Nous  avons  vu  au  n°  3io  que 

<7  — -r;i-M'Z(i— ?',  I-?) 

est  toujours  une  solution  de  l'équation  K(j3,  j3').  Si  l'on  prend 
pour  Z(i. —  {3',  1  —  ,3)  la  valeur 

f  ty(u)(u  —  .r)P'-'(jK-  w)?-'  du, 
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on  trouvera  la  nouvelle  solution 

de  l'équation  proposée.  En  réunissant  les  deux  termes  ainsi  ob- 
tenus, on  aura  pour  Z((3,  j3')  la  formule  générale 


(28; 


x 


qui  contient  deux  fonctions  arbitraires  distinctes. 

Pour  vérifier  que  cette  intégrale  satisfait  effectivement  à  l'équa- 
tion proposée,  il  suffira  de  la  transformer  comme  il  suit. 

Posons 

u  —  x(\  —  t)-hytt 

l'intégrale  prendra  la  forme 

*  *  0 

où  les  limites  variables  des  quadratures  sont  remplacées  par  les 
constantes  o  et  1.  On  peut  maintenant  calculer  sans  difficulté  les 
dérivées  successives  de  z  et  les  substituer  dans  l'équation  pro- 
posée; on  reconnaîtra  que  cette  équation  est  vérifiée.  Il  est  permis, 
d'après  les  remarques  précédentes,  de  se  contenter  de  vérifier  un 
seul  des  deux  termes.  Si  nous  nous  bornons  au  second,  nous 
trouverons,  pour  le  résultat  de  la  substitution, 

43  et  jî'  étant  positifs,  ce  résultat  est  évidemment  nul. 
335.  Dans  le  cas  exceptionnel  où  Ton  a 

les  deux  termes  de  l'intégrale  se  ramènent  l'un  à  l'autre,  et  la  va- 
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leur  de  Z([î,  è3')  se  réduit  à  la  suivante 


<3o) 


qui  ne  contient  en  réalité  qu'une  seule  fonction  arbitraire  <p  -h  i. 

Pour  conserver  les  deux  fonctions  arbitraires,  on  opérera  de  la 
manière  suivante. 

Posons 

P-+-  P'  — 1  =  «,        p'=i  — p-ht, 

et  remplaçons  'f  et  ^  respectivement  par  -*-  —  7»  7  4- 7;  puis  déve- 
loppons Z((3,  (3')  en  conservant  seulement  les  termes  qui  ne  s'an- 
nulent pas  pour  s  =  o.  On  obtient  ainsi  la  formule 

[   Z(p,î— P)=   f    9[x  +  (jr  —  JT)t]t-Hl-tfl-ldt 
j  «-  0. 


qui  a  été  déjà  donnée  par  Poisson,  dans   le  Mémoire  cité  plus 
haut,  pour  le  cas  spécial  où  l'on  a  [3  =  -• 

356.  La  méthode  par  laquelle  Poisson  a  obtenu  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  E((3,  (3),  ainsi  que  celle  que  nous  avons 
suivie,  laissent  prise  à  des  objections  évidentes.  Bien  que  la  for- 
mule générale  (28)  contienne  deux  fonctions  arbitraires,  rien  ne 
permet  d'affirmer  qu'elle  donnera  toutes  les  intégrales  de  l'équa- 
tion proposée.  Si  l'on  remplace,  par  exemple,  les  limites  x  et  y 
des  deux  intégrales  de  la  formule  par  des  constantes  a  et  by 
n'aura-t-on  pas  des  solutions  nouvelles  distinctes  de  celles  qui 
sont  données  par  la  formule  primitive?  Nous  allons  montrer  dans 
le  Chapitre  suivant  que  l'on  peut  faire  disparaître  toutes  ces  dif- 
ficultés, et  confirmer  la  généralité  de  l'intégrale,  par  l'étude  appro- 
fondie d'une  idée  de  Riemann.  Mais,  en  terminant  ce  Chapitre, 
nous  rappellerons  que  déjà,  dans  un  problème  de  Géométrie,  nous 
avons  rencontré  un  cas  particulier  de  l'équation  E((3,  (3).  Au 
n°  162  [I,  p.  242]  nous  avons  ramené  la  détermination  des  sur- 
faces qui  admettent  pour  représentation  sphérique  de  leurs  lignes 
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de  courbure  un  système  de  coniques  liomofocales  à  l'intégration 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

vr       r  'àpdpt        dp        dpi 

Cette  équation  n'est  autre  que  E  (  —  !  >  —  -  ]  •  Son  intégrale 

générale  se  déduit  de  celle  de  l'équation  E(->  -) ,  qui,  comme 

nous  venons  de  le  rappeler,  a  été  donnée  par  Poisson.  Cette  inté- 
grale est  assez  compliquée;  mais  il  résulte  des  propriétés  que 
nous  avons  données  aux  nos  347  et  348  que  l'on  pourra  obtenir 
un  nombre  illimité  de  solutions  algébriques. 

Si  l'on  choisit,  par  exemple,  la  solution  particulière 

e  =  Av/rp-"/i"H7i-M, 

on  retrouve  les  surfaces  du  second  degré;  si  l'on  prend  la  solution 
encore  plus  simple 

e  =  A+B(P  +  p,), 

on  obtient  la  surface  remarquable  de  quatrième  classe  que  nous 
avons  étudiée  au  n°  159  [I,  p.  235]. 
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CHAPITRE  IV. 

LA   MÉTHODE    DE    RIEMANN. 

Définition  de  l'équation  linéaire  adjointe  à  une  équation  linéaire  donnée.  —  Cas 
particulier  du  second  ordre;  relation  entre  une  intégrale  double  et  une  inté- 
grale curviligne.  —  Méthode  de  Riemann;  détermination  d'une  solution  de 
l'équation  par  les  conditions  aux  limites  auxquelles  elle  est  assujettie.  — 
Double  forme  de  l'intégrale  générale.  —  La  fonction  u(x,  y;  x0,  y0)  peut  être 
définie,  soit  comme  solution  de  l'équation  adjointe,  soit  comme  solution  de  l'é- 
quation proposée.  —  Détermination  effective  de  la  fonction  u  relative  à  l'équa- 
tion E(p,  p').  —  La  formule  de  Poisson,  généralisée  par  M.  Appell,  donne 
effectivement  l'intégrale  générale  de  la  même  équation.  —  Démonstration  géné- 
rale de  l'existence  de  la  fonction  u  sur  laquelle  repose  la  méthode  de  Riemann. 

—  Relation  entre  les  invariants  d'une  équation  linéaire  et  ceux  de  son  adjointe. 

—  Les  suites  de  Laplace  relatives  aux  deux  équations.  —  Quand  l'une  des 
équations  s'intègre  par  l'application  de  la  méthode  de  Laplace,  il  en  est  de 
même  de  l'autre. 


357.  Étant  donnée  une  expression  différentielle 

contenant  une  variable  x,  une  fonction   y  de  x  et  ses  dérivées 
jusqu'à  Tordre  n,  on  sait  que  l'équation 

W  ày       dx\ày)*"dx*\àf)  ° 


exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fonction 
$  soit  la  dérivée  d'une  autre  fonction  <j/  contenant,  en  même  temps 
que  la  variable  indépendante  x,  la  fonction  y  et  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées.  De  même,  si  l'on  considère  une  expression 

...  /  àz     àz     à*z       à*z      d*s  \ 

(3)  ?(*•,**,  fi?  ty'  dx*'  àx'ày'  dP'   "•)' 

contenant  deux  variables  indépendantes,  une  fonction  z  de  ces 
variables  et  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  un  ordre  quelconque  /?, 
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l'équation 


<i) 


do 

ôz  " 

d    /    do   \         d    /   do   \          d*    /    do 
âxl    .dz)       Oyl    Aôz)    '    0x*{    ,d*z 
VHJ             VTy)              \>J* 

exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  »  puisse 
prendre  la  forme 

àM       ON 

(5)  _  +  _, 

7  dx        Oy 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  .r,  de  j',  de  z  et  de  ses  dérivées 
partielles  jusqu'à  un  ordre  que  l'on  peut  toujours  réduire  à  n  ou 
à  n  —  i . 

D'après  cela,  considérons  une  équation  linéaire  quelconque 
d'ordre  n 

Si  Ton  multiplie  le  premier  membre  par  une  indéterminée  u  et 
si  l'on  écrit  ensuite  que  la  condition  (4)  est  vérifiée,  on  aura 
l'équation  linéaire 

qui  définira  u..  Nous  dirons  que  cette  équation  est  ^adjointe  de 
la  proposée,  pour  rappeler  l'analogie  qu'elle  présente  avec  l'équa- 
tion toute  semblable  considérée  par  Lagrange  dans  le  cas  d'une 
seule  variable  indépendante. 

Quelles  que  soient  les  fonctions  z  et  «,  une  suite  d'intégrations 
par  parties  conduit  facilement  à  l'identité 

/  o      -        dx        Oy 

où  M  et  N  ont  les  valeurs  suivantes 

,à(Ani<)   , 


/  ..        .  .         dz  d(\iou)       i  4         dz       \ 


z  - 


dy 

<7)  )  v       .  dz  d(\oiu)       i  A        dz       i     d(Xuu) 

f  N  =  \0lzu  +  \0iu- z  -^-r  — ■  -t-  -An  m- z — 

\  u  u       Oy  dy  9.  Ox       i  dx 
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et  dépendent  de  z,  de  u  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  Tordre  n  —  i. 
Il  importe  toutefois  de  remarquer  que  les  expressions  de  M  et  de 
N  ne  sont  pas  complètement  déterminées.  Le  second  membre  de 
Tidentité  (6)  ne  change  pas,  en  effet,  si  Ton  remplace  M  et  N 
respectivement  par 

M  -i-  -- ,      A  —    —  , 
Oy  Ox 

et  l'on  pourra  prendre  pour  6  une  fonction  linéaire  de  z,  de  u  et 
de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  2,  sans  changer  la  forme 
générale  des  valeurs  de  M  et  de  N. 

On  déduira  facilement  de  l'identité  (6)  que  la  relation  entre  les 
deux  équations  en  z  et  en  u  est  réciproque,  c'est-à-dire  que  cha- 
cune de  ces  équations  est  l'adjointe  de  Vautre.  Mais  nous 
omettrons  ici  le  raisonnement  très  simple  par  lequel  on  est  con- 
duit à  ce  résultat  essentiel,  parce  que  nous  aurons  à  le  présenter 
sans  modification,  au  Chapitre  suivant,  dans  l'étude  de  l'équation 
adjointe  de  Là'grange;  nous  insisterons,  Tau  contraire,  sur  la  con- 
séquence suivante,  qui  joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  ('). 


(')   Pour  établir  l'identité  (6)  dans  toute  sa  généralité,  on  peut  employer   le 
calcul  élémentaire  suivant  : 
On  sait  que  l'expression 

<Yv       ,       v.    &  u 

u (    -  i)'v>— - 

Ox  Ox' 

est   la   dérivée  exacte*  d'une  fonction  de  u,  de  v  et  de   leurs  dérivées  jusqu'à 
l'ordre  î  — 1,  dont  nous   omettrons,   pour   abréger,  l'expression    développée.   Si 

l'on   remplace   v  par  -r~rky  on  aura  donc 

tY**v  _     .à^v  rYji^       0P_ 

ôx-  0yk  Oy  •  ox1  ~    Ox  ' 

1*  contenant  les  dérivées  de  u  et  de  v  jusqu'à  l'ordre  1  +  /,— 1.  Changeons  dan* 
••ette  équation  u  en  v,  x  en  y,  i  en  k  ;  nous  aurons 

*  Ox'Oy*       ^     *'   Ox1   0yk  "  Oy' 
et  la  combinaison  de  ces  deux  équations  nous  donnera  l'identité  plus  générale 


d^kv    _  k  .  jY*u_       r)P  dQ 

Ox'  0yk       K     })      V  0x>  0yk  ~~  Ox  "  K     1}      Oy' 
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Considérons  l'intégrale  double 

étendue  à  une  aire  plane  (A)  que  nous  supposerons  simplement 
connexe  et  limitée  par  un  contour  (S);  cette  intégrale  double  aura 
la  même  valeur  que  l'intégrale  simple 

f(Mdy-Ndx), 

étendue  à  tout  le  contour  (S)  parcouru  dans  le  sens  direct.  On 
aura  donc  l'équation 

(A)  (S( 

(8)  j%J*[u$(z)-z(j(u)]dxdy=f     (Mdy-Xdx), 

qui  est  tout  à  fait  équivalente  à  l'identité  (6).  On  reconnaît  ici 
que  l'indétermination  signalée  plus  haut  pour  les  valeurs  de  M  et 
de  N  n'a  plus  aucun  effet  sur  l'équation  précédente;  car,  si  l'on 

remplace  M  et  N  par  leurs  valeurs  les  plus  générales  M-f-T-;» 
N  —  y-  y  le  second  membre  s'accroît  de  l'intégrale 


/ 


,(S) 


qui  est  évidemment  nulle  toutes  les  fois  que  6  est  une  fonction 
uniforme  et  finie  à  l'intérieur  de  l'aire  (A). 


P  et  Q  contenant  les  dérivées  de  u  et  de  v  jusqu'à  l'ordre  i'  +  â-i.  Or  on  a 

«  * <•,_.«<.,_  22  [.».  j££  -<-«-  q^]. 

et  il  suffît  de  faire  usage  de  l'identité  (a),  où  Ton  remplacera  u  par  Aiku  et  v  par 
zf  pour  reconnaître  que  le  terme  général  du  second  membre,  et  par  suite  le  se- 
cond membre  tout  entier,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dM       d»\ 
dx        dy 

où  M  et  N  contiennent  les  dérivées  de  z  et  de  u  jusqu'à  l'ordre  n  —  i. 
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358.  L'équation  adjointe  à  une  équation  linéaire  donnée  s'est 
présentée  pour  la  première  fois  dans  un  Mémoire  de  Riemann 
relatif  à  la  propagation  du  Son  (*).  M.  P.  du  Bois-Reymond,  qui 
déjà  dans  un  Ouvrage  (2)  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles, 
avait,  à  juste  titre,  appelé  l'attention  des  géomètres  sur  le  Mé- 
moire de  Riemann,  est  depuis  revenu  sur  ce  sujet  dans  un  court 
article  publié  à  Tubingue  (3).  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  traite- 
rons seulement  de  l'équation 

ô*z  dz        Lôz 

w  ôœôy  ôx  ày 

déjà  étudiée  dans  les  Chapitres  précédents;  nous  donnerons  les 
résultats  de  Riemann  et  nous  indiquerons  les  conséquences  que 
l'on  peut  en  déduire.  On  a  alors 


(10) 


âxdy          ôx 

7    d* 

6-r-   -h  CZ, 

n.    .         ô*u            du 
°      J       ôxôy          ôx 

1 à"     l 

ôa 
ôx 

UL                                 \    l      ÔZ 

*\    ôy 

Ôll\ 

N  =  buz-^  -(  u-î- 

2  \      ÔX 

Ôl<      V 

~Zôx)' 

ôb\ 


Voici  l'usage  que  Riemann  fait  de  l'équation  (8). 

Supposons  que  l'on  ait  pris  pour  z  et  pour  u  respectivement 
des  intégrales  quelconques  de  l'équation  proposée  et  de  son  ad- 
jointe. On  aura 

et  le  premier  membre  de  l'équation  (8)  sera  toujours  nul.  Cette 


(')  Riemann,  Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher 
Schwingungsweite  (Abhandlungen  der  K.  Gesellschafl  der  Wissenschaften  zu 
Gôttingen,  t.  VIII,  1860,  et  Gesammelte  Werke,  p.  i45). 

(J)  P.  du  Bois-Reymond,  Beitràge  zur  Interprétation  der  partiel  le  n  Diffe- 
rentialgleichungen  mit  drei  Variabeln,  p.  a5o.  Leipzig,  1864. 

(•)  P.  du  Bois-Reymond,  Ueber  ein  in  der  Théorie  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  au/tretendes  woUtàndiges  Differential.  {Mathema- 
tisch-naturwissenschaftliche  Mitteilungen  herausgegeben  von  D*  O.  Boklen. 
Tubingue,  t.  ï,  p.  34;  i883.) 
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équation  nous  donnera  donc 

„(Sl 

00 


/       (M  dy  -  K  dx)  =  o. 


Soit  A  un  point  quelconque  du  plan  (Jig*  a5)  et  B'O  une 
courbe  tracée  arbitrairement  dans  ce  plan.  Menons  par  A  des 
droites  AB  et  AC  parallèles  aux  axes  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
courbe,  et  supposons  que  les  intégrales  z,  u,  aussi  bien  que  les 

Fi g.  a5 


coefficients  de  l'équation  proposée  et  leurs  dérivées,  soient  finies 
et  continues  à  l'intérieur  de  Taire  ABC.  On  pourra  appliquer 
l'équation  (n)  au  contour  AGBA,  ce  qui  donnera 

(12)  f  Mdy^  f  (Mdy-   Ndx)—  f  N  dx  =  o. 

Si  l'on  se  reporte  aux  valeurs  de  M  et  de  N,  on  peut  écrire 

Si  donc  on  désigne,  d'une  manière  générale,  par  cpp  la  valeur 
d'une  fonction  cp  au  point  P,  on  aura 


/ 


N<fc?  = 


(uz)b  —  (uz)x 


-/•(£-»)*• 
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Si  l'on  porte  ces  valeurs  des  deux  intégrales  dans  l'équation 
précédente  (12),  on  aura 


(uz)x  = !     (Mdy  —  Ndx) 

2  «-  B 

-/*  (s  - èw)  *  -jf  *  (I  ~ au) dj- 


Étudions  les  différents  termes  du  second  membre. 

Imaginons  que  Ton  se  propose,  avec  Riemann,  de  déterminer 
la  solution  z  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  proposée,  qui 
prend  des  valeurs  données,  ainsi  que  l'une  de  ses  deux  dérivées, 
pour  tous  les  points  de  la  courbe  B'C.  L'équation 

dz  =  -r-  dx  -h  -r^-  dy, 

appliquée  à  un  déplacement  suivant  cette  courbe,  détermine  évi- 
demment celle  des  deux  dérivées  premières  qui  n'est  pas  donnée 
a  priori;  nous  pouvons  donc  considérer  les  deux  dérivées  de  z 
comme  connues  en  chaque  point  de  la  courbe  B'C7.  Il  suit  de  là 
que,  si  l'on  a  choisi  la  solution  u  de  l'équation  adjointe,  les  trois 
termes 

(u*)B,     {uz)c7      f  (Mdy-Ndx), 

^B 

qui  entrent  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i3),  sont  parfai- 
tement connus  et  dépendent  seulement  des  conditions  aux  limites 
données  pour  z.  Si  donc  on  pouvait  calculer  les  deux  dernières 
intégrales  qui  figurent  dans  ce  second  membre,  on  connaîtrait 
£A,  c'est-à-dire  la  valeur  de  z  en  un  point  quelconque  du  plan. 
Or  ces  deux  intégrales  dépendent  en  général  des  valeurs,  tout 
à  fait  inconnues,  que  prend  la  solution  cherchée  z  sur  les 
segments  rectilignes  AB  et  AG.  Pour  que  ces  valeurs  n'inter- 
viennent pas,  il  est  nécessaire  que  la  solution  u  ait  été  choisie  de 
telle  manière  que  l'on  ait 

—  —  bu  =  o,         en  tous  les  points  de  AB, 
ox 

du  .  .         .      .  „ 

■- au  =  o,        en  tous  les  points  de  AG. 
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Si  ces  deux  conditions  peuvent  être  remplies,  l'équation  fonda- 
mentale (i3)  se  réduira  à  la  suivante 

„  5 ,  (U3)X  =  <J'_V±r-l^  _  f\  N  rfr-  M  dy). 

qui  déterminera  la  valeur  de  z  pour  un  point  quelconque  A  du 
plan,  en  fonction  seulement  des  conditions  aux  limites. 

Ainsi,  pour  obtenir  V intégrale  générale  de  l'équation  sous 
sa  forme  la  plus  appropriée  aux  problèmes  de  la  Physique 
mathématique,  il  suffit  de  déterminer  une  solution  u  de  V équa- 
tion adjointe  satisfaisant  aux  deux  conditions  que  nous  venons 
d'énoncer. 

Ces  conditions  peuvent  être  transformées  de  la  manière  sui- 
vante. 

On  doit  avoir 

du 

^-*"  =  °> 

en  tous  les  points  de  AB;  x  variant  seule  sur  ce  segment,  on  peut 
intégrer  l'équation  précédente,  ce  qui  donne 

um  =  uAe%A 

pour  tous  les  points  M  compris  entre  A  et  B.  De  même,  la  seconde 
condition  peut  être  remplacée  par  la  suivante 


i#M  =  u.e 


-*   A 


pour  tous  les  points  M  situés  sur  le  segment  AG. 

On  peut  toujours  réduire  la  constante  uk  à  l'unité,  de  sorte 
que,  si  l'on  désigne  par  x0,  y0  les  coordonnées  de  A,  par  x,  y 
celles  d'un  point  quelconque,  la  question  est  ramenée  à  déter- 
miner une  solution 

de  l'équation  adjointe,  dépendante  de  deux  paramètres  #0,  y*, 
se  réduisant  à  l'unité  pour  x  =  x09  y=y„  prenant  la  valeur 

I      hdx  !      a  tl y 

ey  •»■•        pour  y  =y0^  et  la  valeur  e  ■>•        pour  x  =  x0. 
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Tel  est  le  résultat  fondamental  établi  par  Riemann.  Le  grand 
géomètre  a  pu  déterminer  la  fonction  u  pour  l'équation  qu'il  avait 
à  traiter  et  qui  n'est  autre  que  l'équation  E({3,  (3).  Nous  allons 
voir  que  la  détermination  de  cette  fonction  peut  aussi  être  faite 
pour  l'équation  plus  générale  E((3,  fî');  mais,  auparavant,  nous 
allons,  en  restant  dans  la  théorie  générale,  ajouter  une  remarque 
essentielle  aux  résultats  que  nous  venons  d'exposer. 

359.   Supposons  que  la  ligne  primitive  BG  se  réduise  aux  deux 

Fig.  a6. 


C  C 


parallèles  aux  axes  B;D  et  DO  et  soient  xi9  ys  les  coordonnées  du 
point  D.  On  aura  ici 

(i5)  /     (N<£r-M<(r)=  /     Ndx—l     Mdy. 

Je  «-'c  ^D 

D'ailleurs  on  peut  écrire 

X  N,to-i  [ï("E-ss)-H'£* 

et,  parconséquent, 


On  aura  de  même 


-j  Mdy  = 


(H3)b-(M3)d 


-IXI-H^- 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  des  deux  intégrales  dans  les  équa- 


8o 

1 

LIVRE 

IV 

.  —   CHAI» 

'.    IV. 

lions 

(.5) 

et  (i/{), 

on  aura 

(16) 

Z\  — 

:(UZ)D- 

r 

(dz 

U  (  — 
\Ox 

-*- 

bz\dx- 

r 

Cette  formule  s'applique  à  toute  solution  z  de  l'équation  proposée. 
Elle  offre  la  plus  grande  analogie  avec  l'équation  générale  (i4)« 
mais  elle  s'en  distingue  par  une  propriété  essentielle.  On  recon- 
naît en  effet  immédiatement  qu'il  n'est  plus  nécessaire  maintenant 
de  donner  Tune  des  dérivées  de  z  sur  le  contour  C'DB'.  La  con- 
naissance seule  des  valeurs  de  la  solution  cherchée  sur  les  droites 
CD  et  DB'  permet  de  calculer  les  deux  intégrales  que  contient  la 
formule  précédente  et  d'obtenir  la  valeur  de  cette  solution.  Il  faut 
chercher  l'origine  de  ce  résultat  si  intéressant  dans  cette  circon- 
stance que  le  contour  nouveau  est  formé  avec  les  caractéristiques 
de  l'équation  linéaire  proposée. 

Supposons  maintenant  que  l'on  prenne  pour  z  cette  solution 
particulière 

*(•*■*,>';  ^i>vi) 

de  l'équation  proposée  qui  se  détermine  par  des  conditions  toutes 
pareilles  à  celles  que  nous  avons  indiquées  pour  u(x,  y;  j0,j0) 
considérée  comme  solution  de  l'équation  adjointe.  Comme  il  faut 
changer  le  signe  des  coefficients  a  et  b  quand  on  passe  de  l'une 
des  équations  à  l'autre,  on  voit  que  cette  solution  devra  se  ré- 
duire 


pour    y—y 


—  f    bttx 
•*  I 


pour     x  =  Xi     à e    y* 


et,  par  suite,  ù  i 


pour    x  =  xu       y  =  y\. 


On  aura  donc 


dx 

dz 

i-az  — 

i         pour  le  point  D 


,   bz  =  o         en  tous  les  points  de  CD. 
dx  r 


r-  az  —  o         en  tous  les  points  de  BD, 

dy 
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Par  conséquent,  la  formule  (16)  se  réduira  ici  à  la  relation 
c'est-à-dire 

*(^o,  yo  ;  *t .  y\  )  =  w(*i>  y\  ;  *o>  yo  )• 

Cette  égalité  contient  la  proposition  suivante. 

La  solution  u(x, y)  x0j  y0)  de  l'équation  adjointe  que  nous 
avons  définie  précédemment  peut  être  considérée  comme  fonction 
des  paramètres  x0j  y0;  elle  est  alors  une  solution  de  l'équation 
primitive  (où  l'on  aurait  remplacé  ,r,  y  par  xQ9  y0)  et  possède, 
par  rapport  à  cette  équation  et  aux  variables  x0,  yQ,  les  propriétés 
par  lesquelles  elle  a  été  définie  comme  fonction  des  variables  x,  y 
et  solution  de  l'équation  adjointe.  En  d'autres  termes,  la  définition 
de  u  ne  change  pas  si  l'on  échange  l'équation  linéaire  et  son 
adjointe  à  la  condition  d'échanger  les  deux  systèmes  de  variables 
x,  yelx0,  y0. 

Il  suit  de  là  que  la  détermination  de  cette  fonction 

u(x,y;  a?0,  y0) 

permettra  d'intégrer  aussi  l'équation  adjointe  par  une  formule 
analogue  à  celle  qui  a  été  donnée  plus  haut  :  l'intégration  des 
deux  équations  linéaires,  la  proposée  et  son  adjointe,  se  ra- 
mène donc  à  un  seul  et  même  problème,  la  détermination  de 
la  fonction  u(x,  y;  x09  y0)>  Cette  fonction  peut  être  pleine- 
ment définie,  soit  comme  solution  de  V équation  proposée,  soit 
comme  solution  de  V équation  adjointe,  par  les  conditions  aux 
limites  auxquelles  elle  est  assujettie. 

360.  Appliquons  cette  proposition  générale  à  l'équation 
E(p,  P')  et  proposons-nous  de  définir  la  fonction  u(x,  y;  x09y0) 
relative  à  cette  équation,  en  la  considérant  comme  une  solution  de 
l'équation  adjointe  assujettie  aux  conditions  que  nous  avons  in- 
diquées. L'équation  adjointe  est  alors 

d*u     ,        y       du  __       p       du ftH-ft'        _ 

dxdy  ^~  x  —  y  dx       x  —  y  dy       {x  —  y)1     ~~" 

Pour  faire  disparaître  le  dernier  terme,  il  suffit  de  poser 

(18)  u  =  (*-y)Wv, 

D.-II.  6 
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et  Ton  obtient  l'équation 

,      .  d«t>  3      dv  B'       àv 

(lu)  -  — 5 !-—    -T-  H S- r-   =  O, 

v  u  '  dxdy       x  —  y  ox       x  —  y  oy 

dont  une  solution  quelconque  se  représentera,  suivant  la  notation 
du  n°  345,  par  Z(|3',  (3).  On  aura  donc 

a  =  (*-.r)P+P'Z(PfiP). 

Parmi  les  solutions  particulières  Z,  il  en  est  d'assez  générales  que 
l'on  peut  faire  dériver  de  celles  qui  sont  homogènes. 
Nous  avons  vu  au  n°  347  que 


^(-X^i-p-X.j) 


est  une  solution  de  l'équation  E(fi,  {3').  Si  Ton  échange  fi  et  Ji', 
l'expression 

<,  =  .rXF(-X,p,  i-jî'-X,  Çj 

sera  une  solution  particulière  de  l'équation  (19);  elle  ne  contient 
qu'une  constante  \;  mais  la  proposition  du  n°  349  permet  d'en 
introduire  deux  nouvelles.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  l'on  peut 
effectuer  sur  les  variables  x  et  y  la  substitution  linéaire 

*•  —  .ro  I    y  —  y  a 


x  —  Xq  I     y  —  x0 

à  la  condition  de  multiplier  par  un  facteur,  qui  sera  ici 

(X—  T0)-P'(j  —  *\>)-P- 

En  effectuant  cette  double  opération,  on  obtient  la  solution  plus 
générale 

»  =  ( Jo-  *)*(*  -  *o)-P'-Mj  -  *••)-?  F(-  X,  3,  1-  p'-  X,  <r), 
où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

Il  suffit  de  multiplier  par  (y  —  #)P+P'  pour  obtenir  enfin  la 
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valeur  suivante  de  u 


(21) 


j  x  (jr  —  *)P+Pr(r  —  *o)"P  F(—  X,  p,  I—  P'—  X,  c»), 


qui  va  nous  conduire  au  résultat  cherché. 

Nous   nous  proposons,  en  effet,   de  déterminer  une  solution 
particulière  u  de  l'équation  adjointe,  se  réduisant  pour  x  =  x0  à 

f  ady      ...                         /  y  —  -ffoXP' 
l'intégrale  e  ?•        qui  a  ici  pour  valeur  (  ^ )    ,  et  se  rédui- 

sant  de  même  à  /  yo-~x  \    p0ur  y  —  yQt  Or  si,  dans  l'expression 

précédente  de  u,  on  fait  x  =  x0,  <r  s'annule;  la  série  F  se  réduit  à 
l'unité,  mais  il  reste  le  facteur  (x0 —  x)~^~P  qui  annule  la  fonc- 
tion u  ou  la  rend  infinie,  à  moins  que  l'on  n'ait 

Adoptons  cette  valeur  de  X,  u  prendra  la  valeur 

(m)         «  =  (/o-x)-P'(/-^P'(7-io)-PF(?,  P',ï,0; 
si"  l'on  fait  x  =  x09  on  aura 

si  l'on  fait  de  même  y  =  y0,  on  aura 

/  .Vn  —  *  \P 

a  =  o,        a=  (- )  ; 

\7o  — ^0/ 

par  conséquent,  la  valeur  (22)  rfe  m  sera  la  solution  cherchée. 
Ainsi,  appliquée  à  l'équation  E((3,  p'),  la  méthode  de  Riemann 
réussit  pleinement  et  permet  de  déterminer  les  intégrales  de 
l'équation  par  les  conditions  aux  limites  les  plus  générales.  II  suf- 
fira de  porter  la  valeur  précédente  de  u  dans  l'une  ou  l'autre  des 
équations  (i4)  ou  (16)  pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion. Si  Ton  emploie,  par  exemple,  la  formule  (16),  la  valeur  de  z 
se  présentera  sous  la  forme  suivante 

ri  /*?i 

ux,yxf(x)dx-+-  l     uxlt>l(y)<fy\ 
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f  et  <p  désignent  les  deux  fonctions  arbitraires  qui  dépendent  des 
valeurs  aux.  limites  pour  s  et  la  notation  <ï>a}p  indique,  d'une  ma- 
nière générale,  le  résultat  de  la  substitution  de  a,  (â  à  la  place  de 
x  et  de  y  dans  la  fonction  fl>(x,  y). 

361.  H  nous  reste  maintenant  à  établir  un  point  que  nous 
avons  regardé  comme  essentiel  et  à  montrer  que  la  formule  (28) 
[p.  68]  de  Poisson  et  de  M.  Appell  donne  effectivement  toutes  les 
intégrales  de  l'équation  proposée.  Nous  présenterons  d'abord  les 
remarques  suivantes  sur  cette  intégrale. 

L'équation  E(p,  £') 

d*z    __      p'      dz_       __ji_  ds  _ 
dxày       x — y  dx       x — y  ày  ~~ 

a  ses  coefficients  finis  et  continus  tant  que  x  est  différent  dey.  Si 
l'on  trace  {fig*  27)  la  bissectrice  de  l'angle  yox,  on  peut  dire  que 
cette  droite  est  une  ligne  de  discontinuité  pour  l'équation  précé- 
dente, de  sorte  que  les  coefficients  de  l'équation  demeurent  tou- 
jours finis  et  continus  tant  qu'on  reste  d'un  même  côté  par  rapport 
à  cette  droite.  Examinons  ce  que  devient  l'intégrale  de  Poisson 
lorsque^  se  rapproche  de  x. 

Si  l'on  se  reporte  à  la  forme  (29)  [p.  68]  de  cette  intégrale,  le 
premier  terme  du  second  membre  a  pour  partie  principale 

Cette  valeur  approchée  peut  être  regardée  comme  le  premier 
terme  du  développement  suivant  les  puissances  de  {y  —  x),  les 
termes  non  écrits  ayant  des  degrés  supérieurs  d'un  nombre  entier 
à  celui  du  terme  conservé. 

De  même  l'expression  approchée  de  la  seconde  intégrale  de  la 
formule  (29)  [p.  68]  sera 

,K*)jf  V-(.  -op-«  dt  =  %$¥£} +(*). 

Il  résulte  de  là  que,  pour  toute  solution  donnée  par  la  formule 
de  Poisson,  le  développement  suivant  les  puissances  de  y  —  x  se 
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compose  de  deux  séries  de  termes,  les  uns  de  degrés  entiers,  les 
autres  d'un  degré  égal  à  i  —  (3  —  (î'  augmenté  d'un  nombre  entier; 
et,  en  limitant  le  développement  au  premier  terme  de  chacune 
des  deux  séries,  on  aura  pour  l'intégrale  l'expression  approchée 

Cette  formule  nous  indique  la  voie  qu'il  faudra  suivre  pour  vé- 
rifier que  toute  solution  de  l'équation  est  donnée  par  la  formule 
de  Poisson.  On  cherchera  &  établir  d'abord  que,  dans  le  voisinage 
de  la  ligne  de  discontinuité,  la  solution  considérée  est  réductible  à 
la  forme 

La  comparaison  de  cette  forme  à  la  précédente  fera  connaître 
les  fonctions  f  et  ty  qui  doivent  figurer  dans  la  formule  de  Poisson  ; 
et  il  ne  restera  qu'à  vérifier  une  équation  où  ne  subsistera  plus  rien 
d'inconnu. 

Appliquons  cette  méthode  à  l'intégrale  générale,  telle  qu'elle  est 
donnée  par  la  formule  (23).  Le  troisième  terme  se  déduisant  du 
second  par  l'échange  de  x  et  de^,  on  peut  se  contenter  de  vérifier 
que  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  sont  donnés, 
l'un  et  l'autre,  par  la  formule  de  Poisson. 

Pour  plus  de  netteté,  nous  supposerons  que  l'on  se  place  au- 
dessus  de  la  ligne  de  discontinuité,  comme  il  est  indiqué  dans  la 
fig.  27  ;  xiy  yK  étant  les  coordonnées  de  D,  xù7  y0  celles  de  A,  on 
aura 

x0j  yo  sont  ici  les  variables  indépendantes. 

Le  premier  terme  de  l'intégrale  (23)  est  u{x^  yK  ;  x0,  y0)  mul- 
tiplié par  la  constante  zXttyr  Nous  avons  donc  à  vérifier  d'abord 
que  l'expression 

considérée  comme  fonction  des  variables  x0,y0,  vérifie  l'équation 
proposée  et,  de  plus,  est  donnée  par  la  formule  de  Poisson.  Con- 
formément à  la  méthode  générale  que  nous  venons  d'indiquer,  il 
faudra  donc  obtenir  d'abord  son  expression  approchée  lorsque 
Xo —  #0  devient  infiniment  petit.  Si  l'on  se  reporte  à  l'expression 
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(22)  de  m  et  à  la  définition  de  a,  on  voit  que  l'on  aura 

\y  —  ^o)(7o— x)* 

1  —  <r  est  donc  du  même  ordre  que  y0  —  x0,  et  l'on  est  conduit  à 
développer  F((3,  (3',  1,  <r)  suivant  les  puissances  de  1  — o\  Pour 

Fig.  27- 


(25) 


cela,  nous  emprunterons  la  formule  suivante  à  la  théorie  de  la 
série  hypergéométrique  (*)  : 

F(Pl^,,0=F(J^S!zJ^F(p,r,P-i-P',.-0 


^fTFy-)F(l-?',-p''a-p-p'',-'K,-'),"?_?' 


Si  l'on  porte  cette  valeur  de  F([3,  (3',  1,  <r)  dans  la  formule  (22), 
on  en  déduira  immédiatement  l'expression  approchée  de  w, 
lorsque  y0  se  rapproche  de  xQ.  Il  suffit  de  réduire  les  séries  F  à 
l'unité  et  l'on  trouve  ainsi,  pour  les  deux  premiers  termes  de  w, 

+  "r^riîo }  (,r°~  *)?~l  (y  "  *)Cr  ~  y°)P>"1  (^°  ~  'ro)ï  ~M'' 

La  comparaison  de  celte  formule  avec  l'équation  (24),  où  l'on 
aurait  remplacé  x  et  y  par  x0  ety0,  nous  donne  immédiatement 


(*)  Voir  le  Mémoire  de  M.  Goursat,  déjà  cité  [I,  p.  188]  (Annales  de  l'École 
Normale,  2*  série,  t.  X;  1881). 
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les  deux  fonctions  qui  doivent  figurer  dans  la  formule  de  Poisson. 
On  trouve  ainsi 

l*   '  \  *(«)  =-.      X(ol-x)-?' (y -x)W(y -*)-?, 

À  désignant  la  constante 

A  =       T(i  — ft  — 3')r((3-hj3')  sinpicsinp'ir 

r(p)r(i-?)r(?')r(i-p')-«8in(p  +  p')*" 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  de  ç(a),  ^(a)  dans  la  formule  de 
Poisson,  on  trouve  le  résultat  suivant 


<»7) 


«  =  ÀOr  -  *  )?+P'(.To-  a?0)*-P-Pf 
)  ° 


et  il  n'y  a  plus  qu'à  vérifier  la  concordance  de  cette  expression 
avec  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (2a).  La  vérification  est 
aisée,  si  Ton  opère  de  la  manière  suivante. 

Égalons  les  deux  expressions  de  11  :  l'équation  à  vérifier  prendra 
la  forme 

F(P,  p',  1,  *)  =  ÀOr0_*0)i-M'Ord_ 'X)ï'(y-x«)ï 

X  f  °(a_a:)-p'(r  — a)-P(jK0-a)P-i(a~a:0)P'-^a 
-  k(yr-xy-W(yo-x)P(y-x,)V 

et  l'on  reconnaît  presque  immédiatement  que  les  deux  termes  du 
second  membre  ne  changent  pas  de  forme  si  l'on  effectue  sur  a,  x7 
y,  x0,yo  UQe  même  substitution  linéaire.  Choisissons  les  coeffi- 
cients de  cette  substitution  de  telle  manière  que  #,  ,r0,  y0  se  ré- 
duisent respectivement  à  00,  o,  1 .  Alors  y  se  réduira  à  — — -  »  o-  étant 
le  rapport  anharmonique   déjà  défini  par  la  formule   (20).   Le 
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second  membre  de  l'égalité  à  vérifier  deviendra 

A  [[i--a(i-a)]-|i(i-a)Ha?'-»rfa 

-A(i       <t)i-P-P'  f  fi  —  a(i  —  «r)]P'-i(i  —  a)-p'a-f*rfa. 

D'après  une  formule  bien  connue  d'Euler,  les  deux  intégrales 
précédentes  s'expriment  au  moyen  de  séries  hypergéométriques 
et  Ton  retrouve  les  deux  termes  du  second  membre  de  l'identité 
(25).  L'égalité  que  nous  avions  en  vue  est  donc  vérifiée. 

362.  Passons  maintenant  au  second  terme 

/     ".r.  y. /(*)«** 

de  l'intégrale  de  Riemann.  Nous  avons  donné  l'expression  ap- 
prochée de  uxyi  lorsque  x0 — y0  se  rapproche  de  zéro.  Si  on  la 
porte  dans  l'intégrale  précédente,  on  aura  de  même  l'expression 
approchée  de  cette  intégrale 

np  +  p'-o 


r(p)r(?') 


i-p-P'  f  \x0-x)V-Hyl-x)(yi-x0)?,-lf(x)dx. 


La  comparaison  avec  la  formule  (24)  donne  encore  les  deux 
fonctions  qui  doivent  figurer  dans  la  formule  de  Poisson.  On 
trouve  ainsi 

cp(a)--A  r\oL-x)^(yl-x)(yl-^'^f(x)dx1 
«'a 

f      (a  -  x)-V  (yi  —  x)W(yx  ~  »)-P/(a?)  dx, 
a 

A  étant  la  constante  déjà  définie.  Il  suffit  maintenant  de  vérifier 
que,  en  introduisant  ces  valeurs  de  cp  et  de  ^  dans  l'intégrale  de 
Poisson,  on  retrouvera  le  terme 


/      uXtytf(x)dx. 
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La  substitution  des  valeurs  de  <p(a),  <Ka)  donne  deux  termes 
qui  sont,  Tun  et  l'autre,  de  la  forme 

f      d%         Vdx. 

X0  *SCL 

On  a  ici 

^i<^o<a<7o<7i- 

Quant  à  la  variable  d'intégration  x,  qui  est  comprise  entre  a  et 
x{,  elle  peut  être,  soit  plus  petite,  soit  plus  grande  que  x0.  On 
peut  donc  décomposer  ainsi  l'intégrale  précédente 

dOL  Pdx+  dOL    /         P  dx. 

Pour  le  premier  terme,  Tordre  de  grandeur  des  variables  sera 
défini  par  les  inégalités 

On  pourra  donc  intervertir  Tordre  des  intégrations,  ce  qui 
donnera 

j      dx         P  d%. 


Pour  la  deuxième,  on  aura 

xx  <  x  <  x0  <  a  <y0  <7j; 
et,  par  suite,  on  pourra  la  remplacer  par  la  suivante 


j     dx        V  doi. 


Appliquons  ces  transformations  aux  deux  termes  qui  composent 
Tintégrale  de  Poisson;  nous  aurons  le  résultat  suivant  : 


-A  f  t/(x)(y1^x)dx  f  °(7o_a)-P'(a-*o)  P(oi-x)^(yt  -a)P-« d% 

-h  A  f  °f(x)(yl-x)dx  f  '(jr0-%)-p(*-x.)-V(%--x$-Hyl--*)p-id% 
«A*0  Jx 

x  (a  —  ir)-P'(ji  —  a)~P  <*a 
-A  f'êf(x)(y.—  x9y-W(yt-x)Wdx  f  °(y0-  «)M(«-  a-o)?'"1 

x(a  —  #)'-P'(7i—  a)~P  «/a. 
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Le  premier  et  le  troisième  terme  représentent  précisément 
l'expression 

/      ux%yxf{x)dx, 

qu'il  s'agissait  de  retrouver.  Il  suffit,  pour  le  reconnaître,  de  se 
reporter  à  l'expression  (27)  de  u;  quant  au  deuxième  et  au  qua- 
trième terme,  leur  somme  est  nulle,  en  vertu  de  l'équation 

que  l'on  vérifiera  comme  il  suit.  On  effectuera  sur  la  variable  de 
la  première  intégrale  la  substitution  linéaire  par  laquelle y0,  #0 > 
yiy  x  se  changent  respectivement  en  x>  yK,  #0,  ^0  et  l'on  retrou- 
vera la  seconde  intégrale. 

363.  L'intégrale  de  Poisson  une  fois  établie  d'une  manière  ri- 
goureuse, on  peut,  en  l'étudiant,  obtenir  différents  résultats  qui 
ont  un  réel  intérêt  pour  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles. Nous  signalerons  seulement  le  suivant,  que  l'on  déduit 
aussi  de  la  formule  (a3). 

La  formule  de  Poisson  contient  deux  fonctions  arbitraires  <p(a) 
et  <|>(a).  Supposons  que  l'on  connaisse  ces  fonctions  seulement 
pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre  les  deux  constantes  a0  et  a4; 
l'intégrale  générale  ne  pourra  être  déterminée  que  pour  les  valeurs 
de  x  et  de  y  comprises  entre  a0  et  af .  Admettons,  pour  fixer  les 
idées,  que  l'on  ait  pris  j'  supérieur  à  x.  Si  l'on  construit  (fig*  27) 
la  bissectrice  OC'B'  de  l'angle  des  axes  et  les  points  C,  B',  d'ab- 
scisses a0  et  a,,  la  valeur  de  l'intégrale  sera  connue  pour  tous  les 
points  du  plan  compris  à  l'intérieur  et  sur  les  côtés  DB',  DC  du 
triangle  DB'C;  mais  il  sera  impossible  de  la  déterminer  en  dehors 
de  ce  triangle. 

Nous  avons  supposé  les  fonctions  <p  et  <}>  déterminées  seulement 
pour  l'intervalle  (a0,  a,).  Il  est  clair  qu'on  peut  les  prolonger  au 
dehors  de  cet  intervalle  d'une  infinité  de  manières,  en  s'assujet- 
tissant  même  à  conserver  la  continuité  des  dérivées  jusqu'à  un 
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ordre  quelconque,  soit  pour  a  =  a0,  soit  pour  a  =  a, .  En  adop 
tant  ces  différents  prolongements,  on  aura  différentes  intégrales 
de  l'équation  proposée  qui  auront,  toutes,  les  mêmes  valeurs  à 
l'intérieur  du  triangle  DB'C,  dont  les  dérivées  seront  les  mêmes 
jusqu'à  un  ordre  quelconque  pour  les  points  de  chacun  des  côtés 
DB',  DC,  mais  qui  différeront  à  l'extérieur  du  triangle.  Ainsi,  une 
intégrale  de  l'équation  proposée  qui  est  assujettie  à  prendre  des 
valeurs  données  sur  les  côtés  DB',  DC  du  triangle  DB'C  est  bien 
déterminée  pour  les  points  placés  à  l'intérieur  de  ce  triangle;  cela 
résulte  de  la  formule  (a3);  mais  elle  ne  Test  en  aucune  ma- 
nière à  l'extérieur  du  triangle.  Elle  pourra  prendre  à  l'extérieur 
une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  que  l'on  pourra  définir  d'une 
manière  très  générale,  en  s'assujettissant  même  à  respecter  la  con- 
tinuité de  z  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  un  ordre  quelconque  pour 
tous  les  points  de  DB'  et  de  DC  Ce  résultat  si  intéressant  tient 
à  ce  que  les  droites  DB'  et  DC  sont  des  caractéristiques.  La  for- 
mule générale  de  Riemann  nous  montre  en  effet  que,  si,  sur  toute 
autre  courbe  qu'une  droite  parallèle  à  l'un  des  axes,  la  fonction 
est  donnée  ainsi  que  ses  dérivées  premières,  elle  est  déterminée 
par  cela  même  des  deux  côtés  de  la  courbe. 

364.  L'étude  approfondie  que  nous  avons  faite  de  la  méthode 
de  Riemann,  dans  le  cas  particulier  de  l'équation  E((î,  [}'),  va 
nous  permettre  de  revenir  sur  la  théorie  générale  développée  dans 
les  n08  358  et  359,  et  de  faire  disparaître  une  objection  que  l'on 
peut  adresser  à  cette  théorie.  La  valeur  de  z  donnée  par  la  for- 
mule (i4)  vérifie,  on  peut  s'en  assurer,  l'équation  aux  dérivées 
partielles  (9);  elle  satisfait  également  aux  conditions  aux  limites 
qui  ont  été  posées  a  priori;  mais  on  peut  objecter  que  l'existence 
de  la  fonction  m,  sur  laquelle  reposent  tous  les  raisonnements,  et 
que  nous  avons  déterminée  dans  le  cas  particulier  de  l'équation 
E(fJ,  fi'),  n'est  nullement  établie  pour  les  équations  les  plus  géné- 
rales. On  peut  lever  cette  objection,  au  moins  pour  le  cas  très 
étendu  où  les  coefficients  a,  6,  c  de  l'équation  linéaire  sont  des 
fonctions  finies  et  continues,  par  conséquent  développables  en 
séries. 

La  fonction  u,  considérée  comme  solution  de  l'équation  adjointe, 
doit  se  réduire,  pour  y=y0,  à  une  fonction  déterminée  de  #, 
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j      bdx  !      ady 

e  x<>  et,  pour  x  =  x0,  à  une  fonction  déterminée  dey,  eJy* 
Ces  deux  fonctions  sont  évidemment  développables  en  série  sui- 
vant les  puissances  de  x —  x0,  y — y0  toutes  les  fois  qu'il  en  est 
de  même  des  fonctions  a  et  b.  Il  suffira  donc,  pour  mettre  hors 
de  doute  l'existence  de  la  fonction  w,  d'établir  la  proposition  gé- 
nérale suivante  : 

Etant  donnée  V équation  linéaire 

à%z  àz        .  dz 

(  7.S  ) h  a  r !-Ot \-  cz  =  o, 

ôx  oy  ox  oy 

dont  les  coefficients  a,  6,  c  sont  développables  en  séries  or- 
données suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x  —  xQ, 
Y — .Vo»  H  existe  une  solution  de  V équation  aux  dérivées  par- 
tielles, se  réduisant,  pour  y  =  y0,  à  une  fonction  déterminée 
<?(x)  de  x,  développable  suivant  les  puissances  de  x  —  x0,  et, 
pour  x  =  x0,  à  une  fonction  ty(y)  de  y,  développable  suivant 
les  puissances  de  y — yQ. 

Pour  démontrer  celte  proposition,  nous  effectuerons  d'abord  la 

substitution 

x  y 

x    ,    x0  -+-  - ,     /    I    7o+'-» 
P  ff 

p  et  o-  étant  deux  constantes  que  l'on  choisira  de  telle  manière 
que  les  développements  des  fonctions  a,  6,  c,  cp(#),  ty(y)i  qui 
sont  ordonnés,  après  la  substitution,  suivant  les  puissances  de  x 
et  de  y,  soient  convergents  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  variables 
de  module  inférieur  ou  égal  à  V unité.  Cela  posé,  proposons-nous 
de  déterminer  toutes  les  dérivées  de  la  fonction  cherchée  z  pour 
x  =  y  =  o. 

Puisque  z  doit  se  réduire  à  ç(#)  pour  y=  o,  cette  condition 
déterminera  toutes  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  la  seule  variable 
x;  de  même,  puisque  z  doit  se  réduire  à  à(y)  pour  x  =  o,  on 
connaîtra  toutes  les  dérivées  par  rapport  à  la  seule  variable^; 
enfin,  l'équation  aux  dérivées  partielles  fera  connaître,  en  fonction 
des  précédentes,  toutes  les  dérivées  prises  à  la  fois  par  rapport  à 
x  et  h  y.  On  peut,  avec  toutes  ces  dérivées,  former  le  développe- 
ment en  série  de  la  solution  cherchée  suivant  les  puissances  de  x 
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et  de  y,  et  tout  se  réduit  à  établir  que  ce  développement  est  con- 
vergent; car,  s'il  en  est  ainsi,  il  satisfera  évidemment,  et  aux  con- 
ditions aux  limites,  et  à  l'équation  proposée. 

Or,  les  séries  qui  développent  les  fonctions  a,  b,  c,  <p,  ty  étant 
convergentes  dans  un  cercle  de  rayon  i,  il  est  toujours  possible 
de  trouver  des  constantes  M,  N,  P,  H  positives  et  telles  que  les 
dérivées  d'ordre  quelconque  de  a,  6,  c,  <p,  <t  aient  des  modules 
respectivement  inférieurs  aux  dérivées  correspondantes  des  fonc- 
tions 

M  N  P  H  .H 

i  —  x — y        i  —  x — y       (i — x — y)*9      i — x'      \—y 

Si  donc  on  se  propose  le  problème  suivant  :  «  Déterminer  une 
fonction  satisfaisant  à  l'équation 

,     x  d*z  M  dz  N  dz  P 

(29) 


dx dy       1  —  x — y  Ox        1  —  x—  y  dy       (1  —  x — y)1    ' 

H  H 

se  réduisant,  pour  y  =  o,  à  — —  et,  pour  x  =  o,  à » ,  on  ob- 
tiendra, pour  définir  cette  fonction,  une  série  dont  tous  les  coeffi- 
cients seront  certainement  supérieurs  à  ceux  de  la  série  relative  à 
l'équation  donnée.  Il  suffira  donc  de  démontrer  que  cette  nouvelle 
série  est  convergente  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y  suffisamment 
voisines  de  zéro. 

Le  nouveau  problème  auquel  nous  sommes  ainsi  conduits  est 
virtuellement  résolu  dans  ce  Chapitre  ;  car,  si  l'on  remplace,  dans 
l'équation,  x  par  1  —  x,  elle  prend  la  forme  même  de  l'équa- 
tion (1)  considérée  au  commencement  du  Chapitre  précédent 
[p.  54]  et  peut,  par  suite,  se  ramener  à  l'équation  E((3,  (3'),  pour 
laquelle  nous  avons  résolu  le  problème  proposé.  Le  résultat,  que 
nous  nous  contenterons  d'indiquer,  conduit  à  une  fonction  qui 
est  réellement  développable  en  série  (4).  Il  est  donc  possible  de 


(')  Si  l'on  augmente  les  constantes  M  et  N  en  les  amenant  à  vérifier  la  rela- 
tion 

M  =  N  >  1, 

H  H  H 

si    Ton    remplace    ensuite    les    deux    fonctions   ,    par  , 

i—xi  —y   r       ^  —  X)u 
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déterminer  une  solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  pro- 
posée par  les  conditions  aux  limites  que  nous  avons  indiquées,  et 
d'établir  le  théorème,  général  sur  lequel  repose  l'existence  de  la 
fonction  u. 

365.  Les  relations  que  nous  venons  d'établir  entre  une  équation 
linéaire  et  son  adjointe  ont  un  caractère  1res  général;  il  en  est 
d'autres  que  nous  allons  signaler  et  qui  se  rapportent  au  cas  où 
Tune  des  deux  équations  peut  être  intégrée  par  la  méthode  de 
Laplace.  Considérons,  en  même  temps  que  l'équation  aux  dérivées 

partielles 

à*  z  àz         .  àz 

a- hô- hcz  =  Oj 


àx  dy  àx  dy 

son  adjointe 


à1  z  dz        ,àz         i  an        àb  \ 

dx  dy  dx  dy    '    \  àx        dy  )  ' 


et  proposons-nous  d'abord  de  calculer  les  valeurs  des  invariants  h 
et  k  de  cette  équation.  Si  l'on  désigne  ces  valeurs  par  hr  et  k\  on 
trouve 

(3o)  h'  =  k,        k'  =  h. 

Ainsi  les  invariants  de  l'équation  adjointe  sont  égaux  à 
ceux  de  V équation  proposée,  mais  pris  dans  un  ordre  différent. 

Il  suit  de  là  que,  si  l'on  a  h  =  Ar,  on  pourra  passer  de  l'équation 
à  son  adjointe  par  la  substitution  de  \z  à  zy  \  étant  une  fonction 
déterminée.  C'est  ce  que  Ton  vérifie  aisément;  car,  si  l'on  ramène 
l'équation  linéaire  à  sa  forme  réduite,  qui  est,  dans  ce  cas, 
(n°  329) 

*z    -h- 


àx  dy 


on  reconnaît  immédiatement  que  l'équation  est  alors  identique  à 
son  adjointe. 


—  >    on  peut  obtenir,  pour  la  fonction  auxiliaire,  la  forme  très  simple 

où  a  et  p  désignent  deux  constantes  réelles,  fonctions  de  M  et  de  P. 
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366.  On  peut  déduire  une  autre  conséquence  des  relations  entre 
les  invariants  de  l'équation  et  ceux  de  son  équation  adjointe. 
Désignons  par  (E)  l'équation,  par  (E')  son  adjointe  et  appliquons  à 
l'une  et  à  l'autre  la  méthode  de  Laplace.  Nous  obtiendrons  deux 
suites  d'équations 

...,    (E_s),    (E-0,    (E),     (E,),     (E,),     ..., 
...,    (El,),    (Elt),    (E'),    (Ei),    (E,),     ..., 

Or  nous  avons  vu  au  n°  331  que,  si  l'on  désigne  par  /i_<  et  h 
les  invariants  k  et  h  de  l'équation  (E),  ceux  de  l'équation  (E,) 
seront  hi__\  et  h(,  les  quantités  hi  se  déterminant  au  moyen  des 
deux  premières,  h  et /*_,,  par  la  relation  de  récurrence 

La  symétrie  de  cette  formule  nous  permet  de  reconnaître  immé- 
diatement que,  si  l'on  passe  de  (E)  à  l'équation  adjointe  (E'), 
c'est-à-dire  si  l'on  échange  les  deux  premiers  invariants  h_K  et 
A,  au  lieu  d'obtenir  la  suite 


on  aura 


A_3,    A_j,    A_t,    A,        Ai, 


A3,       A,,       Ai,       A,        A— 1,    A_ 


Il  résulte  de  là  que  l'équation  (E/)  aura  ses  invariants  égaux,  à 
l'ordre  près,  à  ceux  de  l'équation  (E^).  Par  conséquent,  l'adjointe 
de  (E/)  sera  l'équation  (El£)  dans  laquelle  on  aura  changé  z  en 
\z,  \  désignant  une  fonction  convenablement  choisie  de  x  et  dey; 
et,  si  l'on  néglige,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  les  change- 
ments qui  résultent  de  cette  substitution,  on  pourra  dire  que 
(El,)  est  l'adjointe  de  (E/);  Cette  remarque  à  peu  près  évidente 
conduit  aux  conséquences  suivantes. 

Supposons  que  la  première  suite  se  termine  dans  un  sens,  dans 
celui  des  indices  positifs  par  exemple;  soit  (E/)  la  première 
équation  dont  l'invariant  h  est  nul;  il  est  clair  que,  parmi  les 
équations  d'indice  négatif  de  la  seconde  suite,  (E^)  sera  la  pre- 
mière dont  l'invariant  k  sera  nul;  la  seconde  suite  se  terminera 
donc  à  (E^).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 


96  LIVRE    IV.    —    CHAP.    IV. 

Quand  l'une  des  deux  suites  de  Laplace  relatives  à  une 
équation  et  à  son  adjointe  se  termine  dans  un  sens,  Vautre  se 
termine  en  sens  contraire,  et  après  un  même  nombre  d'opé- 
rations; si  donc  la  première  suite  se  termine  dans  les  deux  sens, 
il  en  sera  de  même  de  la  seconde,  et  il  y  aura  autant  d'équa- 
tions d'indice  positif  dans  l'une  des  suites  que  d'équations 
d'indice  négatif  dans  l'autre  ('). 

Nous  allons  nous  attacher  à  cette  dernière  hypothèse  et  montrer 
comment,  dans  ce  cas,  on  obtient  effectivement  l'intégrale  de 
l'équation  adjointe.  Mais,  pour  résoudre  cette  question  et  celle 
qui  la  suivra,  il  est  nécessaire  que  nous  donnions  des  développe- 
ments étendus  sur  l'équation  adjointe  de  Lagrange  relative  à  une 
équation  linéaire  d'ordre  quelconque,  mais  contenant  une  seule 
variable  indépendante.  Ce  sera  l'objet  du  Chapitre  suivant.  Nous 
terminerons  celui-ci  en  résumant  les  relations  que  nous  avons 
mises  en  évidence  entre  une  équation  et  son  adjointe. 

367.  Nous  présenterons  d'abord  quelques  remarques  sur  la  no- 
tion même  d'intégrale  générale.  Etant  donnée  une  équation  aux 
dérivées  partielles,  il  peut  arriver,  dans  quelques  cas  spéciaux, 
que  l'on  ait  des  méthodes  permettant  d'obtenir  une  formule  géné- 
rale qui  donne  toutes  les  solutions  de  l'équation.  C'est  ainsi  que, 
si  l'on  a  à  intégrer  l'équation  élémentaire 

=  o, 


dxày 


on  est  assuré  que  toutes  les  solutions  seront  fournies  par  la  for- 
mule 

*  =  <p(*)-+-<K7). 

Plus  généralement,  si  la  méthode  de  Laplace,  appliquée  à  ces 
équations  linéaires  que  nous  avons  étudiées   dans  les  Chapitres 


(')  Un  jeune  géomètre,  M.  R.  Liouville,  qui  a  été  conduit  par  ses  recherches 
personnelles  à  la  considération  de  l'équation  adjointe,  a  établi  ce  théorème, 
comme  nous  le  faisons  ici,  par  l'emploi  de  nos  invariants  h  et  k.  (Voir  le  Mé- 
moire Sur  les  formes  intégrables  des  équations  linéaires  du  second  ordre  in- 
séré au  LVI*  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  p.  6;  1887.) 
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précédents,  permet  d'intégrer  Tune  des  équations  de  la  suite,  la 
formule  à  laquelle  on  est  conduit,  et  dont  nous  avons  indiqué  la 
forme,  représente  effectivement  la  solution  générale  de  l'équation 
considérée.  Mais  il  existe  d'autres  moyens,  plus  ou  moins  indirects, 
de  parvenir  à  des  formules  générales  qui  représentent  des  solutions 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles;  tel  est  celui  que  nous 
avons  employé,  par  exemple,  pour  obtenir  la  formule  de  Poisson 
généralisée  par  M.  Appell.  A  quel  caractère  pourra-t-on  recon- 
naître que  de  telles  formules  fournissent  l'intégrale  générale  de 
l'équation  considérée?  Ampère,  dans  le  célèbre  Mémoire  inséré  aux 
XVIIe  et  XVIIIe  Cahiers  du  Journal  de  lJ École  Polytechnique  ('), 
a  adopté  la  règle  suivante  : 

«  Pour  qu'une  intégrale  soit  générale,  il  faut  qu'il  n'en  résulte, 
entre  les  variables  que  l'on  considère  et  leurs  dérivées  à  l'infini, 
que  les  relations  exprimées  par  l'équation  donnée  et  par  les 
équations  qu'on  en  déduit  en  là  différentiant  (2).  » 

Cette  intéressante  définition  porte  la  marque  de  l'esprit  philo- 
sophique de  son  illustre  auteur;  on  pourrait  la  justifier  en  s'ap- 
puyant  sur  les  travaux  ultérieurs  de  Cauchy;  mais  il  vaut  mieux, 
nous  semble- t-il,  déduire  de  ces  travaux  une  définition  nouvelle 
de  Tintégrale  générale.  Si  nous  supposons,  par  exemple,  que  l'é- 
quation aux  dérivées  partielles  soit  du  second  ordre  et  à  deux  va- 
riables indépendantes,  Cauchy  a  montré  que,  sous  certaines  con- 
ditions de  continuité  qu'il  est  inutile  de  rappeler  ici,  il  existe  une 
intégrale  de  l'équation,  déterminée  par  la  condition  de  prendre  des 
valeurs  données  à  l'avance,  ainsi  que  l'une  de  ses  dérivées  pre- 
mières, pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  dey  liées  par  une  relation, 
donnée  ou,  si  l'on  veut,  représentées  géométriquement  par  tous 
les  points  d'une  courbe  analytique  plane.  Cette  importante  pro- 
position, que  nous  avons  déjà  rappelée  [I,  p.  388],  conduit  par 


(  »  )  Ampère,  Considérations  générales  sur  les  intégrales  des  équations  aux 
différentielles  partielles,  lu  à  l'Institut  le  n  janvier  1814  {Journal  de  l'École 
Polytechnique,  XVIIe  Cahier,  p.  5/19.) 

Ampère,  Mémoire  contenant  V application  de  la  théorie  exposée  dans  le 
XVII*  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique  à  l'intégration  des  équations 
aux  différentielles  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  {Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique,  XVIIIe  Cahier,  p.  1;  1820). 

(a)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XVIIe  Cahier,  p.  55o. 

D.  -  II.  7 
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une  voie  naturelle  à  une  définition  nouvelle  et  rationnelle  de  l'in- 
tégrale générale  :  pour  qu'une  formule  obtenue  par  une  voie  quel- 
conque représente  l'intégrale  générale,  il  suffira  évidemment  que 
l'on  puisse  disposer  des  arbitraires  qui  y  figurent,  fonctions  ou 
constantes  en  nombre  illimité,  de  manière  à  retrouver  les  solutions 
dont  les  théorèmes  de  Cauchy  nous  démontrent  l'existence,  c'est- 
à-dire  de  manière  à  attribuer  à  la  fonction  inconnue  et  à  l'une  de 
ses  dérivées  premières  des  valeurs  se  succédant  suivant  une  loi 
quelconque,  donnée  à  l'avance,  pour  tous  les  points  d'une  courbe. 
Il  pourra  arriver,  sans  doute,  qtie  la  formule  obtenue  laisse 
échapper  certaines  solutions  exceptionnelles  :  cette  circonstance 
se  présente  déjà  pour  les  équations  différentielles  à  une  seule 
variable  indépendante  qui  peuvent  avoir  des  solutions  singulières 
dans  certains  cas  exceptionnels.  Il  pourra  arriver  aussi  que  la 
solution  obtenue  ne  convienne  que  pour  les  valeurs  de  x  et  de 
y  représentées  géométriquement  dans  une  région  déterminée  du 
plan;  plusieurs  formules  pourront  être  nécessaires  pour  repré- 
senter l'ensemble  des  intégrales.  Le  critérium  qui  se  déduit  immé- 
diatement des  résultats  de  Cauchy  est  précisément  le  moyen  le 
plus  sûr  que  nous  ayons  de  reconnaître,  dans  les  cas  difficiles,  le 
degré  de  généralité  que  présente  une  intégrale  donnée  a  priori. 

Appliquons  ces  remarques  aux  relations  que  nous  avons  établies 
entre  une  équation  linéaire  et  son  adjointe.  Toutes  les  fois  que 
l'une  des  deux  équations  s'intégrera  directement,  c'est-à-dire  par 
l'application  de  la  méthode  de  Laplace,  il  en  sera  de  même  de 
l'autre.  D'ailleurs,  lorsqu'on  aura  obtenu  par  un  procédé  quel- 
conque l'intégrale  générale  de  l'une  des  équations,  on  pourra  dé- 
terminer la  fonction  u  de  Riemann  et,  par  suite,  intégrer  aussi 
l'autre  équation.  Nous  pouvons  donc,  en  tenant  compte  des  re- 
marques précédentes,  énoncer  d'une  manière  générale  la  propo- 
sition suivante  : 

Etant  données  une  équation  linéaire  et  son  adjointe,  l'inté- 
gration par  un  procédé  quelconque  de  l'une  des  deux  équations 
entraîne  comme  conséquence  celle  de  Vautre  équation. 
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CHAPITRE   V. 

L'ÉQUATION     ADJOINTE    DE    LAGRANGE    ET    LES     ÉQUATIONS    LINÉAIRES 
D'ORDRE    IMPAIR    ÉQUIVALENTES    A    LEUR    ADJOINTE. 

Définition  de  l'équation  adjointe  à  une  équation  linéaire  donnée,  à  une  seule  va- 
riable indépendante.  —  Relation  de  réciprocité  entre  les  deux  équations;  cha- 
cune d'elles  est  l'adjointe  de  l'autre.  —  Relations  entre  deux  systèmes  fondamen- 
taux d'intégrales  se  rapportant  respectivement  aux  deux  équations. —  Intégration 
d'une  équation  linéaire  avec  second  membre  par  l'application  des  propositions 
établies.  —  Forme  remarquable  que  l'on  peut  donner  aux  premiers  membres 
de  deux  équations  linéaires  adjointes  l'une  à  l'autre.  —  Équations  linéaires 
d'ordre  impair  équivalentes  à  leur  adjointe.  —  Propriété  caractéristique;  le 
premier  membre  devient  une  dérivée  exacte  après  sa  multiplication  par  la 
fonction  inconnue.  —  Étude  de  l'intégrale  du  second  degré.  —  Relations  qua- 
dratiques entre  les  intégrales  particulières  et  leurs  dérivées  de  même  ordre.  — 
Expression  sans  aucun  signe  de  quadrature  du  système  le  plus  généial  de  solu- 
tions particulières  d'une  équation  linéaire  d'ordre  impair  équivalente  à  son 
adjointe.  —  Formation  de  toutes  les  équations  d'ordre  impair  équivalentes  à 
leur  adjointe. 

368.  Étant  donnée  l'équation  linéaire  du  nième  ordre 

(i)  /(tt)=k-r  XjW'  -i-X2w'r-f-...-HXaM^  =0, 

où  X,  )v1?  X2,  . .  .,  \n  désignent  des  fonctions  quelconques  d'une 
variable  indépendante  x,  proposons-nous  de  déterminer  toutes  les 
fonctions  v  de  x,  telles  que  le  produit 

devienne  la  dérivée  exacte  d'une  fonction  linéaire  de  u  et  de  ses 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  i .  Une  suite  d'intégrations  par  parties 
conduit  à  la  formule 

i)dx 


i  Ivf{u) 


=fu[u. 


dx  dx1  v       '        dxn 


a(/»-i)[X„i>]. 
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Si  donc  on  définit  les  fonctions  nouvelles  [x,  jx,,  ...,[!„  et  le 
polynôme  g  {s?  )  par  la  relation 


(3) 


(/«) 


il  faudra  que  Ton  ait 

Car  il  n'existe,  évidemment,  aucune  fonction  de  u  et  de  ses  dé- 
rivées dont  la  dérivée  puisse  se  réduire  à  u  g{v),  lorsque  g(v)  est 
différent  de  zéro.  L'équation  (4)  a  été  considérée  pour  la  première 
fois  par  Lagrange  *)  :  on  l'appelle  aujourd'hui  X adjointe  de  la 
proposée^  nous  dirons  aussi  que  g  (y)  est  le  polynôme  adjoint  à 
/(u).  On  voit  que  toute  solution  particulière  de  l'équation 
adjointe  fournit  une  intégrale  première  de  l'équation  proposée 
sous  la  forme 

(5)  W(u,v)  —-  const., 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

■+■ 

-h^«-i>[X;lt>]. 

Si  l'on  adopte  les  notations  précédentes,  l'équation  (i)  s'écrit 
comme  il  suit 

(7)  JW(")  -  «  ff(*)]  dx  =  V(«,  9); 

et,  par  suite,  le  binôme  vf(u)  —  ug(v)  est  une  dérivée  exacte 
pour  toutes  les  formes  possibles  données  aux  fonctions  u  et  v  (2). 


(f)  Lagrange,  Solution  de  différents  problèmes  de  Calcul  intégral  (Miscel- 
lanea  Taurinensia,  t.  III;  1762-1765.  Œuvres  complètes,  t.  I;  p.  4ti). 

(a)  La  forme  bilinéaire  V(m,  v)  se  présente  au  début  des  belles  recherches  de 
M.  Halphen  sur  les  équations  linéaires.  Voir  en  particulier  le  Mémoire  sur  un 
problème  concernant  les  équations  différentielles  linéaires  {Journal  de 
'M.  Jordan,  t.  I,  p.  n;  i885).  Otto  Hesse  l'a  aussi  considérée  dans  un  Mémoire 
que  nous  citerons  plus  loin. 
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369.  Réciproquement,  étant  donnée  la  fonction  linéaire  /(u) 
de  u  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  Tordre  n,  si  Ton  se  propose  de 
déterminer  une  fonction  semblable  <p(u)  par  la  condition  que 

vf(u)  —  wcpO) 

soit  une  dérivée  exacte  pour  toutes  les  formes  possibles  de  u  et 
de  v ,  on  devra  avoir  nécessairement 

Écrivons,  en  effet,  l'équation 

f[s>f(u)-u*(y)]dx^\V^u,v), 

qui  exprime  la  propriété  par  laquelle  on  veut  déterminer  <p(w); 
si  on  la  retranche  de  l'équation  (7),  on  aura 


/ 


"l?(o)  ~  *(")]  dx  =  W(U,  i>)  -  W0(u,  v), 

et,  comme  il  n'existe  aucune  fonction  de  u  et  de  ses  dérivées  dont 
la  dérivée  contienne  u  seulement,  il  faudra  nécessairement  que 
Ton  ait 

Si  Ton  applique  la  proposition  précédente  à  l'équation  (7),  en 
remarquant  quef(u)  et  g(u)  y  entrent  de  la  même  manière,  on 
conclura  que  la  relation  entre  ces  deux  polynômes  est  réciproque, 
c'est-à-dire  que  chacun  d'eux  est  l'adjoint  de  l'autre. 

Par  conséquent,  on  pourra  écrire  la  relation 

~*U--dx— ^—dx^--''-  {~l)        dx-      ' 

tout  à  fait  analogue  à  l'équation  (3).  Chacune  des  identités  (3)  et 
(8)  peut  être  considérée  comme  une  conséquence  de  l'autre;  nous 
avons  déjà  fait  usage  de  cette  remarque  au  Chapitre  II  [p.  41]» 

370.  Lagrange  a  déjà  montré  comment  la  résolution  complète  ou 
partielle  de  l'équation  adjointe  permet  de  simplifier  la  résolution  de 
l'équation  proposée.  Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  sujet;  mais, 
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en  vue  des  applications  qui  vont  suivre,  nous  étudierons  d'une 
manière  approfondie  les  relations  entre  toutes  les  solutions  de 
l'équation  proposée  (i)  et  celles  de  l'équation  adjointe  (4)- 

Considérons  un  système  fondamental  d'intégrales  particulières 


uu    ut, 


U* 


de  l'équation  proposée,  c'est-à-dire  un  système  pour  lequel  le  dé- 
terminant 


(9) 


A  = 


U\      ul      u\ 
ut     u\     u\ 

Un      Un      U"n 


fficulté  une  fonction  linéaire 


ne  soit  pas  nul.  On  formera  sans  di 
9/(m)  de  u  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  i,  s'annulant 
lorsqu'on  y  remplace  u  par  une  solution  particulière  autre  que 
m  et  devenant  égale  à  i  lorsqu'on  y  remplace  u  par  m  :  cette 
fonction,  a  pour  expression 


<io>     e<(M)=H£" 


-\ u 

dui 


d\ 


M(»-U 


]• 


du?"1' 

A  étant  le  déterminant  déjà  défini.  L'équation 

6|(a)  =  const. 

est  une  des  intégrales  premières  de  l'équation  proposée;  le  pre- 
mier membre  se  réduit,  en  effet,  à  la  constante  C/  quand  on  y 
remplace  u  par 

Ci  Ui  -f-  C2  Ut  -4-  . . .  -h  Cn  un. 

L'équation 

dx      ~~ 

est  donc  équivalente  à  la  proposée,  et  la  comparaison  des  coeffi- 
cients de  la  plus  haute  dérivée  u{n)  dans  les  deux  équations  nous 
conduit  à  l'identité 


(u) 

9i  ayant  pour  valeur 

(12) 


d^i(u)  ..    N 

-d—  =  "//(«), 


*>i  = 


i     dlogA 
Tnduf^' 
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Le  produit  Vif{u)  étant  une  dérivée  exacte,  *>,-  est  une  solution 
particulière  de  l'équation  adjointe.  En  donnant  à  l'indice  i  toutes 
les  valeurs,  on  formera  ainsi  un  système 

Vu      "1,       •     •>      Vn 

de  n  solutions  de  l'équation  adjointe,  que  Ton  reconnaîtra  aisé- 
ment être  linéairement  indépendantes;  ce  point  résultera  d'ailleurs 
de  la  suite  des  raisonnements.  Nous  dirons  que  les  solutions  Vi 
sont  les  adjointes  des  solutions  a/,  et  nous  allons  étudier  les  re- 
lations entre  ces  deux  groupes  de  solutions. 

Si  Ton  se  reporte  d'abord  à  l'équation  (i  i),  en  la  comparant  à 
la  formule  (7),  on  reconnaît  que  l'on  a 

6|(a)  =  V(tt,^), 

et  il  suit  de  la  définition  des  fonctions  9<(u)  que  l'on  a 

(i3)  V(i*/,p/)  =  i,        ¥(u/,  ?*)  =  <>• 

Ces  relations  très  importantes  contiennent  les  coefficients  de 
l'équation  proposée;  les  suivantes  ont  lieu  seulement  entre  les 
intégrales  w/,  Vi. 

L'expression  (12)  des  fonctions  Vi  et  les  propriétés  élémentaires 
des  déterminants  montrent  que  l'on  aura 

VlUi     -+•     çtut    -+- . . .  -+•    vn  ua    =  o, 
viu\    ■+-    Cjm'j     -*-...-+-     vnu'n     =0, 

à* 

De  ces  relations  on  déduira  les  suivantes,  par  des  différentia- 
tions  répétées, 

Içipup  -4-  pif»Mi*>  -+-. . .  H-  ^«tf1  =  0,  *  ■+.  k  <  /i  —  1; 

<u<*>  -+-  ^«Sp  -*-. .  .4-  itf  "£>  =  ^^»         * -*-  *  =  n-  1. 

Ces  formules  permettent  évidemment  de  déterminer  les  solu- 
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dons  Ui  en  fonction  des  solutions  t>,-;  et,  si  l'on  pose 


(16) 


A,= 


*>1 

Vl 

• 

On 

v'i 

»\ 

• 

•         "'„ 

(n-D 

v'«- 

1) 

.      ltf-1) 

on  obtiendra  les  expressions  suivante^ 

(17) 


toutes  pareilles  à  celles  qui  déterminent  les  vt  au  moyen  des  «/. 
On  a  d'ailleurs 


(18) 


AA,: 


(iï- 


Nous  signalerons  encore  les  relations  suivantes. 
Considérons  les  deux  systèmes  de  n2  éléments 


*lt 


V2, 


v{n-l)9      ç(n-l)i 


«l> 


II',»  l>: 


M,, 


un. 


Les  mineurs  formés  avec  les  p  premières  lignes  et  p  colonnes 
quelconques  du  premier  déterminant  sont  proportionnels  aux 
coefficients  des  mineurs  correspondants  dans  le  second  détermi- 
nant. Pour  établir  cette  proposition,  considérons,  par  exemple,  le 
mineur  principal  du  premier  déterminant,  que  nous  écrirons 
comme  il  suit  : 


i>n 


Si  on  le  multiplie  ligne  à  ligne  par  le  déterminant  A,  on  trouve, 


*l 

"*  .    • 

..       vp 

Vp+\ 

v\p'u 

v'f-"   ■ 

.       9f~" 

vp+l 

0 

0 

I 

0 

• 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

d9) 
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après  quelques  réductions  faciles,  la  relation 


,</>-!)       ^-1) 


SP-\) 


Up+1 

u'p+i 


Up+2 


r.(*-p-l)       ,/n-p-l) 
*/H-i  up+% 


io5 


An-p-i) 


qui  comprend  comme  cas  particulier  les  formules  (12)  et  (17). 
On  aura  de  même 


(20) 


"1 


w, 


„(/>-!)       „(/>-!> 


'/<*-*> 


=  xr^A 


f/M-1 


vp+l 


Vp+t 


p/'+l  ÇP+  2 


v(n-p-\) 


371 .  L'emploi  des  propositions  précédentes  conduit  rapidement 
à  l'intégrale  générale  de  l'équation  avec  second  membre 

/(«)  =  R, 

où  R  désigne  une  fonction  quelconque  de  la  variable  indépen- 
dante. 

Si  l'on  multiplie,  en  effet,  les  deux  membres  de  l'équation  pré- 
cédente par  i>i9  on  aura,  en  intégrant, 


c'est-à-dire 

(21) 


I Vif(u)dûc  r=   IKvidx, 


V( 


a,  vi)  =  !  Rvidx. 


Il  suffit  d'attribuer  à  i  toutes  les  valeurs  1,  2,  .  .  . ,  n  et  de  ré- 
soudre les  équations  obtenues,  qui  sont  du  premier  degré  par 
rapport  à  la  fonction  inconnue  u  et  à  ses  dérivées  uf,  w",  . . . , 
u{n~{).  La  résolution  se  fait  très  simplement  de  la  manière  sui- 
vante. 

Posons 


(M) 


»<*>  =  À!  U\k)  -H  A,  U<*>  -4-  .  .  .  -4-  A„  H<*>, 


A«,  /i2,  . . . ,  An  désignant  des  inconnues  nouvelles  que  l'on  sub- 
stituera à  u  et  à  ses  dérivées.  La  substitution  des  valeurs  de  u, 
ufy  . .  ,,  données  par  la  formule  précédente  dans  l'équation  (21), 
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nous  donnera 

Si  l'on  tient  compte  des  relations  (i3),  il  reste 
/*/  =  /  Kvidx. 

Par  suite,  la  solution  cherchée  et  ses  n  —  i  premières  dérivées 
sont  déterminées  par  les  formules 


(•il) 


u^utf*Vldx,        ^S^f*,,*. 


Le  résultat  se  présente  sous  la  forme  même  que  l'on  doit  ob- 
tenir lorsqu'on  applique  la  méthode  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires  due  à  Lagrange. 

372.  Pour  compléter  cette  étude  des  relations  entre  une  équa- 
tion linéaire  et  son  adjointe,  nous  indiquerons  une  forme  remar- 
quable que  l'on  peut  donner  aux  deux  fonctions  f(u)  et  g(v). 

Il  suit  de  la  théorie  même  de  l'équation  adjointe  que  l'on  peut 
mettre /(m),  et  d'une  infinité  de  manières,  sous  la  forme 

Œ/i-Hi       dx 

En  appliquant  la  même  transformation  à  fK  (u)  et  à  toutes  les 
fonctions  que  l'on  introduira  successivement,  on  obtiendra  pour 
/une  expression  telle  que  la  suivante 

.  '   *,    \  \        d     \     d  i     d    u 

oc/n-i   ax  <xn  ax  Œj  ax  a4 

chaque  différentiation  portant  sur  tout  ce  qui  suit.  Multiplions 
par  v  et  posons 

- ,    x  i         d      \       d  i      d    u 

fi(u)  =  -j -.-  •  •  •    —  -j-  —  > 

,  art_/+1  dx  an-£  dx  a,  dx  aj 

(      }  {   f  e,       » 

Mu)=  -; 
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soit  de  même 


<a6) 


(— i)'1"1"    d      1       d 


1      d      v 


«/+,       dx  al+î  dx  a„  ûfo*  a,i_n 

(— 1)»      rf       1        rf  \      d       v 


a]        i£p     a2    dx  <xn  dx  an-M 

D'après  ces  définitions  des  fonctions  fi(u)^  gk(v),  on  aura 
/(B)  =  _!_  4§ifL\       /l(l0  =  _!_  %("», 


*(') 


___    I    flfffi(o) 


*(•>)=■ 


1     dgM(v) 


*i       dx  ai-Hj         £&r 

Une  suite  d'intégrations  par  parties  nous  donnera  les  formules 

fvf{u)dx=Jgn{s>)dMu) 

=  gnWMu)  -JMu)dgn(V), 
-fM")dgn(*)  =f**-l(P)dMu) 

=  gn-Mft{ll)  -Jfi{u)dgn-X{vh 
> 

—JfnWdg^v)  =jug(i>)dx. 
Si  l'on  ajoute  toutes  ces  équations,  on  obtiendra  l'identité 


,     .  (    f['f(")-"*W]d* 

(27)  J 


ïl(v)fn{u), 


d'où  il  résulte  que  g{v )  est  le  polynôme  adjoint  à  f(u)  et  que 
l'on  a 

(28)     T(u,p)  =  ^JI(p)/1(i«)-+-^-l(p)/a(tt-n-...-+.^l(p) /„(«). 
Cela  posé,  les  différentes  solutions  particulières  de  l'équation 
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proposée  peuvent  être  représentées  par  les  formules 
a,  =  a,, 
a,  -  a]   /  as  dx,  * 

(  *?)  )  <    u3  —  ai  !  a2  dx  I  a3  dx, 


un=  *i  j  **  dx  j  . . .  j  <xndx, 

chaque  signe  intégral  portant  sur  tout  ce  qui  suit.  De  même  les 
solutions  de  l'équation  adjointe,  que  nous  désignerons  par  wu 
w2,  •  ■  •?  Wn>  seront 

w%  =  *n+t  j  na  dx, 
(3o)  /  iv3  =  a„41  j  zndx  j  oLn-tdx, 


>n  ^  aw4.t  J  ondx  J  .  ..   I  a%dx. 

Pour  plus  de  netteté,  nous  supposerons  que  toutes  les  intégrales 
soient  prises  entre  x0  et  x,  x0  étant  une  constante.  Si  Ton  se  re- 
porte à  la  définition  des  fonctions  /«,/a,  •••jfn  Pn  reconnaît 
que  l'intégrale  particulière  m  annule  identiquement  les  n  —  i 
premières  et  réduit  à  l'unité  la  (n —  i  +  i)iène.  Quant  aux  sui- 
vantes/„_,+2,  . .  .,/«,  elles  auront  toutes  la  forme  d'une  intégrale 
prise  entre  les  limites  x0  et  x.  On  trouvera,  par  exemple, 

//1-/+2  =  /    «/  dx,       /«-/-+.3  —  /    a*-i  dx  j    %t  dx, 

et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  fonctions,  qui  ne  sont  pas  nulles  en 
général,  le  deviendront  cependant  pour  x  =  x0. 

De  même,  la  solution  «>*,  substituée  dans  les  fonctions  gi{v)i  les 
annulera  toutes,  pour  x  =  x0,  sauf  la  fonction  gn-k+*  qui  se 
réduira  à  ( —  i)k~*. 

D'après  cela,  substituons,  dans  la  formule  (27),  m  à  la  place  de 
«,  Wk  à  la  place  de  v.  La  dérivée  v  f(u)  —ug{v)  du  premier 
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membre  étant  nulle,  le  second  membre  doit  se  réduire  à  une  con- 
stante. On  peut  donc,  pour  calculer  cette  constante,  donner  à  x 
la  valeur  particulière  x0.  La  seule  fonction  f^  qui  ne  soit  pas 
nulle  est  alors  fh~î+\  qui  se  réduit  à  l'unité.  On  a  donc 

Mais  la  fonction  gi(wh)  est  nulle  tant  que  l'on  n'a  pas 

i  —  n  —  k  ■+- 1 , 

et  elle  est  égale  à  (  —  i)"~'  si  cette  relation  a  lieu  entre  les  indices. 
On  aura  donc 

l  W(uhwk)  =  (—i)*-«         pour        ta-f-*  =  ;ft-f-i; 

(  ^"(uiy  Wk)  —  o  pour         l'-H^  «  +  1. 

Si  l'on  pose 

ce  qui  donnera  le  système  suivant 

v\  =  •—  i)ft_l««+t  f  0Lndx  f  ..  .J  Zidx, 
ç2  ^  (  — 1  )»-*«,,+.  t   /  a„  dx  f  . .  .  /  <x3  dx, 


(3a) 


vt  —  (—  O'-'am-t  j  *ndx  I  ...  J  a^,  <£c, 


il  viendra 

(33)  ^(«/,  p/)  =  i,        ^(w/,^)-o, 

c'est-à-dire  que  les  ^4  seront  les  solutions  correspondantes  ou 
adjointes  aux  e//,  dans  le  sens  que  nous  avons  donné  à  ce  mot  au 
n°  370. 

373.  Nous  allons  maintenant  appliquer  les  propositions  précé- 
dentes au  cas  où  l'équation  adjointe  admet  les  mêmes  intégrales 
que  l'équation  proposée.  On  a  alors 

*(«0  =  p/(«0i 
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p  étant  une  indéterminée  que  Ton  obtient  par  la  comparaison  des 
coefficients  de  u(n)  dans  les  deux  membres.  On  trouve  ainsi,  en  se 
reportant  à  la  valeur  (3)  de  g(v), 

de  sorte  que  l'on  a  nécessairement 

(34)  *(«)  =  /(«) 
si  l'équation  est  d'ordre  pair,  et 

(35)  tf(iO  =  --/(«) 

si  l'équation  est  d'ordre  impair. 

Il  y  a  donc  une  différence  essentielle  entre  les  équations  d'ordre 
pair  et  celles  d'ordre  impair.  Les  premières  se  rencontrent  dans 
la  théorie  de  la  variation  seconde  des  intégrales  simples  ;  Jacobi 
en  a  donné  les  principales  propriétés  (').  Les  secondes,  que  nous 
rencontrerons  dans  la  suite,  ne  paraissent  pas  avoir  été  étudiées. 

Supposons  que  l'équation  linéaire  soit  d'ordre  impair  a  n  —  i 
et  reprenons  l'équation  fondamentale  (7)  où  nous  remplacerons 
g{v)  par  —  /(*>).  Nous  aurons  alors 

(36)  yW<«0  ■+■  "/(")]  d*  =  V(«f  0). 

Cette  relation  ayant  lieu  pour  toutes  les  formes  possibles  des 
fonctions  u  et  t>,  remplaçons-y  v  par  u  ;  elle  deviendra 

(37)  j\l/(u)dx=   iV(  !*,!*). 

Ainsi  toute  équation  linéaire  d'ordre  impair  équivalente  à 
son  adjointe  admet  une  intégrale  du  second  degré,  et  son 


(*)  Jacobi,  Zur  Théorie  der  Variations-Rechnung  und  der  Différentiel- 
Gleichungen  {Journal  de  Crelle,  t.  XVII,  p.  68;  i836.)  Une  traduction  de  ce 
Mémoire  a  paru  dans  le  Journal  de  Lwuvi/le,  iM  série,  t.  III,  p.  44»  On  pourra 
consulter  aussi  : 

Bertrand  (J.),  Démonstration  d'un  théorème  de  M.  Jacobi  {Journal  de 
l'École  Polytechnique,  XXVIII'  Cahier,  p.  276;  i84i). 

Hesse  (0.)>  Ueber  die  Criterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen 
Intégrale  {Journal  de  Crelle,  t.  LIV,  p.  327;  1807). 
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premier  membre  devient  une  dérivée  exacte  quand  on  le  mul- 
tiplie par  la  fonction  inconnue  ( { ). 

Cette  élégante  propriété  caractérise,  il  est  aisé  de  le  prouver, 
les  équations  de  degré  impair  équivalentes  à  leur  adjointe.  Si  le 
premier  membre  d'une  équation  linéaire  devient  une  dérivée 
exacte  quand  on  le  multiplie  par  la  fonction  inconnue,  l'équa- 
tion est  nécessairement  d'ordre  impair  et  elle  est  équivalente  à 
son  adjointe. 

Soit,  en  effet, 

u  f(u)  dx  —  n(a) 


/■ 


l'équation  qui  exprime  la  propriété  précédente.  Remplaçons  u  par 
u  -+-  a*>,  \  désignant  une  constante,  et  égalons  les  coefficients  de  \ 
dans  les  deux  membres.  Nous  aurons  une  égalité  de  la  forme 


/' 


[uf(v)-+-vf(u)]dx  =  U(u,  e).  • 

D'après  la  proposition  générale  du  n°  369,  cette  relation 
exprime  que  l'adjointe  de  la  fonction  linéaire  f(u)  est  — f(u)- 
L'équation  linéaire  considérée  sera  donc  équivalente  à  son  ad- 
jointe et,  en  vertu  de  la  remarque  faite  plus  haut,  elle  sera  néces- 
sairement d'ordre  impair. 

374.  Si  l'on  substitue  une  solution  de  l'équation  proposée 
dans  l'intégrale  du  second  degré  U(u),  celle-ci  se  réduit  à  une 
constante.  Cette  constante  pourra-t-elle  devenir  nulle  lorsque  la 
solution  substituée  sera  quelconque,  mais  réelle?  Afin  de  décider 
ce  point,  qui  est  essentiel  pour  la  suite,  nous  allons  indiquer  une 
forme  remarquable  du  polynôme  quadratique  IT(u). 

Si  l'on  sépare  dans  n(u)  les  termes  qui  contiennent  la  plus 
haute  dérivée  de  u,  on  pourra  lui  donner  la  forme 


(')  Toutes  les  équations  linéaires  admettent  des  intégrales  du  second  degré,  en 
nombre  illimité;  mais,  dans  le  cas  général,  le  premier  membre  de  l'équation  ne 
devient  une  dérivée  exacte  que  si  on  le  multiplie  par  une  fonction  linéaire  de  u 
et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  qui  contient  nécessairement  wf"-1). 
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Tli(u)  contenant  les  dérivées  de  u  jusqu'à  l'ordre  2/1 — 3  seule- 
ment. En  prenant  la  dérivée  de  II,  on  aura  l'expression  suivante 

des  termes  qui  contiennent  la  plus  haute  dérivée  de  u.  Comme 
-T-  est  égale  à  u/(u)  et  doit  contenir  u  en  facteur,  on  aura  né- 
cessairement 

a,  =  a%  — . . .  =  atn-i  =  o, 

et  II(m)  sera,  par  suite,  de  la  forme 

U(u)  —  v(x)uu(*n-*)  +  U|(«), 

n4  étant  le  polynôme  déjà  défini.  Cela  posé,  mettons  à  la  place 
de  u  une  solution  de  l'équation  proposée  s'annulant,  ainsi  que 
ses  ±n  —  3  premières  dérivées,  pour  une  valeur  particulière  quel- 
conque x0  donnée  à  x.  La  fonction  II (u)  sera  nulle,  pour  x  =  x0  : 
cela  résulte  de  la  formule  précédente;  et,  comme  elle  doit  se 
réduire  à  une  constante,  elle  sera  nulle  pour  toutes  les  valeurs 
de  x. 

Il  est  donc  établi  que,  si  l'équation  proposée  a  ses  coefficients 
réels,  il  y  a  une  infinité  de  solutions  réelles  annulant  l'intégrale 
homogène  du  second  degré  U(u).  Soit  v  une  telle  solution,  pour 
laquelle  on  a 

(38)  H(i>)=  -V(i>,  p)  =  o. 

Si  on  la  porte  dans  la  formule  (36),  on  obtiendra,  pour  toute 
fonction  #, 

fvf(u)dx  =  W(u,  v) 

ou,  en  remplaçant  u  par  vu, 

(39)  !  vf(uv)dx=  W(uv,  v). 

D'après  l'équation  (38),  le  coefficient  de  u  dans  le  second 
membre  est  nul.  On  aura  donc 

(40)  yV/(w)rfar  =/!(»'), 
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/i(co)  désignant  une  fonction  linéaire  de  co  et  de  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  in —  3.  Nous  allons  montrer  que  cette  fonction 
nouvelle  est,  elle  aussi,  égale  et  de  signe  contraire  à  son  ad- 
jointe. 

Considérons,  en  effet,  l'intégrale 


/ 


<ùfi(<a)dx. 

Si  l'on  y  remplace,  pour  un  instant,  to  par  la  dérivée  u1  d'une 
autre  fonction,  elle  devient,  en  vertu  des  équations  (39)  et  (4°) 

! u'/i(ut)dx  —  f  u'*P(uv,  v)dx  =  !  du  I  vf(uv)dx. 

En  intégrant  par  parties,  on  a 

fd.f,fi~)d.=  ufpA»)*'-f'»A")*, 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (3g)  et  (3^), 

w/i(w)cte  =  uW(uv,  t>) W(uv,  uv). 


s- 


Tous  les  termes  qui  contiennent  u  disparaissent  dans  le  second 
membre;  on  le  reconnaît  immédiatement  si  l'on  remarque  que 
les  termes  en  u  dans  W(uv,  uv)  ont  pour  expression 

Si  donc  on  substitue  <o  à  u'  dans  le  second  membre,  la  relation 
précédente  prend  la  forme 


/u)/,((o)  dx  =  II((U,  w',  . . .,  o}l*n-U 


qui,  nous  l'avons  vu,  caractérise  les  fonction  s /,((»))  égales  et  de 
signe  contraire  à  leur  adjointe.  La  proposition  que  nous  avions 
énoncée  est  donc  démontrée.  On  en  déduit  aisément  la  consé- 
quence suivante,  qui  n'est  autre  qu'une  transformation  de  l'équa- 
tion (4°)  : 

Toute  fonction  d'ordre  impair  2/2  —  1    égale  et  de  signe 
D.  —  IL  8 
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contraire  à  son  adjointe  peut  se  mettre  sous  la  forme 

«■>  *■>-:=/■((;)> 

/,  (w)  désignant  une  fonction  d'ordre  in  —  3  qui  est  aussi 
égale  et  de  signe  contraire  à  son  adjointe;  quant  à  la  fonc- 
tion *>,  on  peut  toujours  lui  attribuer  d'une  infinité  de  ma- 
nières  une  forme  réelle  quand  le  polynôme  linéaire  f(it)  a  ses 
coefficients  réels. 

L'application  répétée  de  cette  proposition  permettra  évi- 
demment de  former  toutes  les  fonctions  égales  et  de  signe  con- 
traire à  leur  adjointe.  On  sera  conduit  à  une  expression  def(u) 
qui  s'écrira  comme  il  suit  : 

, .    x      -     x         \    d     \    d  i       d     i     d     i     d       t  d    /  u\ 


C'est  la  forme  générale  donnée  au  n°  372,  mais  avec  cette  res- 
triction que,  dans  la  suite 

«!,     a2,      ...,     aîn, 

les  fonctions  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égales.  Pour  la 
démontrer  dans  toute  sa  généralité,  il  suffira  de  prouver,  ce  qui 
n'offre  aucune  difficulté  lorsqu'on  emploie  la  formule  (41)?  9ue> 
si  elle  est  vraie  pour  les  équations  d'ordre  2/1  —  3,  elle  s'étend 
d'elle-même  à  celles  d'ordre  2/1  —  1 . 

375.  La  forme  précédente  de  f(u)  une  fois  établie,  reprenons 
les  deux  systèmes  de  solutions  d'une  équation  linéaire  et  de  son 
adjointe  définis  au  n°  371 

11  faudra  remplacer,  dans  les  formules  (29)  et  (32),  n  par 
2/1  —  i  et  supposer  aussi 

On  trouvera  ainsi  que  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  «, 

(43)  ^-(-i)1'-1"*,,-/. 
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Si  l'on  porte  ces  expressions  des  Ç(  dans  les  formules  (i3),  on 
trouvera 

i  W(uh  uk)  =  o,        (i-r-Jc^  a/i), 

et,  si  l'on  effectue  ensuite  la  même  substitution  dans  les  formules 
(i4)  et  (i5),  on  obtiendra,  en  particulier,  les  relations  suivantes  : 

Il  existe  donc,  dans  tous  les  cas,  au  moins  une  relation  homo- 
gène du  second  degré  entre  les  intégrales  d'un  système  fonda- 
mental quelconque;  et  cette  relation  ne  cesse  pas  d'être  vérifiée 
lorsqu'on  remplace  les  intégrales  par  leurs  dérivées  du  premier, 
du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  Tordre  n  —  a.  On  s'assu- 
rera aisément  que  les  formules  (45)  conduisent  par  des  différen- 
tiations  répétées  à  toutes  celles  que  l'on  pourrait  déduire  des 
systèmes  (i4)  et  (i5)  et  contiennent,  par  conséquent,  toutes  les 
relations  réellement  distinctes  entre  les  intégrales  du  système  fon- 
damental considéré  et  leurs  dérivées. 

De  ce  système  particulier  on  peut  évidemment  passer  au  sys- 
tème le  plus  général  par  une  substitution  linéaire  quelconque 
effectuée  sur  les  intégrales  w/.  Alors  les  relations  précédentes  re- 
vêtent une  forme  élégante  et  se  résument  dans  l'énoncé  suivant  : 

Etant  données  les  intégrales 

Mi,    Ut    .  .  .,    Wîtt-l, 

formant    un   système  fondamental  absolument  quelconque, 
elles  vérifient  nécessairement  n  équations  de  la  forme 

<p(i*i,   w,,   ...,  w,a_t)  =o, 
(46) 


ff(w(r_2)> 

» 

„(/î-2)\  _  0 
•  :    utn-\)  —  u> 

?o(rn, 

Ct  2            1    •  • 

•  j    utn-iJ  —   "\      ' 
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où  cp  désigne  une  forme  quadratique  à  coefficients  constants 
que  Von  peut  toujours  réduire  à  une  somme  de  n  carrés  po- 
sitifs et  de  n  —  i  carrés  négatifs. 
De  plus,  les  intégrales 

du  système  adjoint  au  précédent  sont  définies  par  les  formules 

Cette  dernière  relation  a  lieu,  en  effet,  quand  la  fonction  ç>  se 
réduit  à  la  forme  simple 

et,  par  sa  nature  même,  elle  doit  subsister  lorsqu'on  effectue  sur 
les  fonctions  Ui  une  substitution  linéaire;  car  les  fonctions  t>,-  sont 
alors  transformées,  en  vertu  des  relations  (i.{),  par  la  substitution 
inverse. 

376.  Si,  dans  les  formules  (29),  on  remplace  n  par  in  —  1  en 
faisant  a,  =  a2w_/+1 ,  on  aura  une  expression  très  simple  des  inté- 
grales particulières  avec  lesquelles  on  peut  composer  la  solution 
complète  de  l'équation  linéaire  la  plus  générale  d'ordre  2/1  —  1 
équivalente  à  son  adjointe.  Pour  les  applications  que  nous  aurons 
à  traiter,  on  peut  désirer  des  expressions  équivalentes,  mais 
débarrassées  de  tout  signe  de  quadrature.  Voici  comment  on  les 
obtiendra. 

Le  problème  se  résout  immédiatement  pour  l'équation  du 
troisième  ordre  équivalente  à  son  adjointe.  Cette  équation  est  en 
effet  de  la  forme 

\    d     \    d     1    d    u  _ 
<xx  dx  a2  dx  at  dx  oti  ' 

et  elle  se  ramène,  par  un  choix  convenable  de  la  variable  indépen- 
dante, à  la  forme  réduite 

,  .*,  »    d*   fu\ 
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dont  les  intégrales  sont 

Y  X* 

(4o)  Y,    Y*>    A 


'à 


Nous  pouvons  donc  supposer  que  le  problème  proposé  est  ré- 
solu jusqu'à  un  ordre  donné  in —  i .  Soit 

f(u)  =  o 
l'équation  la  plus  générale  de  cet  ordre  et  soient 

1*1,       Ut       ...,       Mjrt-l 

ses  2/1  —  1    solutions   particulières,  débarrassées  de  tout   signe 
de  quadrature.  D'après  la  proposition  du  n°  374,  l'équation 

-;é|i/(j  (?)')!-* 

où  y  et  8  désignent  deux  fonctions  arbitraires,  sera  la  plus  géné- 
rale de  l'ordre  2/1  +  1  équivalente  à  son  adjointe. 

Pour  obtenir  les  différentes   solutions   particulières   de   cette 
équation,  nous  la  remplacerons  par  la  suivante 

Mi(?)')-* 

où  C  désigne  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  fait  d'abord  C  =  o, 
on  obtiendra  les  2  n  solutions 

Y,     ijutBdr,     ...,     7  J  utn-ià  dx. 

Si  l'on  attribue  ensuite  à  G  la  valeur  1,  il  faudra  déterminer 
une  solution  de  l'équation 


'G(ï)'H- 


On  y  parvient  en  mettant  la  fonction  8  sous  la  forme  suivante  : 

P  désignant  une  nouvelle  fonction  arbitraire.  On  pourra  prendre 
alors 


118  LIVRE    IV.    —    CHAP.    V. 

OU 

En  résumé,  nous  obtenons  les  in  -h  i  solutions 


Y>     yfui/($)d.r,     ij$f{$)djr, 


qui  forment,  on  s'en  assure  aisément,  un  système  fondamental 
toutes  les  fois  que/((3)  n'est  pas  nul.  Il  est  vrai  que  ces  solutions 
nouvelles  contiennent  des  signes  de  quadrature;  mais  on  les  fera 
disparaître  en  s'appuyant  sur  les  identités  fondamentales  (36)  et 
(3^),  qui  donnent  ici 

JuifW)dr  =  V(uhî),       yp/(p)ifc=iV(?,P). 

On  peut  donc  représenter  le  système  des  solutions  cherchées  - 
par  les  formules  suivantes  : 

i  U/.M  =  y  V(  «/,  p),         (t  =  i,  a,  ...,  2/1  —  1), 

(52)  IW,=  jY^P»  ?)» 

qui  ne  contiennent  plus  aucun  signe  de  quadrature.  Le  premier 
membre  de  l'équation  correspondante  est  alors 

et  la  nouvelle  valeur  de  W(u,v)  relative  à  cette  équation  sera 

On  vérifiera  sans  difficulté  que,  si  les  solutions  m  sont  celles 
que  nous  avons  définies  au  n°  375  et  qui  sont  caractérisées  par 
les  relations 

W(  M/,  Ufe)  —  o,  (  i  -+-  À ^  2  n  ), 

^i/,.,  «,*-/)- (-i)'"1 

les  nouvelles  solutions  U,-  définies  par  les  formules  (5i)  vérifieront 
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les  relations  analogues 

v0(U/,  ullw-i-/)  =  c-iy-1, 

Vo(U/,  UJt)  =  o>  (t  +  Â-^an  +  a); 

et  la  relation  quadratique  entre  les  intégrales  U  aura,  ici  encore, 
la  forme  simple 

Uj+1-aUflU„+!  +  ...+  2(-irU1Uîn+,  =  o. 

Appliquons  la  méthode  précédente  à  la  formation  des  solutions 
particulières  de  l'équation  du  cinquième  ordre;  en  prenant  comme 
point  de  départ  les  valeurs 

données  plus  haut  pour  les  solutions  particulières  de  l'équation 
du  troisième  ordre,  on  obtiendra  le  résultat  suivant  : 

'u.  =  ïg>  u.-ir, 

:»>  1«.-t(-3-2).  •       "-'('S-iS)- 

On  vérifiera  aisément  la  relation 

qui  a  lieu  identiquement  entre  les  intégrales  et  subsiste  quand  on 
les  remplace  par  leurs  dérivées  premières. 

377.  Dans  les  Mémoires  que  nous  avons  cités,  M.  Bertrand  et 
Otto  Hesse  ont  montré,  d'après  Jacobi,  que  toute  équation  li- 
néaire d'ordre  pair  équivalente  à  son  adjointe  peut  être  écrite  de 
la  manière  suivante  : 

£> A" *"  +  2£==ï  A"-« "'"""  +■  ■  ■ +  A°"  =  6- . 
La  forme  analogue  relative  aux  équations  d'ordre  impair  est  la 
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suivante  : 


Nous  nous  contenterons  de  la  signaler,  en  laissant  au  lecteur  le 
soin  de  la  démontrer.  D'autres  propositions  permettent  encore 
de  former  des  polynômes  égaux,  au  signe  près,  à  leur  adjoint.  Par 
exemple,  il  résulte  du  mode  de  formation  même  des  polynômes 
adjoints  que,  si  deux  polynômes  f(u)y  f\{u)  ont  respectivement 
pour  adjoints  les  polynômes  g{u),  gt  (a),  la  combinaison  linéaire 
Q-f-\-bf\)  où  a  et  b  désignent  des  constantes,  aura  pour  ad- 
jointe ag-hbgi.  Il  suit  de  là,  eh  particulier,  que  le  polynôme 
af(u)-\-b g(u)  a  pour  adjoint  ag(u)  -h  b  f{u)  et  que  les  deux 
fonctions 

/(m) -+-*(*).    f{u)-g{u) 

sont  Tune  égale,  l'autre  égale  et  de  signe  contraire  à  son  adjointe. 
On  peut  indiquer  encore  les  propositions  suivantes  : 
Reprenons  l'équation  du  n°  368 

(56)  yW(")  -«*(*)]  **  =  V(i*f  *), 

et  soient  fx  (m),  g\(u)  deux  nouveaux  polynômes  linéaires,  ad- 
joints l'un  à  l'autre.  Si,  dans  l'identité  précédente,  on  remplace 
u  par  g\(u),  elle  prend  la  forme 

f\»f(*xW)  —  gi<u)g{*)\dx  =  v(gx(u\v). 

Échangeons  dans  cette  identité  fetfi9  g  et  gi}  u  et  c;  ce  qui 
est  évidemment  permis.  Nous  aurons 

En  retranchant  membre  à  membre  les  deux  égalités  que  nous 
venons  d'établir,  nous  trouvons 

yj«/i(^(O)-^/(^i(tt))}«te=v0-v. 
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D'après  la  proposition  du  n°  369,  nous  pouvons  conclure  im- 
médiatement que  ft  (g(u))  est  l'adjoint  def(gt  (w)). 

En  remplaçant  dans  l'identité  (56)  u  par  )  >  on  verrait  de 
même  que  les  deux  polynômes 

sont  adjoints  l'un  à  l'autre.  Supposons  maintenant  que  fK  soit 
identique  à  /et,  par  suite,  g\&  g\  nous  obtiendrons  la  proposi- 
tion suivante  : 

Etant  donnés  deux  polynômes  linéaires  f(u),  g(u)  adjoints 
l'un  à  Vautre,  la  fonction 

sera  identique  à  son  adjointe,  et  la  fonction 

sera  égale  et  de  signe  contraire  à  son  adjointe. 

L'application  de  la  formule  (42)  nous  permet  d'ailleurs  de 
montrer  que  toute  fonction  égale  et  de  signe  contraire  à  son  ad- 
jointe peut  se  mettre,  et  d'une  infinité  de  manières,  sous  la  forme 
que  nous  venons  d'indiquer;  car,  si  l'on  pose 

A/  1     d     1     d  1       d    !  u\ 

le  polynôme  <*(u)  adjoint  à  6(w)  sera  égal  (n°  372)  à 

,   .  .     1     d       ï  d   !  u\ 

an  dx  <!„_!  dx\<tj 

et  la  formule  (4^)  pourra  s'écrire 

/(K)=(_I)„e(^). 
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CHAPITRE  VI. 


COMPLÉMENTS    ET    SOLUTIONS    NOUVELLES    DES    PROBLEMES 
RÉSOLUS    AU    CHAPITRE    II. 


Étude  nouvelle  du  cas  où  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  un  sens.  —  Calcul 
direct  des  invariants  pour  les  différentes  équations  de  la  suite.  —  Expression 
précise  de  la  solution  générale  pour  chacune  de  ces  équations.  —  Relations 
entre  les  intégrales  générales  de  deux  et  de  trois  équations  consécutives  de  la 
suite.  —  Intégrale  générale  de  l'équation  adjointe.  —  Application  au  cas  où  la 
suite  de  Laplace  doit  se  terminer  dans  les  deux  sens;  nouvelle  solution  du 
problème  résolu  au  Chapitre  II.  —  Relations  entre  l'équation  proposée  et  son 
adjointe.  —  Indication  de  trois  formes  différentes  sous  lesquelles  on  peut  mettre 
l'intégrale  générale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles. 


378.  Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  étudié  d'une  ma- 
nière détaillée  les  relations  qui  existent  entre  une  équation 
linéaire  et  son  adjointe,  pour  le  cas  d'une  seule  variable  indépen- 
dante. Nous  avons  vu  qu'à  tout  système  fondamental  de  solutions 
particulières  de  l'équation  proposée  on  peut  faire  correspondre 
un  système  analogue  de  solutions  particulières  de  l'équation 
adjointe,  que  nous  avons  nommé  le  système  adjoint  au  premier. 
La  notion  des  systèmes  adjoints  et  les  propriétés  que  nous  y  avons 
rattachées  vont  nous  permettre  de  compléter  les  solutions  que 
nous  avons  données  au  Chapitre  II  et  les  propositions  que  nous 
avons  développées  à  la  fin  du  Chapitre  IV. 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  relative  à 
une  équation  (E)  se  termine  dans  un  sens,  par  exemple  à  l'équa- 
tion d'indice  positif  (E/).  Nous  avons  vu  (n°  337)  que  cette  équa- 
tion peut  se  ramener  à  la  forme 

c>*ô_  __  «Hogot  d§_  _ 

dx  dy  dx     dy  ~~    ' 
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et  son  intégrale  générale  sera 


Ii3 


(a) 


fr*dy, 


X  et  Y  désignant  les  deux  fonctions  arbitraires.  Si  Ton  conserve, 
pour  les  invariants,  les  notations  du  n°  331,  on  aura  ici 


(3)  hi  =  o,         hi-x=- 

La  formule  de  récurrence 


<i) 


Vp+l  ' 


*hn 


lp-\ 


d2loga 
dxdy 


dxdy 


permettra  ensuite  de  calculer  successivement  les  invariants  des 
équations  (E/^),  (E|_2)j  •  •  ••  On  aura,  par  exemple, 

,  .  ^losA/-,  0«     .      /      d*x         d*  d%\ 

v    7  *  dxdy  dxdy     *  \    dxdy        dxdy) 

Mais  nous  allons  voir  que  l'on  peut  obtenir  directement  l'ex- 
pression de  l'un  quelconque  de  ces  invariants. 

Introduisons,  en  effet,  les  quantités  H*  définies  par  les  formules 
suivantes  : 


(6) 


!  H0  =  • 

h 

H,= 

a 

di 
dx 
d*a 

» 

ày 

dxdy 

< 

dx 

d*% 

a 

dx 

dx* 

dOL 

d*z 

Hp  = 

dPOL 

dxdy 

... 

i 

àyP 

... 

dPa 

dxP 

dP+i<x 

dxPdy 


d*P% 
dxP  dyP 


Si  Ton  convient  de  désigner  par  la  notation 
le  déterminant  formé  avec  k  fonctions  a,,  . . . ,  a*  de  t  et  leurs  dé- 
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rivées  par  rapport  à   t  jusqu'à  l'ordre  k  —  i,  on  voit  que  l'on 
pourra  écrire 

(  „  _D  (*  â%    di*  dPa\ 

\      p  \>  dy     dy*  dyp) 

1         _r>    I      da     d**  dPoi\ 

[        -Dr{*>  3£'3£ï'  ••"  w)' 

Cela  posé,  nous  allons  établir  que  l'on  a,  pour  toutes  les  va- 
leurs de/?, 

(8)  *.--,-- '"!gIv'- 

v    '  p  dxdy 

Cette  relation  se  vérifie  pour  les  deux  premiers  invariants  hi_K 
et  A/_2?  dont  nous  avons  déjà  donné  l'expression.  Pour  établir 
qu'elle  est  générale,  il  suffira  donc  de  montrer  que  les  valeurs 
ainsi  définies  des  invariants  satisfont  à  la  relation  de  récurrence 
(4),  c'est-à-dire  que  l'on  a 

yj/  àxdy     oV     '    l     P*1;       dxdy     &\    pdxdy         àx     dy  / 

Or,  si  l'on  considère  le  déterminant  Kp+i  et  si  l'on  désigne, 
pour  un  instant,  par  ap,p,  aPiP+t,  «/>+«,/»  ap+iiP+i  les  éléments 
qui  appartiennent  aux  deux  dernières  lignes  et  aux  deux  dernières 
colonnes,  une  formule  très  importante,  mais  bien  connue,  de  la 
théorie  des  déterminants  nous  donne  la  relation 

H  d*HjH-i         __  dHp+i     àHp+j dHp-n     dHp-H 

p      àcip^pdap+i^p+i         àaPyP   dap^,p^-i       <*<*p,p+i  dapJt.^p 

La  dérivée  seconde  qui  entre  dans  le  premier  membre  est  évi- 
demment Hp^i.  Quant  aux  quatre  dérivées  premières  qui  figurent 
dans  le  second  membre,  on  reconnaît  aisément  qu'elles  ont  res- 
pectivement pour  valeurs 


à*Hp      H        _àUp      _àUpm 
dx  dy*         py  0yy  àx 


On  est  donc  conduit  à  l'identité 

àn\n       àHD  dHD 


(io)  Hp-tUp^  =UP 


lp     Ullp 


p  dx  dy         dx     dy 
d'où  découle  la  relation  (9)  que  nous  voulions  vérifier. 
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379.  Une  fois  connue  l'expression  des  invariants,  on  pourra 
obtenir  l'intégrale  générale;  il  suffira  d'appliquer  la  formule  (4o) 
donnée  au  n°  336  [p.  38].  Mais  on  parvient  à  un  résultat  plus  élé- 
gant par  la  méthode  synthétique  suivante,  à  laquelle  nous  avons 
été  conduit  par  induction. 

8  étant  la  fonction  déterminée  par  la  formule  (2),  introduisons 
la  quantité  suivante  : 


(») 


rv      /.  ÔOL       d*OL 

0^  =  Dx(e,  a,  -, 


ày    dy* 


Dx  étant  le  symbole  déjà  défini  par  la  formule  (7)  ;  6P  est  un  déter- 
minant d'ordre  p  4- 1 .  Nous  allons  voir  que  les  valeurs  de  §p  corres- 
pondantes aux  valeurs  o,  1,  2,  ...  de  p  sont  les  solutions  générales 
des  différentes  équations  de  la  suite  de  Laplàce;  Qy,  sera  la  solution 
générale  de  l'équation  (E,-_y,).  Pour  établir  ce  résultat,  il  suffira, 
évidemment,  de  montrer  que  §p  satisfait,  quelles  que  soient  les 
fonctions  arbitraires  X  et  Y  qui  figurent  dans  l'expression  de  6,  à 
une  équation  qui  admet  les  invariants  de  (E/_y,).  Or,  si  l'on  met 
6P  sous  forme  de  déterminant  et  si  l'on  désigne  par  a„hU  l'élément 
de  ce  déterminant  qui  appartient  à  la  ligne  m  et  à  la  colonne  n, 
une  formule  déjà  rappelée  nous  donnera  les  identités 


dbr 


<>e. 


<w„ 


«w. 


dn„ 


àa,p+Up+i  àaPtP       dap^p+t 

àap+itp       vp  daPtP  dap+^p+t  ' 

dtop          âbp             dtp 

àap+up+t  dalyP       dap+Up 

daPyP  àaUpAr\           dap^p+i 

^a\,P           P  àap^pda^p+i 

Pour  éviter  toute  confusion, 

écrivons  le  déterminant  comme  il 

suit 

dx 

dPb         1 

dxP       1 

dx 

dp*       | 

a                   — 
dx 

dxP         1 

da                 d*a 

«                        àP+l*       1 

dy                dx  dy 

dxP  dy      ' 
i 

dP-i  a              dPt 

d*P~i  a 
dxP  dyP-i 

àyP-i          dxdyP~l 
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Si  Ton  remarque  que  les  dérivées  par  rapport  à  y  des  éléments 
de  la  première  ligne  sont  proportionnelles  aux  éléments  cor- 
respondants de  la  seconde  ligne,  on  calculera  sans  aucune  diffi- 
culté les  valeurs  suivantes  des  mineurs  qui  figurent  dans  les 
identités  précédentes 


r)0p         _  ft  dbp_  _  e)*e 


P-\ 


dap+i^p+i         /_  dap>p        dxdy 

cJQ,, etô^  dti„      _  __  d§,,_i 

ddp^p+i  ~~  dy    9  dcip+Up  ~         dx 

■  (—  i;"Hp.„  — — - ,— —  -  0,-,, 


da^p+i  dcip^pàa 


p+\,p+\ 


^-')"-'-£F-,>       „„.       '• .  ...=<— y  H,-., 


da{,p  àx  ôa^pdap+i^p+i 

**>     =  (_,)P-,^. 

daPyPdaUp^i  dy 

La  substitution  de  ces  différentes  valeurs  nous  donnera  les  trois 
relations  suivantes  : 

d*^       d^t  dbp-t 
(la)  "p-i'-Jz ^T"11!»-»      =0pHp-1, 


II 


d.r  dx 

^    !  dxdy  d.r        d^  p     d^ 


Si  Ton  élimine  §p  entre  les  deux  dernières,  on  sera  conduit  à  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

\    dx  dy  dy  dx 

\  (HogH,,.-!  dbp-y    t    d\o%Hp-i  à\ogllp-ltk       _ 

[  dX  dj~  +  dP  d*  0/'-1~  °» 

dont  S^_i,  qui  contient  les  deux  fonctions  arbitraires  X  et  Y,  sera 
évidemment  l'intégrale  générale.  Les  invariants  h  et  k  de  cette 
équation  ont  pour  valeurs  # 

__  d*IogH„-,       _  d'iogiy, . 
dxd/       '  dxdy      ' 

ce  sont  précisément  les  invariants  de  l'équation  (E/_^+1). 


COMPLEMENTS    ET    SOLUTIONS   NOUVELLES.  l'IJ 

380.  Le  problème  que  nous  nous  étions  proposé  est  ainsi  com- 
plètement résolu.  Nous  savons,  en  effet,  former  toutes  les  équa- 
tions qui  composent  la  suite  de  Laplace  :  l'équation  (E/.^)  est 
donnée  par  la  formule 

_  v     &*   __  dlogHp-j  âz  _  àlogUp  dz_  _^  à  logHp  dlogHp-^  =  q 
v    i—p)   ùxdy  tfy         f)x  f)X       dy    '         dx  dy         **         ' 

et  elle  se  présente  précisément  sous  la  forme  réduite  que  nous 
avons  signalée  au  n°  328  [p.  26].  Nous  connaissons  de  plus  son 
intégrale  générale,  qui  est 

04)  ,  =  e,=  D,(e,a,|,...,^). 

Enfin  les  identités  (12)  établissent  des  relations  précises  entre 
les  intégrales  générales  de  deux  ou  de  trois  équations  consécutives. 

On  peut,  en  les  combinant  et  en  éliminant  Ô^i,  ~;- t-1  »  en  déduire 
la  relation  nouvelle 


dHp-*  0  ir      <*6',-,  -  -  h      0 


Si  Ton  joint  cette  équation  à  la  seconde  des  identités  (12),  on 
obtient  les  relations 


U*) 


-^r~  up-i  ~~  hp-«  ~^r~  ~"  H'>-1  e*-*' 


-1  —  Hp_j  — f—  =  \\p-t 


àx      F   l         //_1    ôx 


qui  représentent  ici  les  deux  formules  du  n°  330  par  lesquelles  on 
passe  d'une  équation  de  la  suite  aux  deux  équations  voisines  et 
qui,  à  elles  seules,  suffiraient  à  établir  que  0^  est  bien  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (E/.^).  Remarquons  encore  que  la  pre- 
mière des  identités  (12)  établit  une  curieuse  relation  entre  les 
intégrales  générales  de  trois  équations  consécutives  de  la  suite. 
On  peut  la  généraliser  et  l'étendre  au  cas  où  la  suite  de  Laplace 
est  illimitée  dans  les  deux  sens,  mais  nous  laisserons  ce  point  à 
l'examen  du  lecteur. 

381.  L'étude  de  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (E'), 
adjointe  de  (E),  ne  présente  plus  aucune  difficulté.  Nous  savons 
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(n°  365)  que  cette  suite  se  termine  à  l'équation  d'indice  négatif 

(El*)- 

L'invariant  k  de  cette  équation  est  égal  à  l'invariant  h  de  (E/), 

c'est-à-dire  à 

àx  ày 

Il  suffira  maintenant  de  répéter,  en  partant  de  (El£-),  les  opéra- 
tions que  nous  avons  faites  en  prenant  comme  point  de  départ 
l'équation  (E/),  c'est-à-dire,  en  définitive,  d'échanger  partout x 
et  y  en  conservant  la  valeur  de  a;  si  donc  on  pose 

(i6)  a^Y-i-  fzXdx, 

a-  sera  l'intégrale  générale  de  (El,-)  et  la  fonction 

/  à*  àP-ii\ 

satisfera  à  l'équation 

,        s     à* s  <Hn?H.,  àz        riloglfp-t  àz        d\ogHp-i  f)loçHp      _ 

V    -«+/>     fa  ày  dy        àx  Ox         ày  ^~         àx  ày       ~  ~~    ' 

qui  a  les  mêmes  invariants,  à  l'ordre  près,  que  (E£-_^)  et  qui  est, 
par  suite,  équivalente  à  l'adjointe  de  cette  équation.  Pour  avoir 
exactement  l'adjointe  de  (E/_^),  il  suffira  de  faire  la  substi- 
tution 

en  sorte  que  cette  adjointe  aura  pour  intégrale  générale 


(18) 


*/' 


H.H 


pUp-i 


382.  Examinons  maintenant  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  se 
termine  dans  les  deux  sens,  par  exemple  aux  équations  (E/), 
(E__y).  On  peut,  en  s'appuyant  sur  les  résultats  précédents,  re- 
trouver la  solution  déjà  donnée  au  Chapitre  II,  Posons,  en  effet, 

i-T-y  =  m  —  1; 
les  invariants  de  l'équation  (E_/)  sont,  d'après  la  formule  (8), 

d'Io^Hw-t  d'IogH/a-t 

àx  ày  àx  ày 
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Pour  que  la  suite  se  termine  à  cette  équation,  il  faudra  donc 
que  Ton  ait 


dMocH 


S"«-i 


dxdy 
Si  Ton  tient  compte  de  l'identité  déjà  démontrée  (10) 

HMHM-,  -  H,,,.,  —âj-â—-9 
on  voit  que  l'on  devra  avoir 

sans  qu'aucune  des  quantités  antérieures  Km-i,  H,M_2,  ...  soit 
nulle. 

L'équation  précédente  s'intègre  immédiatement  :  elle  exprime 

qu'il  y  a  entre  les  fonction  a,  t-  >  •  •  •  une  relation  linéaire 

09)  v*-*i^  +  '-"+v"^*=0. 

dont  les  coefficients  sont  indépendants  de  x  et  sont,  par  suite,  de 
simples  fonctions  dey.  Cette  relation  peut  être  considérée  comme 
une  équation  linéaire  à  laquelle  doit  satisfaire  a  et  dont  l'inté- 
grale générale  est,  évidemment, 

a  =  J?i7)|  -f-jrjiis-f-...  Trxmrimy 

>li»  *Ï2>  •  •  •>  tirn  désignant  m  solutions  particulières,  linéairement 
indépendantes  et  fonctions  de  y  seulement;  et  xAj  . . .,  xm  des 
fonctions  quelconques  de  x.  Ces  fonctions  devront  être  aussi 
linéairement  indépendantes;  sans  cela  un  des  déterminants  Hw_/* 
antérieurs  à  Hm  serait  nul. 

Reprenons  maintenant  la  valeur  déjà  donnée  de  6 


=  X4-|Ya<(r; 


nous  allons  montrer  qu'on  peut  la  débarrasser  de  tout  signe  de 
quadrature.  Soit,  en  effet, 

(20)  cp(8)  =  n,„8(""  -f-  fi«-i8^-»  -+-. .  .+  fx8  =  o 

n.  -  11.  9 
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l'équation  linéaire  dont  les  coefflcients  sont  fonctions  dey  et  qui 
est  adjointe  à  l'équation  (19).  Si,  dans  l'expression  de  6,  on  rem- 
place Y  par  —  ^(Y)»  on  a 

h  =  m 

Or,  les  yj  étant  les  solutions  de  l'adjointe  à  l'équation  (20), 
toutes  les  quadratures  qui  figurent  dans  cette  formule  peuvent 
être  effectuées;  et,  si  l'on  pose 


/♦ 


,?(Y)ii*rfr  =  /.(Yl  v»), 
y  étant  la  fonction  bilinéaire  définie  au  n°  368,  on  aura 

(2.)  «  =  X-2a?*X(Y.^)- 

A  =  l 

Introduisons  maintenant  le  système 
yu  y*>  •  ••>  y  m 
de  solutions  de  l'équation  (20)  qui  admet  pour  adjoint  le  système 

Tiii  Tji>  ■  •  •»  *)«• 
On  aura,  nous  l'avons  vu  au  n°  370, 

ztr/i,  -rih)  =  if      xCta,  v*0  =  o. 

Si  l'on  fait  Y  = j^,  l'expression  de  6  deviendra  donc 

et  0  s'annulera  pour  X  =  x^  Y  =^a  ;  c'est  le  résultat  qui  nous 
a  servi  de  point  de  départ  et  qui  permettra  de  retrouver  la  solu- 
tion donnée  au  n°  340. 

Supposons  maintenant  qu'au  lieu  de  considérer  la  suite  de 
Laplace  comme  commençant  à  (E/),  on  adopte  comme  point  de 
départ  l'équation  (E_y)  :  on  obtiendra  évidemment  des  résultats 
analogues,  que  l'on  déduira  des  précédents  par  l'échange  de  x  et 
dey,  de  i  et  dey.  A.  l'équation  (20)  correspondra  la  suivante  : 

(22)  f(0i)  =  \m^'m)  •+■  X/n_10>'m-1^  -H..  .-f-X<JJ  =0, 
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à  laquelle  satisferont  les  fonctions  #/.  Soient 

ci»  Ui    •  •  •>  Çw 

les  solutions  adjointes  b,,^,...,i:m.Aa  correspondra  la  fonction 

(23)  p  =y\\v  +y%U  +--+/»U 

et  Tinvariant  h_j  de  (E_y)  aura  la  valeur  suivante 

h  _.=      «frlogp 

toute  semblable  à  l'expression  (3)  déjà  donnée  pour  A/_|.  A  la 
fonction  9,  il  faudra  substituer  la  suivante 

(24)  a  =  Y-2^/^/(X)^r, 
et,  si  l'on  pose 

(25)  yW(X)**=v(x»fc). 

on  reconnaîtra  que  o-  s'annule,  comme  6,  pourX=:^j  Y=y^. 

383.  Ces  remarques  étant  admises,  formons  la  suite  de  Laplace 
relative  à  l'équation  adjointe  (E').  Nous  savons  (n°  365)  qu'elle 
se  terminera  aux  équations  (Ey),  (Elz);  et  l'invariant  k  de  (Ey) 
sera  égal  à  l'invariant  h  de  (E_y),  c'est-à-dire  à 

dxdy 

Si  donc  on  compare  à  la  première  suite,  on  voit  que  l'on  ob- 
tiendra tout  ce  qui  se  rapporte  à  l'équation  adjointe  en  échangeant 
i  et  y,  a  et  (î,  c'est-à-dire  en  remplaçant  les  fonctions  xpy  yp  par 
leurs  adjointes  %PJ  r\p.  Ainsi  : 

Pour  passer  de  V équation  proposée  (E)  à  son  adjointe  (E'), 
il  faudra  échanger  i  etj  et  remplacer  les  couples  (xp,  yp)  par 
les  couples  adjoints  (%p,  rip). 

L'intégrale  de  l'équation  (E')  sera  donc  de  la  forme 

IX     X'     ...     X(^     Y      Y'     ...     Y(/) 

!   El      Pi      ...     W     lit      r\      ...      r//> 
(26)  N1 

I 

I    \m      S'/n      •••      WH      *î/>*      V/«      •••       rtm 

N  étant  un  facteur  que  l'on  saura  déterminer. 
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384.  Mais  on  peut  obtenir  une  solution  plus  précise  en  faisant 
usage  des  résultais  que  nous  avons  donnés  plus  haut  pour  le  cas 
où  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  un  sens.  Si  nous  considé- 
rons cetle  suite  comme  se  terminant  à  l'équation  (E/),  il  faudra 
prendre  pour  a  la  valeur  déjà  donnée 

a  =  Xi r,!  -+- . . .  ■+-  xmrim, 
et  les  invariants  de  (E)  seront 

U/'  àxây      '  àxdy 

Si,  au  contraire,  nous  considérons  la  suite  comme  se  terminant 
à  l'équation  (E_y),  on  aura 


et,  si 

l'on  pose 

W 

K0  =  j3, 

• . . ,        Kp 

=  DX^, 

les  invariants  de  (E) 

seront  de 

même 

Û9) 

<PlogK/ 

dxùy 

r)«lo 
02 

?dy 

Nous  allons  vérifier  d'abord  que  ces  expressions  différentes  (27) 
et  (29)  donnent  les  mêmes  valeurs  pour  les  deux  invariants. 

D'après  le  théorème  de  Cauchy  et  de  Binet  relatif  à  la  multipli- 
cation des  systèmes  linéaires,  la  fonction  H;  sera  le  produit  des 
deux  systèmes  rectangulaires 


xx     xt 


x\ 


•*    . 

. .     xm  1 

■ni 

Vit         • 

. .    nm 

xm 

1 

T/i 

Vî    • 

TJ/#I 

* 

..  *;,i  i 

T<0 

r(l) 

Tïtn 

c'est-à-dire  qu'elle  sera  la  somme  des  produits  de  tous  les  détermi- 
nants formés  avec  *  -+-  1  colonnes  du  premier  système  et  avec  les 
colonnes  de  même  rang  du  second.  De  même,  la  fonction  Ky_, 
sera  le  produit  des  deux  systèmes  rectangulaires 

!     Ci  U        ..       U 

r,      g;    ...    s* 


t(y-i)     t(y'-i) 


£<;  -n 


ri 

7»    • 

y  m 

y. 

/,    • 

•  •     y  m 

y/-" 

rt~"   ■ 

...  /t* 
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Or,  d'après  les  formules  (19)  et  (20)  du  Chapitre  précédent,  à 
chacun  des  produits  de  la  première  somme  correspond  un  pro- 
duit de  la  seconde  qui  est  au  premier  dans  le  rapport  de  jx'^1  A'  à 
( — i)tf+|JA^A,  A  et  A' étant  les  déterminants  formés  respective- 
ment avec  les  dérivées  des  fonctions  Xi  et  des  fonctions  ^/jusqu'à 
l'ordre  m  —  1 .  On  aura  donc 


(3o) 

et,  par  suite, 


d'IogH/  _  a»logKy-, 


dx  dy  dx  dy 

On  trouvera  de  même,  en  changeant  i  en  i  —  1 ,  j  en  j  4-  1 , 

et  ainsi  se  trouve  établie  la  concordance  des  deux  expressions 
différentes  que  nous  avons  obtenues  pour  chacun  des  invariants 
de  (E). 

385.  On  peut,  en  faisant  usage  de  l'identité  que  nous  venons 
d'établir,  mettre  sous  une  forme  plus  simple  l'expression  déjà 
donnée 

X      X'      ...     \{i)     Y      Y'      ...     Y<" 


M 


X\      a^ 


r(') 


y\    y\ 


y\J) 


p'O 


ym  y,t 


/(/> 


pour  l'intégrale  générale  de  (E).  Multiplions  le  déterminant  pré- 
cédent par  le  suivant 


I 

0 

0 

0 

O 

t>    .    . 

O 

0 

;. 

r,  • 

..  ?'/-' 

*il 

V.      . 

..  V/> 

0 

u 

s;  • 

•  ?</-» 

*Î2 

V,      • 

••      V," 

0 

'u 

e«  • 

Tun 

Tj  m 

Y(i) 
U/n 

en  avant  soin  de  faire  la  multiplication  colonne  par  colonne.  Si 
l'on  tient  compte  des  relations  (i4)  et  (i5)  établies  au  n°  370 
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[p.  io3]  entre  les  fonctions  de  deux  systèmes  adjoints  et  si  l'on 
pose,  pour  abréger, 

\  .»    » 


(3i) 


!R.    .   _  C./i)  V(A)    .  _u  t(/#)  v(*)  _  J__JL, 

»/*,*  -  Si  ri  -+-. .  .-r-  u  ^m  -  ^/4 ^ 


on  a  le  résultat  suivant 


M 


X 

X' 

X(/; 

Y 

Y' 

\IJ) 

o 

o 

O 

Boo 

Boi 

Boy 

o 

o 

o 

Bio 

B,i 

...       . 

Biy 

o 

•                  •  •  ■ 

0 

By-1,0 

By-l,l 

By-i,/ 

Aoo 

Aïo 

A/o 

O 

O 

.  .       . 

o 

A01 

An        ... 

A/, 

o 

O 

..       . 

0 

Ao,/-i 

AM-«     .. 

A/,/-! 

o 

O 

.  .       0 

o 

A0/ 

Ai/       . 

.       Au 

o 

O 

. .     o 

(-1)' 

\*-m 


Ce  déterminant  se  développe  sans  difficulté  et  nous  donne 


X 

X'        .. 

.        Xw 

(— l)/(l+y)MKy_, 

A0o 
A0i 

Aïo 

A/o 
.         A/t 

A0,/-i 

... 

A/,/_i 

Y 

Y' 

Y(» 

Boo 

B0i 

..           B0y 

_,)«+i)iy+»H/M 

Bio 

Bn       . 

..        Biy 

By-i,o    By_M     •  • 


*y-u 


Si  Ton  attribue  à  M  la  valeur  J^-  — ^— — et  si  Ton  remplace 
ensuite  le  rapport  jt-^-  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (3o),  on 
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aura  enfin  l'expression  suivante  de  l'intégrale  généra 


i35 


i 


X 

Aoo 

A0,i-i 


X' 

Ajo 


A 10 
A/,t-j 


(-  O'^1 
ni.*' 


Y 

B00 

By_l,C 


Y1 
B0i 


B0y 


qui  est  parfaitement  symétrique  par  rapport  aux  indices  i  et  y  et 
ne  contient  plus  que  des  déterminants  d'ordre  i+i  ety-f-i, 
tandis  que  l'expression  primitive  exigeait  le  calcul  d'un  détermi- 
nant d'ordre  i  +  j\  L'expression  précédente  peut  encore  s'écrire 


(3a) 


L  =  — : —  D».  i  A,  g.  — î   •  •  •  i   1 


Comparons  cette  formule  à  celle  que  nous  aurions  obtenue  en 
appliquant  la  formule  générale  (u).  L'expression  de  ô  a  déjà  été 
donnée  par  l'équation  (ai),  et  Ton  peut  écrire 

(3*  bis)  0  =  X-£(Y,  a). 

En  la  substituant  dans  la  formule  (i4)  où  l'on  fera  ensuite 
p=i7  on  aura  la  valeur  de  6/.  Cette  valeur  est  nécessairement 
proportionnelle  à  Z,  et  la  comparaison  des  parties  des  deux  ex- 
pressions qui  dépendent  de  la  seule  fonction  arbitraire  X  nous 
permet  de  conclure  \ 


(33) 


Z  = 


AX> 


£»•(••**■ 


4-1  )' 


dy 


A  cette  nouvelle  expression  de  l'intégrale,  on  ajoutera  la  sui- 
vante qui  se  démontre  de  la  même  manière 

i-^M^.3 £!)■ 

Tétant  la  fonction  analogue  à  6,-  définie  par  les  formules  (24) 
et  (a5). 

386.   Ces  différentes  expressions  permettent  de   former  sans 
nouveau  calcul  l'équation  aux  dérivées  partielles  dont  Z  est  Tinté- 


l36      LIVRE   IV.  —  CHIP.   VI.  —  COMPLÉMENTS  ET  SOLUTIONS  NOUVELLES. 

grale  générale.  Comme  on  a 

il  suffira  de  substituer  cette  valeur  dans  l'équation  à  laquelle 
satisfait  8/.  Si  l'on  fait  p  =  {'dans  l'équation  (E/_^)[p.  127],  on 
trouve 

cM/        dlo<?H,_,  A-  _  dlogH,  de,       «HogH/  dlogH/-t 
ôx  ôy  ôy         ôx  ôx       ôy  Ox  Oy 

En  effectuant  la  substitution  indiquée,  on  obtiendra  pour  Z 
l'équation  suivante 

(35)     d*Z    __  dtogH/-!  àJt  _  <MogK/-i  dZ  _^    ()loffH/-t  <HogK/-t  z  _  0 
dzr  c(^  c^         <>.r  ôy        Oy  ôy  ôx 

qui  est  également  sous  forme  réduite  et  parfaitement  symétrique 
par  rapport  à  i  et  à  y. 

On  passera  de  la  proposée  à  son  adjointe  en  échangeant  i  et  j, 
a  et  p.  Si  Ton  pose 


(36) 


l  Z  -     f     D    f\   S   ()?  ()J'^\ 


l'adjointe  à  l'équation  (35)  aura  pour  intégrale  générale 

Z0 


(37) 


Hi-,Ky-, 


Ce  résultat  s'établit  par  la  méthode  que  nous  avons  employée  au 
n°  381.  On  peut,  d'ailleurs,  ajouter  à  la  formule  (36)  deux  autres 
expressions  équivalentes,  toutes  semblables  à  celles  que  nous 
avons  données  pour  Z. 
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CHAPITRE  VIL 

LES    ÉQUATIONS    A    INVARIANTS    ÉGAUX. 

Rappel  des  propositions  déjà  signalées  relativement  aux  équations  dont  les  inva- 
riants sont  égaux.  —  Emploi  des  solutions  données  au  Chapitre  précédent.  — 
Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  proposée  ait  des  invariants 
égaux  et  soit  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace.  —  Détermination  de  toutes 
les  équations  à  invariants  égaux  dont  l'intégrale  peut  être  obtenue  sous  forme 
explicite.  —  Deuxième  solution  de  ce  problème.  —  Théorème  de  M.  Moutard. 
—  Expression  précise  de  la  solution  générale.  —  L'emploi  du  théorème  de 
M.  Moutard  permet  d'obtenir  toutes  les  équations  dont  la  méthode  de  Laplace 
peut  donner  l'intégrale  générale. 


387.  Nous  avons  déjà  signalé  plusieurs  propriétés  1res  simples 
des  équations  linéaires  du  second  ordre  dont  les  invariants  sont 
égaux.  Nous  savons  (n°  329)  qu'on  peut  les  ramener  à  la  forme 
simple 

Nous  avons  aussi  remarqué  (n°  365)  que,  si  on  les  écrit  sous  la 
forme  précédente,  elles  sont  identiques  à  leur  adjointe,  et  que, 
dans  tous  les  cas,  on  peut  passer  d'une  équation  dont  les  inva- 
riants sont  égaux  à  son  adjointe  en  remplaçant  z  par), -3,  \  étant 
une  fonction  convenablement  choisie  de  x  et  de  y.  On  peut  en- 
core signaler  la  propriété  suivante,  qui  est  une  conséquence  immé- 
diate des  propositions  déjà  obtenues. 

Soit  (E)  une  équation  à  invariants  égaux-,  comme  elle  est  équi- 
valente à  son  adjointe,  la  suite  de  Laplace  relative  à  cette  équa- 
tion se  confond,  évidemment,  avec  la  suite  analogue  relative  à  son 
adjointe.  Si  donc  la  suite  se  termine  dans  un  sens,  à  l'équation 
(E„_i)  par  exemple,  il  faudra  nécessairement  (n°  365)  qu'elle  se 
termine  en  sens  contraire  à  l'équation  (E_n+I).  Ainsi,  les  équa- 
tions à  invariants  égaux  ne  peuvent  jamais  admettre  ces 
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intégrales  générales  dans  lesquelles  une  des  deux  fonctions 
arbitraires  est  nécessairement  engagée  sous  un  signe  d'inté- 
gration. Si  la  méthode  de  Lap lace  peut  donner  leur  intégrale 
générale,  les  deux  fonctions  arbitraires  y  entreront  dégagées 
de  tout  signe  de  quadrature  ;  et  cette  intégrale  sera  du  même 
rang  à  la  fois  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y.  Cette  re- 
marque est  essentielle,  et  elle  va  nous  permettre  de  déterminer 
toutes  les  équations  à  invariants  égaux  que  Ton  pourra  intégrer 
par  l'application  régulière  de  la  méthode  deLaplace. 
Ecrivons,  en  effet,  la  suite  de  Laplace 

(E.^0,     (E_/l+2),     ..-,     (E-i),     (E),    (E,),     ...,    (E„_,),     (E,,.,), 

relative  à  l'équation  (E),  et  supposons  que  cette  suite  se  termine 
aux  deux  équations  (E„_,),  (E_rt+I).  On  aura  ici,  en  conservant 
toutes  les  notations  du  Chapitre  précédent, 

i  =J  =  n  —  i,         m  =  in  —  i 
et 

(  a  =  ^it41  -f-tfjïjî-H. .  .-4-a?î/i-ir,1:i-i, 

(  p=  liyx  -+-Uyi+--'-+-ltn-iytn-i. 

L'invariant  k  de  (E,|_,  )  et  l'invariant  h  de  (E_rt+!  )  auront  res- 
pectivement pour  valeurs 

àxdy  '  dxôy 

La  suite  deLaplace  relative  à  (E)  se  confond,  nous  l'avons  déjà 
remarqué,  avec  la  suite  analogue  relative  à  son  adjointe.  Il  résulte 
de  là  (n°  365)  que  l'équation  (Ea)  de  la  suite  précédente  aura 
pour  adjointe  l'équation  (E_a)  de  la  même  suite;  ou,  plus  exacte- 
ment, ces  deux  équations  auront  leurs  invariants  égaux,  à  l'ordre 
près.  Si  l'on  applique  cette  remarque  aux  deux  équations  qui  ter- 
minent la  suite,  on  reconnaît  immédiatement  que  Ton  devra  avoir 

d*  loga  _       d*  lopjiJ 
àx  dy    ~~        à x  à  y 
ou,  en  intégrant, 

(3)  a=pO(*)crO'), 

8  et  <t  désignant  deux  fonctions  inconnues  de  x  et  dey.  On  peut 
les  faire  disparaître  comme  il  suit. 
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Si  l'on  divise  par  6(#)  le  premier  membre  de  l'équation 
linéaire  d'ordre  in  —  i  dont  xK,  x2,  . . . ,  #2«-i  sont  les  solutions 
particulières,  les  nouvelles  fonctions  adjointes  Ç',,  £'2,  •••  sont 
égales  aux  anciennes  multipliées  par  0(#);  l'équation  précédente 
se  réduira  donc  à  la  forme 

«  =  M.r). 

Une  opération  analogue,  appliquée  à  l'équation  dont  les  solu- 
tions particulières  sont^,  j^j  •••>  ^2/1-1?  permettra  de  même 
de  faire  disparaître  la  fonction  <r(y).  Ainsi,  par  un  simple  chan- 
gement d'écriture  et  sans  diminuer  en  rien  la  généralité,  on  peut 
ramener  l'équation  (3)  à  la  suivante 

(4)  *  =  ?, 

d'où  les  fonctions  9  et  <t  ont  disparu. 

Réciproquement,  si  la  condition  précédente  est  vérifiée,  l'équa- 
tion (E)  aura  ses  invariants  égaux.  D'après  les  résultats  du  n°  386, 
cette  équation  peut,  en  effet,  être  ramenée  à  la  forme  simple 


d*z         (Ho^H^-j  dz       d\ozK„. 
dxdy             dy         dx             dx 

_2  dz       d  logll,,-. 
dy   '           dy 

dx 

et  elle  admet  pour  invariants 

^lo-H,,.., 
dxdy 
Or  on  a  ici 

^loçK,,-, 
dxdy 

(H«-*  =  D*(*>    ày    ••"   dyn- 

a  étant  égal  à  [3,  on  a  nécessairement 

II„_j  =  K„_t  ; 

et,  par  suite,  l'équation  proposée  a  bien  ses  deux  invariants  égaux. 

Si,  dans  l'équation  (5),  on  effectue  la  substitution  >n^ 

z  =  Zi  H„_j, 

elle  prend  la  forme  simple 

d*zx  dHogH,,.,, 

K1)  ,         dxdy  dxdy      ~l 


f 
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et,  d'après  les  résultats  du  Chapitre  précédent,  son  intégrale  peut 
se  mettre  sous  l'une  des  trois  formes  suivantes  : 


(8) 


[  '  n    /v         d*  0*-*%\ 

\  z>  =     axju'-.h-.  D* [x>  *•  ôp  '  ■  •  •  '•  ôr=i) 

Toute  la  difficulté  se  ramène,  on  le  voit,  à  la  détermination  des 
fonctions  Xh,  y  h  pour  lesquelles  on  aura  identiquement 


«  =  ?, 


c'est-à-dire 

(fi)     *irl,-H.rîrllH-...-t-,rlll-.lTlîll-,  =  \{yx  -,    £s^j  h-.  . .  -f-  Çs«-j^2/i-i- 
Voici  comment  on  peut  résoudre  cette  équation. 

388.  Prenons  les  dérivées  des  deux  membres,  par  rapport  à  y 
par  exemple,  jusqu'à  Tordre  m —  i  inclusivement,  et  donnons 
ensuite  à  y  une  valeur  particulière  quelconque.  On  obtient  ainsi 
m —  1  relations  linéaires  à  coefficients  constants  entre  les  fonc- 
tions Xh,  Sa'.  Ces  équations  peuvent  être  résolues  par  rapport  aux 
inconnues;  car  leur  déterminant 

Vy-iy^yn  •  ...^m  1) 

ne  peut  être  nul  pour  toute  valeur  particulière  de  y»  les  fonctions 
Yi  étant,  par  hypothèse,  linéairement  indépendantes. 

Les  valeurs  ainsi  obtenues  des  fonctions  Ç^  sont  évidemment 
des  combinaisons  linéaires  des  fonctions  Xh  \  on  peut  donc  énoncer 
le  résultat  suivant  : 
•x  L'équation  linéaire  d'ordre  impair  considérée  au  n°  382,  et  dont 

\  .r|,  x2j  . .  • ,  x2n-\  sont  les  solutions  particulières,  doit  être  équi- 

*\  valente  à  son  adjointe;    et  il  en   est  évidemment  de  même  de 

N.  N      l'équation  linéaire  d'ordre  impair  à  laquelle  satisfont  les  fonc- 
tions^. 

Il  faut,  nous  allons  le  voir,  ajouter  quelque  chose  encore  à  cette 
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double  condition.  Soit 

<?(#i,  ars,  . .  .,  x%„-i) 

la  forme  quadratique  à  coefficients  constants  définie  au  n°  375  et 
qui  permet  d'exprimer  les  solutions  adjointes  parles  formules 

..  (—  i)"-i    do 

•2.  ÔX/t 

Soit,  de  même, 
la  forme  analogue  relative  aux  solutions^.  On  aura 

et  l'égalité  à  vérifier  prendra  la  forme 

&b  dû  do  do 

àyx  àyxn-\      J    àxx  J2n     dxin-x 

On  peut  encore  l'écrire  comme  il  suit 

dû  dû  do  do 


à?i  àyta-\  dyx  ^72«-i 

et,  sous  cette  forme,  on  reconnaît  immédiatement  que  les  deux 
fonctions  <p  et  <L  doivent  être  les  mêmes.  S'il  en  était  autrement,  il 
suffirait  d'attribuer  à  la  variable  y  une  valeur  particulière  quel- 
conque et  l'on  obtiendrait,  contrairement  à  l'hypothèse  faite  au 
début,  une  relation  linéaire  entre  les  fonctions  xiy  x2l  ...,  x2n_i. 
On  est  donc  conduit  à  la  proposition  suivante  qui,  rapprochée  des 
résultats  obtenus  dans  les  deux  derniers  Chapitres,  donne  la  so- 
lution complète  et  précise  du  problème  proposé  : 

On  détermine  toutes  les  équations  à  invariants  égaux  qui 
s'intègrent  par  la  méthode  de  Laplace  en  prenant,  pour  les 
fonctions  xk  et  yn,  les  solutions  particulières  de  deux  équa- 
tions linéaires  d'ordre  impair  équivalentes  à  leur  adjointe  et 
en  choisissant  ces  solutions  particulières  de  telle  manière  qu'il 
existe  entre  les  solutions  yn  et  leurs  dérivées  jusqu'à  V ordre 
n  —  2  la  même  relation  quadratique  qu'entre  les  solutions  Xh 
et  leurs  dérivées  jusqu'au  même  ordre. 
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389.  Appliquons  la  proposition  précédente  aux  cas  les  plus 
simples.  Si  l'on  a 


il  y  a  un  seul  couple  (#,,  yh)  que  l'on  peut  réduire  à  (i,  i).  On  a 

et  l'équation  correspondante  est 

■       ,     =  o. 
dx  oy 

Si  ai  est  égala  2,  il  y  a  trois  couples  (a;,,/,),  (^2j^a)»  (^sî^s)- 
Les  fonctions  x^  #2,  xz  devront  être  reliées  par  une  équation  du 
second  degré  que  nous  supposerons  ramenée  à  la  forme 

X\  1XXX%  ~  o. 

Les  fonctions^,  y2,  y^  devront  alors  être  liées  par  l'équation 

y\  —  *y\y%  =  o. 


yt 
yi 


Si  l'on  prend  comme  nouvelles  variables  x,  y  les  rapports  —  , 
et  si  l'on  réduit  (n°  341)  le  couple  {&\<>  y\)  à  l'unité,  on  obtient, 


en  tenant  compte  des  relations  quadratiques,  les  trois  nouveaux 
couples 

(x-       Y*  \ 
T'a)' 
On  a  ici 


x* 


5i  =  *7  '      £*  =  —  *>      5s  =  1. 

Les  premiers  membres  des  équations  auxquelles  satisfont  les 
solutions  Xi  et  les  solutions^/  sont 


On  a  encore 

A  =  X3  =  A'  =  fi3  =  1 , 


/(w)  =  a>w,      ?(0)  =  ew. 

H        _  *  _  (*-.?)' 


L'application  de  la  formule  (8)  nous  donne  donc 


X     X' 

Y     Y' 

1 
a 

dx 

1 

-h  - 
a 

ày 
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OU 

(I2)  ,f„ï(*=I>_r_r. 

x—y 
L'équation  dont  zx  est  l'intégrale  générale  est 

v      '  ùxdy  ùxdy     l  (x  —  y)*    l' 


Si  Ton  n'avait  pas  fait  un  choix  particulier  des  variables  indé- 
pendantes, on  aurait  obtenu  l'équation 

/  £\  à%*\   _  —  9-x'iYi 


v<w 

ùxdy 

~(X,- 

_Yl)^1J 

ctr 

intégrale  générale 

serait 

(15) 

*i 

X- 

=  *xt- 

-Y 

X' 
"Xi 

Y' 
Y'i 

Passons  maintenant  au  cas  où  il  y  a  cinq  couples.  Les  expres- 
sions des  fonctions  Xh,  yh  résultent  des  formules  données  au 
n°  376.  On  aura,  si  l'on  choisit  convenablement  les  variables  in- 
dépendantes x  et  y, 

Xi=i,  ri  =  l> 

*3  =  *?'-?',  *  y%  =  yi'-1* 

xk  =  Ça"— ^P'-h  p,        yk  =  £7*-^'  +  y, 

P  désignant  une  fonction  de  a?  et  y  une  fonction  de  y.  De  plus,  la 
formule  (43)  du  n°  375  nous  donnera 

On  aura  donc 
«  =  x\y* — **yk  -h^3^3  —  Xky*  ■+■  **.ri 
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L'application  de  la  formule  (8)  nous  donne,  tout  calcul  fait, 


-•  "  (p-j       \f>) 


(x-YK*-r)-*-p[P'-r-?"('-r)]  +  ^[r-P'-7'^-*)] 

P-T-^t1'^-^) 

L'écriture  de  cette  formule  se  simplifie   si  l'on   introduit  la 
fonction  suivante 

06)  e  =  a(p-T)-(P'-t-Y')(*-.r)- 

On  a  alors 


^'7)  »  ~  ».X'  dloeO       «V  <MoRfl 


I-(pV     (y"') 

et  z{  satisfait  à  l'équation 

d*zt    __    à*\oçH  _ 
^  àxdy~  dxdy  ~ï% 

Le  calcul  détaillé,  que  nous  omettons,  révèle  un  fait  intéressant 
et  qu'il  serait  possible  d'élablir  d'une  manière  générale.  Le  déter- 
minant H,4_2  est  toujours  un  carré  parfait;  ou,  plutôt,  il  est  de 
la  forme 

F(*)G(.r)K'; 

et  le  facteur  K  figure  à  la  première  puissance  seulement  dans  les 
dénominateurs  des  différents  termes  de  zx. 

Si  Ton  employait  les  expressions  générales  sous  forme  d'inté- 
grales, indiquées  au  n°  376,  des  fonctions  Xh,  y  h,  on  pourrait 
écrire  la  valeur  générale  de  z^  sous  une  forme  où  tout  serait 
connu;  nous  nous  contenterons  ici  des  exemples  que  nous  venons 
de  traiter. 

390.  Dans  la  troisième  Partie  du  Mémoire  que  nous  avons 
cité  au  n°  343,  M.  Moutard  s'était  occupé  spécialement  des  équa- 
tions de  la  forme 
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et  il  a  publié  une  nouvelle  rédaction  de  celte  Partie  de  ses  re- 
cherches dans  le  XLVe  Cahier  du  Journal  de  V École  Poly- 
technique (').  La  méthode  de  M.  Moutard  repose  sur  un  beau 
théorème  que  nous  n'avons  pas  eu  à  employer  dans  la  solution 
précédente;  nous  allons  la  faire  connaître  ici  d'une  manière 
détaillée. 

Désignons,  pour  plus  de  netteté,  par  §(-)  l'expression 

et  supposons  que  Ton  connaisse  une  solution  quelconque  co  de 
l'équation 

(ai)  %(*)=*(*,?)• 

Cette  équation  étant  identique  à  son  adjointe,  le  produit 

pourra  se  mettre  sous  la  forme 


Ox 

0*z 
Oxdy 

Oxdy 

et,  en  effet,  on  a 

i     0  (     Oz  0to\         i     ô  /     dz  cko\ 

= 1(0    , Z     —   )  -\ —  (  (o     -     —  Z )  • 

•2  Ox\     Oy  ùy  J         2  ()y\     Ox  Ox  J 

Écrivons  donc  l'équation 

Ox  \     Oy       ~  ày)        Oy  \     Ox 


Ot»\ 


(  •  )  Moutard,  Sur  la  construction  des  équations  de  la  forme 

qui  admettent  une  intégrale  générale  explicite  {Journal  de  V École  Poly- 
technique, XLV#  Cahier,  p.  i;  1878). 

D.  —  II.  m 
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qui  est  identique  à  la  proposée  (21).  Elle  exprime  évidemment 

que 

(àz  àta\    ,  f     àz  àm\    , 

est  une  différentielle  exacte.  On  peut  donc,  à  chaque  solution  z, 
associer  une  fonction  0,  telle  que  l'on  ait 

,      %  <)6  àz  àto  db  àz  àw 

(22  )  =  U) —  Z y  —  =  tx) Z • 

àx  àx  àx  ày  ày  ày 

Il  est  aisé  d'éliminer  z  et  de  trouver  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  définissant  la  fonction  0.  Les  formules  précédentes, 
écrites  comme  il  suit 


1     00 


d{i)  1  <>e_(^.) 


u>*  àx  àx  tu*  ày  ày 

montrent,  en  effet,  que  Ton  aura 

ày  \wl  àx)    '    <fcr\w*  c^/  — 

ou,  en  développant, 

d*Q  àto  àb         àio  àb  _ 

àx  ày        ày  àx        àx  ày 

Or,  si  Ton  pose 

6  =  10. a, 


l'équation  en  <r  prend  la  forme 

<r  àx  ày  ' 


%(*)=IL 


Pour  déterminer  jjl,  il  suffit  de  remarquer  que  l'équation  en  d 
admet  la  solution  particulière  8=  i;  l'équation  en  <r  doit  donc 

admettre  la  solution  -  et  l'on  a 

o-  peut  s'exprimer  en  fonction  de  z  par  la  formule 

<l5>         •  =  ;  =  ;./  ["-ar**—*-*-*}- 
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et,  inversement,  z  peut  s'exprimer  en  fonction  de  a-  par  la  relation 
analogue 

(26)  z  =  *J  {-  ~-<ix--  -^-dy\. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante: 

Si  Von  connaît  une  solution  particulière  u>  de  l'équation 

et  que  Von  forme  V équation  nouvelle 

*<■>  =  *(=)• 

toute  solution  de  Vune  des  deux  équations  permettra  de  déter- 
miner, par  une  simple  quadrature,  une  solution  de  Vautre. 
Si  donc  on  connaît  Vintégrale  générale  de  Vune  des  deux 
équations,  on  pourra  déterminer  Vintégrale  générale  de 
Vautre  équation. 

La  relation  entre  les  deux  équations  est  évidemment  réciproque  ; 
si,  pour  abréger,  nous  disons  que  Ton  passe  de  la  première  à  la 
seconde  par  la  solution  o>,  on  passera  de  la  seconde  à  la  première 

par  la  solution  -  • 

391.  On  peut  rattacher,  la  proposition  précédente  à  la  considé- 
ration de  certains  systèmes  du  premier  ordre  qui  se  présentent 
dans  différentes  questions  de  Géométrie.  Ces  systèmes  contenant 
deux  fonctions  inconnues  p  et  q  sont  de  la  forme  suivante 

(2-)  ^=x*^,        2?.  =_*«!??, 

^   J'  dx  àx'  dy  ày' 

où  X  est  une  fonction  donnée.  Comme  les  équations  précédentes 

ne  changent  pas  lorsqu'on  échange  p  et  q  en  remplaçant  X  par  *■  > 

il  est  clair  que,  si  on  sait  les  intégrer  pour  une  valeur  de  X,  on 
saura  aussi  le  faire  pour  la  valeur  inverse  de  X.  Nous  allons  voir 
que  cette  simple  remarque  donne  la  proposition  de  M.  Moutard. 
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Eliminons  en  effet  p.  Nous  aurons  l'équation 
qui  a  ses  invariants  égaux  et  se  ramène  à  la  forme 

<*«)  $a?)-#a); 

si  Ton  change  dans  cette  équation  q  en  p,  X  en  t-,  on  aura 

<*>  *({)-*({)• 

La  comparaison  de  ces  résultats  établit  immédiatement  le  théo- 
rème énoncé  plus  haut  :  De  chaque  solution  de  V équation 

on  peut,  par  une  simple  quadrature,  déduire  une  solution  de 
l'équation 

392.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  permettent 
évidemment  de  déduire  de  toute  équation 

(3o)  $(*)  =  *, 

que  l'on  sait  intégrer,  une  suite  illimitée  d'équations  nouvelles  et 
de  même  forme  dont  l'intégrale  se  déterminera  par  de  simples 
quadratures.  Donnons  en  effet  aux  arbitraires,  fonctions  ou  con- 
stantes, qui  entrent  dans  l'intégrale  générale  de  l'équation  précé- 
dente, des  valeurs  particulières,  mais  quelconques;  et  soit  o>  le 
résultat  obtenu.  Nous  pourrons,  par  une  simple  quadrature, 
obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  nouvelle 

(3.)  &<*>--=  &(£)• 

Donnons  de  même  aux  arbitraires  qui  entrent  dans  cette  seconde 
intégrale  générale  des  valeurs  particulières,  et  soit  o>4  la  valeur 
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qu'elle  prend  alors.  Nous  pourrons  de  même  déterminer  par  de 
nouvelles  quadratures  l'intégrale  générale  de  l'équation 

et  ainsi  de  suite.  En  continuant  indéfiniment,  on  obtiendra  tou- 
jours des  équations  de  la  forme  (3o),  dans  lesquelles  \  contiendra 
un  nombre  de  plus  en  plus  grand  de  constantes  ou  de  fonctions 
arbitraires. 

On  peut  signaler  quelques  relations  intéressantes  entre  toute* 
ces  équations.  Écrivons-les  sous  la  forme 

g(*)-X,  $(*)  =  *!,  ..-  $(-)  =  -., 

et  soit  o>*  la  solution  par  laquelle  on  passe  de  l'équation  de  rang 
A'  -h  i  à  l'équation  de  rang  X"  ■+-  ?..  On  aura 

[    %(»>  =  '■>       &(=)=*■• 
os)  !  &(->  =  *..      MàH- 

On  en  déduit 

cPlogco*    v 


^-^->=$(zi-)-%(^—'- 


dxôy 


et,  si  l'on  ajoute  toutes  les  équations  obtenues,  on  trouvera 

(34)  X,=  X  — a-^— -|0g(ww,  ...w/„i). 

Si  l'on  a  obtenu,  par  exemple,  avec  deux  fonctions  arbitraires, 
l'expression  générale  de  o>,  w,  contiendra  deux  fonctions  arbitraires 
nouvelles,  et  ainsi  de  suite  :  l'expression  de  \i  contiendra  donc, 
en  tout,  tti  fonctions  arbitraires.  Si  l'on  a  choisi  des  solutions 
particulières,  on  sera  conduit  à  des  équations  nouvelles  qui 
ne  contiendront  pas  nécessairement  plus  d'arbitraires  que  la  pre- 
mière, mais  qui  seront,  en  général,  d'une  forme  différente. 
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Nous  choisirons  comme  exemple  l'équation 

qui  comprend  comme  cas  particulier  l'équation  d'Euler  (n°  316). 
Elle  admet  la  solution  particulière 

(36)  w_  {x--y)«*(r-i-y)*. 

Si  Ton  emploie  cette  solution,  on  sera  conduit  à  l'équation 
nouvelle 

qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  changement  de  m  et  n 
en  /n-h  i,  n  -+- 1.  Si  l'on  désigne  par  A(/n,  /i)  l'équation  (35),  on 
voit  que  l'intégration  de  A(m  +  i,/i+i)  et  celle  de  A(m,/i) 
sont  deux  problèmes  équivalents.  On  développera  aisément  les 
conséquences  de  cette  remarque;  il  en  résulte  que  l'on  peut 
intégrer  l'équation  A(m,  n)  toutes  les  fois  que  m  et  n  sont  des 
nombres  entiers  (').  # 

393.  Revenons  au  théorème  général.  Il  serait  aisé  de  montrer 
que,  si  l'on  connaît  la  solution  de  Riemann,  définie  au  Chapitre  IV, 
pour  l'équation  primitive,  on  saura  déterminer  cette  solution  pour 
chacune  des  équations  suivantes.  Mais  nous  laisserons  de  côté 
cette  question  pour  nous  attacher  au  problème  particulier  qui  a 


(  *  )  Si  l'on  pose 

(x  —  yY=u*        {x+yY    -i\        z--  {x—y)m{x  +  yyî, 
on  obtient  pour  0  l'équation 

Ou*         dv*       \  i)  Ou       \         -ijô» 

dont  l'intégrale  est 


lorsque  m  et  n  sont  entiers  positifs.  Comme  l'équation  A  (m,  n)  ne  change  pas 
quand  on  y  remplace  m  par  i  —  m,  ou  n  par  i  —  n,  on  peut  toujours  supposer 
m  et  n  positifs. 
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fait  l'objet  des  recherches  de  M.  Moutard,  et  montrer  comment 
l'application  de  la  proposition  générale  fournit  un  procédé  régu- 
lier qui  permet  de  former  -toutes  les  équations  de  la  forme  con- 
sidérée pour  lesquelles  l'intégrale  sera  donnée  par  la  méthode  de 
La  place. 

Nous  établirons  d'abord  la  proposition  préliminaire  suivante, 
qui  nous  sera  d'ailleurs  utile  dans  d'autres  recherches. 

Etant  données  les  expressions 

W0  =  AX-AiX'-...  *-A*X<», 
V,=  BX -f-B,X' -*-... -+-BAXW, 

où  A,  B,  A, ,  B< ,  ...  désignent  des  fonctions  déterminées  de  x  et 
de  y  etX.  une  fonction  arbitraire  de  x,  si  V expression 

T0  dx  -h  V\  dy 

est  une  différentielle  exacte  pour  toutes  les  formes  possibles 
de  la  fonction  arbitraire  X,  on  pourra  toujours,  par  des  opé- 
rations purement  algébriques,  mettre  V intégrale 


Xt=j{^dx^^\dy) 


sous  V  une  ou  Vautre  des  formes  suivantes: 

x, .+-  c,x;  -4-  c2x»  -4-. . .  +  c*xi*\ 

Ci  Xt  -+-  G,X;  -+-. .  .-T-  C*Xi*-»>-4-  const  , 

Xf   désignant  une  nouvelle  fonction  arbitraire  qui,   dans  la 
seconde  forme,  peut  être  prise  égale  à  X. 

En  effet,  on  peut  toujours,  en  effectuant  des  intégrations  par 
parties,  ramener  T0  à  la  forme 

vr0=^[DXH-D1X'-f-...^DA._1X^-U]H-l2X, 
Û  ayant  la  valeur  suivante 

dx         àx*        •••-•-<.      'f     0xk 

Si  donc  on  considère  la  différence 

Ç  _  DX  -  D,X'-. . .-  D*_,X«-»>  =  C, 
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on  aura 

*T2  étant  ordonné,  comme  *F,,  par  rapport  aux  dérivées  de  la 
fonction  arbitraire.  Le  second  membre  étant  encore  une  diffé- 
rentielle exacte,  on  devra  avoir 

<nr,  _     (te 

d  x    ~~  "    ôy 

Celte  équation  ne  peut  être  vérifiée  que  si  *F2  est  identiquement 
nul  :  si  XY2  contenait,  en  effet,  un  seul  terme  en  X  ou  en  X',  ...,  la 

différenliation  par  rapport  à  x  introduirait  dans  — -  au  moins  une 

dérivée  de  X;  et  le  premier  membre  de  l'égalité  précédente  ne 
pourrait  être  égal  au  second  pour  toutes  les  formes  possibles  de  la 
fonction  arbitraire.  On  a  donc  nécessairement 

12  dépend  donc  seulement  de  la  variables;  si  û  est  nulle,  on  a 

Ç  -  DX  -+-  Dl  X'-h . . .  ^  DA -,  X<* -u  -+-  const.  ; 

c'est  la  seconde  des  formes  signalées  dans  l'énoncé.  Si  Q  n'est 
pas  nulle,  elle  dépendra  seulement  de  x\  on  aura 

ç'=  faxdx, 

Ç  =  DX  -T-  DiX'-r. . .  f-  D*  iX^-iJ  h-  f&Xdx. 

Si  l'on  pose 

QX  =  X'1J 

X,  désignant  une  nouvelle  fonction  arbitraire,  Ç  prendra  la  forme 
t-X,*D§.D.(S)V...+  BM(Ç)'», 

qui  est  la  première  indiquée  dans  l'énoncé. 

La  proposition  énoncée  se  trouve  ainsi  entièrement  établie  \  elle 
s'élend  évidemment  au  cas. où  *F0  et  ^  seraient  des  fonctions 
linéaires  d'une  fonction  arbitraire  Y  de  y  et  des  dérivées  de  cette 
fonction,  ou  même  contiendraient  simultanément  deux  fonctions 
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arbitraires  X,  Y  de  x  et  de  y  et  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre 
déterminé. 

394.  Soit  maintenant 

(37)  $(*)  =  * 

une  équation  dont  on  puisse  obtenir  l'intégrale  générale  sans 
aucun  signe  de  quadrature.  Écrivons  cette  intégrale 

z  =  MX  -h  MiX'H-. .  .-f-  M*-iX<*  -i>  -4-  NY  -*-  Nt  Y'  -+-. .  .-r-  N*-,  Yl*-i». 

Pour  abréger,  nous  désignerons  par/,  («),  f*(u)  les  polynômes 
linéaires  suivants  : 

/i(ii>  =  M u  4-  Mt  ^  -+-■  -  •"+-  Mfr-i  ^ttj  , 

on  aura  ainsi 

(38)  5=/,(X)-h/t(Y;. 

Introduisons  les  polynômes  g\{u),  g-2(u)i  adjoints  respective- 
ment kfi(u)j/2(u).  Ils  donneront  naissance  à  des  identités  de  la 
forme 

(39.)  \  f) 

I  vMu)  —  ugt(v)=  -r.B2(w,  v), 

où  B|  et  B2  sont  les  fonctions  bilinéaires  de  u>  v  et  de  leurs  dé- 
rivées qui  ont  été  définies  au  Chapitre  précédent.  Ces  notations 
étant  admises,  donnons,  dans  la  solution  générale  z,  des  formes 
particulières  X,,  Y,  à  X  et  à  Y;  nous  aurons  une  solution  parti- 
culière 

(4o)  «=/t(Xt)+/,(Y1)-1 

et  nous  savons  que  la  fonction  <r  définie  par  l'égalité 
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sera  l'intégrale  générale  de  l'équation 

<w  &<•> =$(£)• 

Pour  calculer  <r  nous  remplacerons  successivement  z  par  ses 
deux  parties 

<m  *i=/i(X)f     5,=/t(Y). 

Soient  a-,,  t2  les  deux  parties  correspondantes  de  <r;  on  aura 

(44)  a  =  *!-*-*! 

et 

(  45)  toT,  ^=  tozt  —  2^7  -!  ~  dx  H-  a>  ~i  û?x  J  - 

Dans  la  première  des  identités  (3g),  substituons  X  à  u  et  -r-  à 
i\  elle  prendra  la  forme 

et  donnera  une  expression  de  zx  y-  que  l'on  peut  substituer  dans 
l'expression  de  a-,.  On  a  ainsi 

----•/][b*(*b)*Mb)]*~-ÎM- 

ou,  en  intégrant  partiellement, 

La  quadrature  qui  figure  dans  cette  formule  est  de  celles  aux- 
quelles s'applique  la  proposition  précédente.  Le  coefficient  de  dx 
et  celui  de  dy  y  sont  ordonnés  suivant  les  dérivées  de  la  fonction 
arbitraire  X-,  comme  celui  de  dx  ne  contient  que  X,  il  faut, 
d'après  la  remarque  môme  qui  constitue  le  point  fondamental  de 
la  démonstration  du  numéro  précédent,  que  l'on  ait 


■7F -CM*'*?)-0' 
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et  que gh  f-r-)  dépende  de  la  seule  variable  x.  On  vérifie  aisément 

l'égalité  précédente.  Comme  le  premier  membre  y  est  ordonné 
suivant  les  dérivées  de  la  fonction  arbitraire  X,  il  suffit  de  montrer 
que  sa  dérivée  par  rapport  à  x  est  nulle.  Cette  dérivée  a  pour 
expression 

ôx  dy       dx  dy        âyàx     l\     '  ôx  / 

_       à* Si        àîxi  dZi        d   V     d(3i  /^w\l_       à*Zx        _    à1  ta   __ 

~~      dxdy      dx  dy       dy  [^   *  dx       *        \àx)\  dxdy      ~idxdy~~ 

On  a  donc,  en  définitive, 

(47)  ~1=«/I(X)-,*(*£)-,/x*(£)*r, 

et  l'on  trouverait  de  même,  en  échangeant  x  et  y, 

(48)  ^i  =  -«/i(Y)  +  aBl(Ylg)+ayV^(^)rfjr. 
L'expression  définitive  de  a*  sera  donnée  par  la  formule 

j«-»  =  «/,(X)-«/1(Y)-2BI(x,g)+aB1(Y,g) 

et  il  suffira  de  remplacer  X  et  Y  respectivement  par 

X'  Y' 

"(■s)    ffiW) 

pour  obtenir  une  expression  de  t  débarrassée  de  tout  signe  de 
quadrature.  On  pourrait  objecter  que  g*(j-)  ou  #2(3-)  seront 
toujours  nuls;  mais  on  reconnaîtra  aisément,  en  prenant  le  coef- 
ficient de  la  plus  haute  dérivée  de  X<  dans  #1  (t~  )  >  que  cette  ex- 
pression, ainsi  que^i  ( -p  )  >  ne  peut  être  nulle  dans  le  cas  général. 
On  a  évidemment 

(<k*\       „   /àfl(Xl)\  /a/»(Yt)\ 
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Le  second  terme  est  ordonné  suivant  les  dérivées  de  la  fonction 
arbitraire  Y,  ;  le  premier  membre  dépendrait  certainement  de  y 
si  toutes  ces  dérivées  ne  disparaissaient  pas.  Il  faut  donc  que  l'on 
ait  identiquement 

et  de  même 


4 


■)-- 


II  serait  aisé  de  vérifier  toutes  ces  identités  en  s'appiryant  sur 
notre  première  solution  et  sur  les  formules  que  nous  avons 
données  au  n°  387.  Elles  permettent  évidemment  de  simplifier  les 
calculs  et  nous  donnent 

(5o)  / 

Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

(*(■>-«  m- 

il  faudra,  dans  l'expression  de  wj,  remplacer  X  et  Y  respective- 
ment par 

X'  Y' 


et  Ton  obtiendra  l'expression  définitive 

(S ,  l^=w/i(dfe)"tt/i(^V)>) 

)  »    /       X'  à*>\  »    /       Y'  dw\  v  v 

f  —  ssBif  — ^ — ,  —     -4-2BJ r;— ,  — -    -aX-f-aY, 

qui  est  de  rang  A*  -f-  1  au  plus  par  rapport  à  x  et  à  y.  Remarquons 
que  cette  dernière  transformation  de  l'expression  o- suppose  essen- 
tiellement les  fonctions  cp,(X,)  et  cp2(Yj)  différentes  de  zéro. 
Ces  fonctions  pourront  devenir  nulles  pour  certaines  valeurs  par- 
ticulières de  X|  et  de  Y|  ;  nous  aurons  à  examiner  plus  loin  cette. 
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hypothèse  ;  mais  nous  allons  auparavant  indiquer  les  applications 
des  résultats  précédents. 

395.   Prenons  comme  point  de  départ  l'équation 

<)*z    __ 
àxdy~~~ 
On  aura  ici 

/,(«)=  II,  fi(u)  =—  w, 

Bi(m,p;-  o,  B2(u,  p)  ~  o, 

^i(a)  —  ",  #t(u)  =  —  u. 

L'application  de  la  formule  (49)  donnera  donc 
<  53)  a  =  X  h-  Y  -  —1—Jxx\  dx  h-  X-1—J\Y\  dy. 

X'  Y' 

Remplaçons  X  par  ^7-?  Y  par  ^r»  nous  aurons 
Ai  1 , 

V        Y'  X-Y 

et  ^  satisfera  à  l'équation 

Pour  continuer  les  calculs,  supposons  que  Ton  ail  choisi  comme 
nouvelles  variables  x  et  y  les  fonctions  X|  et  Y,.  L'expression 
de  z  deviendra 

X-Y 

(56)  s  =  X'-*-Y'-*- • 

x-y 

Prenons  pour  valeur  de  la  solution  <o 

(57)  (or=:3Vï'-2^-~^ 


x—  y 


43  désignant  une  fonction  de  x  et  y  une  fonction  de  y. 
On  aura  ici 


J                          x  —  y 

/»(«)=      a'  — 

^î(w)  -  —  w'  — 
Bi(it,v)  =  ae, 

(S)-''- 

*($)--'•• 

[a,  v)=zuv,  tJj(a,  ?)  —  i£p, 
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L'application  de  la  formule  (4j))  donnera  donc 

<r  =  \' Y' —  H — 

x  —  y  x  —  y         w    ox        w    oy 

si  Ton  introduit  la  fonction 

8  =  iù(y  — x) 

X'  Y' 

et  si  Ton  remplace  X  par  ô,„>  Y  par  -^,  on  retrouvera  l'expression 

de  l'intégrale  générale 

déjà  donnée  au  n°  389.  L'application  de  la  formule  (34)  montre 
que  <x  satisfera  à  l'équation 

«PlocB 


(5g)  800=  " 


«te?  dp  ' 


tous  ces  résultats  sont  en  parfait  accord  avec  ceux  que  nous  avons 
déjà  obtenus. 

396.  L'application  de  la  méthode  peut  encore  se  poursuivre. 
Les  deux  exemples  que  nous  venons  de  traiter  nous  permettent  de 
reconnaître  qu'elle  conduit  aux  équations  les  plus  générales  pour 
lesquelles  l'intégrale  générale  est  de  rang  2  ou  3.  Mais  donnera- 
t-elle  toutes  les  équations  dont  la  méthode  de  Laplace  peut  fournir 
l'intégrale  générale?  Ce  point  n'est  nullement  évident,  et  M.  Mou- 
tard n'y  a  peut-être  pas  assez  insisté.  On  peut  faire  disparaître 
toute  difficulté  à  l'aide  des  remarques  suivantes,  qui  nous  donne- 
ront d'ailleurs  des  indications  utiles  sur  le  passage  de  chaque 
équation  à  la  suivante. 

Nous  prenons  comme  point  de  départ  la  valeur  générale  de  z 
donnée  par  la  formule  (38),  et  nous  supposerons  que  cette  expres- 
sion soit  effectivement  de  rang  k}  soit  par  rapport  à  x}  soit  par  rap- 
port hy.  Il  résulte,  en  effet,  des  développements  donnés  au  n°  387 
que  l'intégrale  générale  d'une  équation  à  invariants  égaux  est  néces- 
sairement du  même  rang  par  rapport  aux  deux  variables  indépen- 
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dan  tes.  L'expression  de  z  sera  formée  avec  nk —  i  couples 
(x*  j  y\  )>  (^2,  y  2)7  •  - . ,  (#2*-i ,  y^k-s  )i  c'est-à-dire  qu'elle  s'annu- 
lera quand  on  y  remplacera  X  par  x^  et  Y  par  y^  h  prenant  les 
valeurs  1,2,  ..  .,  2  k —  1.  Par  suite,  si  l'on  remplace  dans  l'ex- 
pression de  eu  les  fonctions  X|  et  Yt  par  x^  et  y^  a>  s'annulera 
identiquement,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées.  On  aura  donc  néces- 
sairement 

*  (S) =**<**> =°- 

On  voit  que  l'équation  linéaire 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  x  (n°  394),  admet  les  solu- 
tions particulières  xiy  x2,  . . .,  x^-i  (*)• 

On  peut  énoncer  évidemment  la  même  propriété  pour  le  poly- 
nôme cp2(w)3  qui  s'annule  quand  on  y  remplace  u  parj^, y2i  . . . , 

Admettons  d'abord  que  les  deux  fonctions  X,  et  Y| ,  qui  entrent 
dans  l'expression  de  <o,  ne  vérifient  aucune  des  équations 

o1(X1)  =  o,         cp,(Y,)  =  o. 

Alors  la  formule  (5a)  présentera  o-  sous  la  forme  d'une  expres- 
sion de  rang  au  plus  égal  à  k  +  1 ,  soit  par  rapport  à  x9  soit  par 
rapport  à  y.  Nous  allons  montrer  que  o-  est  effectivement  de  rang 
égal  à  k  -h  1 . 

La  valeur  de  z  s'annule,  par  hypothèse,  lorsqu'on  y  remplace  X 
par  #àj  Y  par  y^.  Si  l'on  tient  compte  du  changement  de  notation 
par  lequel  on  passe  de  la  formule  (4g)  à  la  formule  (52),  on 
pourra  conclure  que  la  valeur  de  wo-  donnée  par  cette  dernière 


(*)  D'après  une  des  propositions  énoncées  à  la  fin  du  Chapitre  V,  on  reconnaît 
immédiatement  que  le  polynôme  <pt(u),  défini  par  cette  égalité 


est  égal  et  de  signe  contraire  à  son  adjoint.  Ce  résultat,  que  nous  retrouverons 
plus  loin  sous  une  autre  forme,  confirme  ceux  que  nous  a  fournis  notre  première 
solution. 
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formule  s'annule  quand  on  y  remplace  X  et  Y  respectivement  par 


Jxh*\4X\)dx,     ly/i<?t(Yi)<?tyf 


pourvu  que  Von  détermine   convenablement  Vune  des  deux 
constantes  que  Von  peut  toujours  ajouter  à  ces  intégrales. 

Les  dérivées  de  wt  s'annulent  encore  lorsqu'on  remplace  dans 
la  formule  (49)  X  par  X|  et  Y  par  Yn  ce  qui  donne  z  =  co,  ou 
lorsqu'on  remplace  dans  la  formule  (62)  X  et  Y  par 


1  s'annulera  donc  encore  si  l'on  choisit  des  déterminations  conve- 
nables de  ces  deux  intégrales. 

On  reconnaît  enfin,  à  la  simple  inspection  de  la  formule  (5a), 
que  o-  s'annule  aussi  lorsqu'on  y  remplace  X  et  Y  par  1 . 

Nous  obtenons  ainsi  a/c-hi  couples  pour  lesquels  s'annule  la 
valeur  de  a-}  et,  dans  ces  couples,  les  fonctions  de  chaque  groupe 
sont  linéairement  indépendantes;  car,  s'il  y  avait  une  relation 
linéaire  entre  les  fonctions 

i,      /Xi<pi(Xi)**r,       /a?i'çi(Xi)£te,     ...,    j  xlk-x  <?i(Xt)  dx, 

par  exemple,  il  y  en  aurait  une  aussi  entre  leurs  dérivées;  ce  qui 
est  impossible  tant  que  X,  ne  satisfait  pas  à  l'équation 

<?i(X,)  =  o, 

et  n'est  pas,  par  conséquent,  une  combinaison  linéaire  des  fonc- 
tions X{)  #2,    .  .  .  ,  #2*-l* 

L'expression  de  <o<r,  admettant  ik  -\-\  couples  pour  lesquels  les 
fonctions  de  chaque  groupe  sont  linéairement  indépendantes,  est 
donc  nécessairement  (nos  340  à  343)  d'un  rang  égal  à  k -+- 1. 

Il  est  ainsi  établi  que  l'application  de  la  méthode  conduit  géné- 
ralement d'une  solution  z  à  une  solution  <r  de  rang  immédiatement 
supérieur.  Mais  là  n'est  pas  le  point  essentiel  dp  la  démonstration  : 
il  faut  établir,  au  contraire,  que  l'on  peut  aussi,  en  choisissant 
convenablement  la  solution  to,  passer  de  la  solution  z  à  une  solu- 
tion de  rang  inférieur.  Nous  allons  montrer  qu'il  suffira,  pour  ob- 
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tenir  ce  résultat,  de  prendre,  pour  les  fonctions  X!  et  Y4  qui 
entrent  dans  l'expression  de  co,  des  solutions  convenablement 
choisies  des  équations 

<Pt(Xi)  =o,        <Pî(Y,)  =  o. 

Supposons  d'abord  que  Ton  ait  seulement 

?i(Y,)  =  o, 
c'est-à-dire 

Yi  =  X,7t  -+-  X,^,-k .  .-h  \tk-\ytk-u 

\hy  . . .,  \2k-\  désignant  des  constantes.  On  pourra,  en  remarquant 
que  tt)  ne  change  pas  si  l'on  y  remplace  Xl7  Y4  respectivement 

par 

Xt  —  X,a?i  — . . .—  X^k-i^tk-ij 
Yi  —  X^t  — . . .—  Xu—  i^j*-i, 

réduire  Yt  à  zéro.  Supposons  donc 

Y1=o, 

X|  demeurant  encore  tout  à  fait  arbitraire.  Si  l'on  fait,  dans  la 

formule  (4q)> 

X  =  Xt,        Y  =  o, 

c'est-à-dire  z  =  eu,  la  fonction  coo-  devra  se  réduire  à  une  con- 
stante. On  aura  donc 

w/i(X,)-  aBjXi,  -^J—2J\l^l(\l)dx  =  const. 
ou  encore 

[/i^XI)]2-2B1(x1,^^i2)--2y'x1?I(X1)^  =  const. 

Cette  équation,  où  X4  désigne  une  fonction  arbitraire  de  #, 
suffirait  seule  à  établir  que  la  fonction  <pi(X<)  est  égale  et  de 
signe  contraire  à  son  adjointe  :  elle  exprime  en  effet  que  cette 
fonction  devient  une  dérivée  exacte  quand  on  la  multiplie  par  X| . 
L'expression 

i[/.(X,)]'-B.(x,^) 

est  l'intégrale  du  second  degré  considérée  au  n°  373. 

Choisissons  maintenant  pour  X{   une  solution  particulière  de 
D.  -II.  ii 
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l'équation 

<?i(Xi)  =  o, 

qui  annule  en  même  temps  V intégrale  du  second  degré.  Nous 
avons  vu  au  n°  374  que  les  solutions  de  ce  genre  peuvent  être 
réelles.  Alors  la  partie  <r{  de  <x  qui  dépend  exclusivement  de  X  se 
réduira,  d'après  la  formule  (47),  à  (*) 

i[/.(X.)/.(X)-.Bl(x.*^l>)]; 

et,  comme  elle  s'annule  pour  X  =  X1?  on  pourra  y  remplacer  X 
par 


\xJ\dxy 


sans  introduire  aucun  signe  de  quadrature.  Après  celte  substitu- 
tion, elle  ne  contiendra  plus  les  dérivées  de  X  que  jusqu'à  Tordre 
k  —  2.  L'intégrale  <r  sera  donc  de  rang  k  —  1  au  plus  par  rapport 
à  x,  ou  par  rapport  à  y,  puisque  son  rang  est  nécessairement  le 
même  par  rapport  aux  deux  variables.  Elle  ne  saurait  être  de  rang 
inférieur,  puisque,  dans  l'opération  inverse  par  laquelle  on  passe 
de  o-  à  z,  le  rang  ne  peut  s'élever,  nous  l'avons  vu,  de  plus  d'une 
unité. 

En  résumé,  l'application  de  la  méthode  conduit  généralement 
d'une  solution  d'un  certain  rang  à  une  solution  de  rang  immédia- 


(»)  En  toute  rigueur,  il  faudrait  ajouter  à  cette  expression  -,  G  désignant  la 

constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration.  Mais,  si  une  équation  linéaire, 
intégrable  par  la  méthode  de  Laplace,  admet  la  solution  générale 

z  =  AX  -h  AtX'  +  . . .-+-  AmX(«)  -+-. .  .4-  B„Y(»>  4-  8, 

6  étant  une  fonction  déterminée  quelconque,  on  peut  toujours  supprimer  0  sans 
diminuer  la  généralité  de  la  solution.  En  effet,  si  Ton  fait  X  —  o,  Y  =  0,  on  a  z  =  8, 
et,  par  suite,  8  est  une  solution  particulière.  Soient  alors  X,  et  Y,  les  valeurs  de 
X  et  de  Y  qui  donnent  pour  z  la  solution  particulière  28.  En  remplaçant  X  par 
X  —  X,,  Y  par  Y  —  Yt,  on  fera  disparaître  le  terme  en  8  ;  et  il  restera  simplement 

s  =  AX+...+  AMX(»)  +  BY  -4-  B, Y'  -+-. . .-+-  BBY(»>. 

Cette  expression  a  le  même  degré  de  généralité  que  la  précédente. 
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tement  supérieur;  mais  elle  peut  conduire  aussi  à  une  solution  de 
rang  inférieur  ('). 

Puisqu'il  est  toujours  possible  d'abaisser  le  rang  d'une  unité,  on 
pourra,  après  k —  i  opérations,  passer  de  toute  équation  admettant 
une  solution  générale  de  rang  k  à  l'équation 

o, 


àxdy 


qui  est  la  seule  dont  la  solution  générale  soit  de  rang  i .  Les  opé- 
rations inverses  permettront  de  passer  de  cette  équation  à  toutes 
celles  dont  l'intégration  peut  être  obtenue  par  la  méthode  de 
Laplace. 


(')  On  reconnaît  aisément  que  Ton  peut  aussi  choisir  la  solution  o>  de  telle 
manière  que  le  rang  demeure  le  même  dans  le  passage  de  l'équation  à  celle  qui 
lui  succède. 
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CHAPITRE   VIII. 

LA   RÉSOLUTION   DES   ÉQUATIONS   LINÉAIRES  LES   UNES   PAR   LES   AUTRES. 

Définition  des  expressions  (m,  n).  —  Transformation  que  subit  une  telle  expres- 
sion quand  on  applique  la  méthode  de  Laplace.  —  Une  expression  (m,  n)  est 
définie,  en  général,  à  un  facteur  près,  par  la  condition  de  s'annuler  quand  on  y 
remplace  z  par  m  -+-  n  solutions  particulières  de  l'équation  proposée.  —  Dis- 
cussion des  cas  exceptionnels  dans  lesquels  cette  proposition  se  trouve  en  dé- 
faut. —  Détermination  de  toutes  les  expressions  (m,  n)  qui  satisfont  à  une 
équation  linéaire  du  second  ordre.  —  La  méthode  de  Laplace  est  comprise 
comme  cas  limite  dans  celles  qui  résultent  de  l'emploi  des  expressions  (m,  n) 
les  plus  générales.  —  Recherche  de  la  fonction  la  plus  générale  satisfaisant  à 
une  équation  du  second  ordre  et  définie  par  la  quadrature  f(Pdx-hQdy) 
où  P  et  Q  sont  des  fonctions  linéaires  de  z  et  de  ses  dérivées.  —  Application 
au  cas  où  P  et  Q  contiennent  les  dérivées  jusqu'au  premier  ordre  seulement. 
Extension  au  cas  de  deux  variables  des  propriétés  des  systèmes  adjoints.  — 
L'intégration  de  l'une  [quelconque  des  deux  équations,  ponctuelle  ou  tangen- 
tielle,  relatives  à  un  système  conjugué  tracé  sur  une  surface  quelconque  se  ra- 
mène à  celle  de  l'autre. 


397.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  Chapitre,  d'indiquer 
quelques  propositions  générales  qui  permettent  de  rattacher  à 
toute  équation  linéaire  du  second  ordre  une  série  d'équations  de 
même  forme  et  de  même  ordre,  que  l'on  saura  intégrer  en  même 
temps  que  celle  dont  elles  dérivent. 

Étant  donnée  une  intégrale  quelconque  z  de  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles 

d*z  ôz       ,dz 

v  '  ôxày  ox  dy 

cette  équation  permettra,  nous  l'avons  déjà  remarqué,  de  calculer 
toutes  les  dérivées  de  z  prises  à  la  fois  par  rapport  à  x  et  à  y  en 
fonction  des  dérivées  prises  par  rapport  à  a;  ou  par  rapport  à  y 
seulement. 

On  est  ainsi  conduit  à  des  relations  de  la  forme  suivante  : 

dm+nz        „         n   àz       n  d*s  n    àmz  dz  dnz 


ùœm  dy*  ~~  '  dx         z  àx*       •••''"  ^xm       ^  dy      '    '      ^a  dy» 
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Un  calcul  facile  donne  les  valeurs  de  Pm  et  de  Q„.  Si  l'on  sup- 
pose m  et  n  différents  de  zéro,  on  trouve 

p     _  Jady   à^_     -fady 

Qn=ef<"*p-e-f>«*; 
ôxrn 

Pm  et  Q/i  ne  sont  pas  nuls,  en  général,  mais  ils  peuvent  le  devenir, 
ainsi  que  quelques-uns  des  autres  coefficients,  dans  certains  cas 
particuliers.  C'est  ainsi  que,  lorsque  a  est  égal  à  zéro,  les  dérivées 
de  z  par  rapport  à  x  disparaîtront  de  la  formule,  si  Ton  a  n>m, 
et  n'y  figureront  que  jusqu'à  Tordre  m  —  n,  si  m  est  supérieur 
à*. 

Si  l'on  combine  linéairement,  en  les  multipliant  par  des  fonc- 
tions quelconques  de  x  et  de  y,  l'intégrale  z  et  ses  dérivées  suc- 
cessives jusqu'à  un  ordre  déterminé,  on  pourra  toujours,  par 
l'application  de  la  formule  précédente,  ramener  la  fonction  linéaire 
de  z  et  de  ses  dérivées  ainsi  obtenue  à  la  forme 

»t  r»    àz  n     àmz       ^    àz  ^    dnz 

dans  laquelle  ne  figurent  que  des  dérivées  prises  par  rapport  à 
une  seule  des  variables  indépendantes.  Nous  désignerons,  pour 
abréger,  par  la  notation  (m9n)  une  expression  de  ce  genre  ou, 
plus  exactement,  pour  comprendre  le  cas  où  les  coefficients  Pm,  Qrt 
deviendraient  nuls,  une  expression  qui  contiendra  les  dérivées 
de  z  par  rapport  à  x  au  plus  jusqu'à  l'ordre  m,  et  les  dérivées 
de  z  par  rapport  à  y  au  plus  jusqu'à  l'ordre  n.  Par  exemple,  la 

dérivée      m      t  est  une  expression  (m,  n).  La  dérivée  par  rapport 

à  x  d'une  expression  (m,  n)  est  une  expression  (m  •+- 1 ,  n)  et  la 
dérivée  par  rapport  à  y  une  expression  (/w,/i  +  i). 

On  aperçoit  aisément  les  transformations  que  subit  une  expres- 
sion (m,  n)  quand  on  applique  la  méthode  deLaplace.  Imaginons, 
par  exemple,  que  l'on  emploie  la  substitution  par  laquelle  on 
passe  de  (E)  à  (Et),  celle  qui  est  définie  par  les  formules 

/  àz  dz*        .  , 

(a)  *i=5jp+a*,        —-t-bzt^h*, 
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données  au  n°  339.  L'emploi  de  la  première  de  ces  formules 
permet  d'éliminer  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  y  et  de  les  rem- 
placer par  les  dérivées  de  zt  se  rapportant  à  la  même  variable, 
mais  prises  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  seulement.  La  seconde  formule 
permet  ensuite  de  remplacer  z  et  ses  dérivées  par  rapport  à  x  par 
les  dérivées  analogues  de  £M  mais  prises  jusqu'à  l'ordre  m  +  i. 
Ainsi  une  expression  (m,  n)  relative  à  l'équation  (E)  se  transforme 
en  une  expression  (m  -f-  i ,  n  —  i)  formée  avec  la  solution  corres- 
pondante de  l'équation  (E,);  et,  inversement,  on  démontrerait  de 
même  que  toute  expression  (/n  +  i,/i —  i)  relative  à  (E|)  se 
transforme  en  une  expression  (m,  /i),  relative  à  (E).  On  peut 
donc  conclure  que  l'expression  (m,  n)  la  plus  générale  formée 
avec  une  solution  de  (E)  admet  pour  transformée  l'expression 
(m +  i,n  —  i)  la  plus  générale  relative  à  (E|)  et,  par  suite, 
l'expression  (m-\-i,  n  —  i)  la  plus  générale  formée  avec  la  solution 
correspondante  de  l'équation  d'indice  positif  (E/),  au  moins  tant 
que  i  sera  inférieur  ou  égal  à  n.  Si  l'on  suppose  i=  n,  on 
obtiendra  une  expression  de  la  forme 

qui  ne  contiendra  que  les  dérivées  prises  par  rapport  à  la  seule 
variable  x.  Si  l'on  continuait  à  appliquer  la  méthode  de  Laplace, 
on  serait  conduit  à  des  expressions  (m  -f-  n  -+■  k,  o)  ;  elles  seraient 
de  même  forme,  mais  ne  seraient  pas  les  plus  générales  de  leur 
définition.  Nous  supposerons  donc  que  l'on  s'arrête  à(E„). 

Si  l'on  emploie  de  même  la  deuxième  substitution  de  Laplace, 
on  reconnaîtra  que  l'expression  (/n,  n)  la  plus  générale  admet  pour 
transformée  l'expression  (/n — j\  n-\-j)  relative  à  l'équation  (E_y), 
qui  sera  aussi  la  plus  générale  tant  que  j  sera  inférieur  à  m-H  i. 
En  résumé,  /  étant  positif  ou  négatif,  l'expression  (m,  n)  la  plus 
générale  formée  avec  une  solution  quelconque  de  (E)  a  pour 
transformée  l'expression  {m  4-  i,  n —  i)  la  plus  générale  formée 
avec  la  solution  correspondante  de  (E/),  tant  que  l'on  attribue  à 
l'entier  i  les  valeurs  . 

—  m,    — 7H-+-I,     ...,    o,     i,     ....     /i. 
398.  Une  expression  (m,  n)  contient  m  +  zi  +  i  coefficients, 
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M,  P|,  Q*,  qui  sont  des  fonctions  arbitraires  de  x  et  de  y.  Elle 
sera  donc  déterminée  à  un  facteur  près,  au  moins  en  général,  si  on 
l'assujetti t  à  s'annuler  lorsqu'on  y  remplace  z  par  m  -+-  n  solutions 
particulières 

de  l'équation  proposée.  Si,  pour  abréger,  on  pose 
(3)  m  +  n  =  p, 

son  expression  sous  forme  de  déterminant  est  alors 

dmz 
dxm 
d'nZi 


(4)  (m,n)  =  M 


z*  3T 


dz 
dx 
dz{ 
dx 
dzt 
dx 


àzp 
dx 


dx'n 
d'nZt 
dx'n 


d'nzp 
dxm 


dz 

ày 

dnz 
dy* 

dZy 

dnzt 
dyn 

dz, 

ày 

dnzt 
~dy" 

dzp 

d*zp 

ày 


dyn 


Il  peut  cependant  arriver  qu'une  expression  (m,  n)  ne  soit  pas 
déterminée  par  les  conditions  que  nous  venons  d'énoncer  :  c'est 
ce  qui  aura  lieu  si  les  mineurs  qui  sont,  dans  l'expression  précé- 
dente, les  coefficients  de  z  et  de  ses  dérivées  sont  tous  égaux  à 
zéro.  On  peut  définir  d'une  manière  précise  ces  cas  exceptionnels 
dans  lesquels  l'expression  précédente  devient  illusoire. 

Désignons  par  la  notation  (m,  /i)/  le  résultat  de  la  substitution 
de  Zi  à  z  .dans  une  expression  (m,  n).  Si  l'expression  doit  s'an- 
nuler, comme  nous  le  supposons,  pour  les  valeurs  déjà  indiquées 
de  z,  on  aura  les  équations  de  condition 


(m,  /!>!=  o,        (m,  ti)j  =  o, 


(m,  n)p  =  o, 


auxquelles  devront  satisfaire  les  coefficients  inconnus  de  la  fonc- 
tion (m,  n),  La  première  ne  sera  pas  vérifiée  d'elle-même  tant  que 
zK  sera  différent  de  zéro;  la  seconde  ne  sera  pas,  en  général,  une 
conséquence  de  la  première;  mais,  en  poursuivant,  on  arrivera 
nécessairement,  si  le  système  précédent  est  indéterminé,  à  une 
équation  qui  sera  la  conséquence  de  celles  qui  la  précèdent.  Cette 
équation,  dont  nous  désignerons  le  rang  par  A,  s'obtiendra  néces- 
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s  aire  ment  par  une  combinaison  linéaire  des  équations  précédentes. 
On  aura  donc  l'identité 

(5)  Xt(/n,  /i),H-X,(/n,  /i)j-f. . .-+-  XA(m,  n)h  =  o, 

applicable  à  toute  fonction  (m,  /i).  D'après  la  manière  même  dont 
on  l'obtient,  il  est  évident  quV/  n'y  aura  aucune  autre  relation 
linéaire  de  même  forme  entre  les  quantités  (m,  /i)<,  ..., 
(m,  n)h. 

Cela  posé,  appliquons  la  transformation  de  Laplace,  en  passant 
de  (E)  à  l'équation  (E*).  L'identité  (5)  se  transformera  dans  la 
suivante 

(6)  Xi(m  -+-  n,  o)i-+-  Xj(m  -h  n,  o)j-h. .  .-h  X^( m  -h  n,  o)^  =  o, 

qui  se  rapporte  à  la  nouvelle  équation,  mais  qui  ne  contient  plus 
que  les  dérivées  de  l'intégrale  par  rapport  à  la  seule  variable  x. 
Si  l'on  substitue  successivement  à  (tmH-ti,  o)  les  fonctions  s, 

,  . ..,    ,  en  nombre  nécessairement  supérieur  à  h,  on  obtient 

un  système  qui  se  présente  dans  la  théorie  des  équations  linéaires 
à  une  seule  variable  indépendante;  et  Ton  reconnaît  immédiate- 
ment que  les  rapports  mutuels  des  quantités  X^,  X2,  ...,  \k  doivent 
être  constants  lorsque  x  varie,  c'est-à-dire  ne  peuvent  dépendre 
que  de  la  variable  y.  En  passant  de  même  de  (E)  à  (E_m)  et  en 
répétant  le  raisonnement  précédent,  on  reconnaîtra  de  même  que 
les  rapports  mutuels  de  X>0  X^2 , . . . ,  X^  ne  peuvent  dépendre  dey.  Ces 
rapports  sont  donc  constants;  et,  par  suite,  les  solutions  £f, 
z2,  ...,  Zh  ne  sont  pas  linéairement  indépendantes.  Ainsi  : 

Dans  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation 
proposée  (E)  s'étend  au  moins  depuis  V équation  (E_m)  jusqu'à 
l'équation  (E*),  une  expression  (m,  n)  est  toujours  définie  à 
un  facteur  près  par  la  condition  de  s'annuler  lorsqu'on  y 
remplace  z  par  m-^-n  solutions  particulières  de  Véquation, 
pourvu  que  ces  solutions  soient  linéairement  indépendantes  (*  ). 


(*)  On  peut  aussi  discuter  très  simplement  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  se 
termine  entre  (E_m)  et  (E,,).  Supposons  d'abord  qu'elle  se  termine  d'un  seul 
côté,  à  l'équation  (Et)  par  exemple,  i  étant  positif  et  inférieur  à  n.  On  recon- 
naîtra, comme  on  l'a  fait  dans  le  texte,  que  les  rapports  mutuels  de  Xt,  \,  . . .,  \k 


LA    RÉSOLUTION    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES,   ETC.  169 

399.  Après  cette  discussion,  revenons  au  cas  général  et  sup- 
posons que  les  solutions 


z%,     . . . ,     z/n+n 


aient  été  choisies  de  telle  manière  qu'une  expression  (m,  n)  soit 
définie,  à  un  facteur  près,  par  la  condition  de  s'annuler  quand  on 


ne  peuvent  dépendre  de  y  et  sont,  par  conséquent,  des  fonctions  de  la  seule  va- 
riable x.  Si  l'on  applique  maintenant  la  relation  (5)  à  l'équation  (E.),  elle  prend 
la  forme 

(a)  \(m  +  î,  n —  i),-h. ..-+-  \(nt-h  1,  n  —  i)h  =  o. 

L'intégrale  générale  de  (E,)  a  été  donnée  au  n°  333;  elle  est  de  la  forme 


f^x+yVarfr), 


a  et  fi  étant  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  y.  Comme  n  —  i  est  au  moins 
égal  à  1,  on  peut  prendre  d'abord,  pour  l'expression  (m+i,  n  —  i)  qui  figure 
dans  l'identité  précédente,  la  fonction 


±(l\ 
ày\?) 


On  aura  alors 

(*)  \r,-+-  \y*  -+--..-+-  \yh=o, 

y  m  y»i  •••>  y  h  désignant  les  valeurs  que  prend  la  fonction  arbitraire  Y  pour  les 
solutions  particulières  zt,  *„  ...,zh.  On  peut  supposer  que  les  coefficients  \, 
\,  . ..,  \h  soient  linéairement  indépendants.  S'il  en  était  autrement,  on  les  ex- 
primerait tous  en  fonction  d'un  certain  nombre  d'entre  eux;  et  l'identité  (5)  se 
transformerait  en  une  identité  analogue  où  h  serait  remplacé  par  un  nombre  plus 
petit  h'  et  ;les  solutions  £t,  zJ}  . ..,  zh  par  des  combinaisons  linéaires  de  ces  so- 
lutions. 

Supposons  donc  X,,  \,  . ..,  \  linéairement  indépendants;  l'identité  (b)  nous 
donne  alors 

(c)  yt=yi=-'  =r*  =  <>; 

car,  s'il  en  était  autrement,  il  suffirait  d'attribuer  à  y  une  valeur  particulière 
quelconque  pour  obtenir  une  relation  linéaire  entre  \f  ...,  \. 

Soient  maintenant  xt,  xv  . ..,  xh  les  valeurs  que  prend  la  fonction  arbi- 
traire X  pour  les  diverses  solutions  particulières.  En  substituant  dans  l'éga- 
lité (a)  les  diverses  fonctions 


fie 

dxk 


>.       (Ar=o,  i,  2,  ...,  m+i), 
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y  remplace  z  par  l'une  quelconque  de  ces  solutions.  Soit 

/    \  û        4  «   àz  „     dmz        .,   dz  _    dnz 

(7)  e  =  A*  +  B,5;+...+  B«5^+C1^+...+  C.^ 

le  résultat  obtenu.  Nous  allons,  en  répétant  le  raisonnement  du 
n°  340,  montrer  que  8  satisfait  à  une  équation  linéaire  du  second 
ordre.  Si  Ton  différentie,  en  effet,  la  formule  précédente  succes- 
sivement par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y,  on  obtient  des  ex- 
pressions des  dérivées  premières  qui  sont  de  la  forme 

(8) 


3i=B-S?=^-h(m',l)' 


<>e  à»***     ,        N 


on  obtient  des  relations  de  la  forme 

(d)  \x[*  +  \a\*>+...+  \kxtf  =  o. 

Si  les  fonctions  xt,  xa,  . ..,  xh  ne  sont  pas  linéairement  indépendantes!  il  en 
est  de  même,  évidemment,  des  solutions  z0  zv  . . . .  zk  de  l'équation  primitive  (E  ). 
Si  les  fonctions  xr  . ..,  xh  sont  linéairement  indépendantes,  les  équations  précé- 
dentes, qui  déterminent,  par  hypothèse,  les  rapports  mutuels  de  \,  \9  .  ..,Xfc 
donnent,  comme  on  sait,  des  valeurs  constantes  pour  ces  rapports  tant  que  l'on 
n'a  pas 

Ainsi,  dans  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  se  termine  entre  (E__m)  et  (E„), 
et  d'un  seul  côté, par  exemple  à  l'équation  (  E.),  l'expression  (m,  n)  ne  cessera 
d'être  déterminée  par  les  conditions  énoncées  que  si  les  solutions  zt,  za,  . . .,  zht 
ne  sont  pas  linéairement  indépendantes,  ou  s'il  y  a  plus  de  m  H-i-h  i  solu- 
tions zh  se  déduisant  de  cette  partie  de  la  solution  générale  qui  est  de  la 
forme 

AX  +  AtX'  +  ...+  A/X(0, 

par  l'attribution  de  valeurs  particulières  quelconques  à  la  fonction  arbi- 
traire X. 

Dans  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  les  deux  sens  entre  (E_m) 
et  (En),  il  est  inutile  de  recommencer  la  discussion.  Car  alors  soient  (E.),  (E,) 
les  équations  auxquelles  se  termine  la  suite.  Si  Ton  désigne  par  X  et  Y  les  fonc- 
tions arbitraires  qui  entrent  dans  l'intégrale  générale,  par  (a?a,  ya)  les  couples 
pour  lesquels  s'annule  cette  intégrale  et  par  (x'kJ  y'k)  le  système  des  valeurs 
particulières  qu'il  faut  attribuer  à  X  et  à  Y  pour  obtenir  la  solution  zk,  une  ex- 
pression (m,  n)  contiendra  les  dérivées  de  X  jusqu'à  l'ordre  i-f-  m,  celles  de  Y 
jusqu'à  l'ordre  /  -h  n.  Les  conditions  pour  lesquelles  nous  l'avons  définie  l'assu- 
jettissent simplement  à  s'annuler  quand  on  y  remplace  le  couple  (X,  Y)  par  les 
couples  {x^y*)  et  (x'ki  yk)}  au  nombre  total  de 

w  +  n  +  t  +  y  +  i. 

L'étude  détaillée  de  l'expression  obtenue  et  des  cas  dans  lesquels  elle  s'annule 
a  été  donnée  au  n"  341  et  342. 
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Un  calcul  facile  donne  ensuite  (  *  ) 

En  combinant  ces  trois  formules,  on  sera  conduit  à  une  expres- 
sion de  la  forme 


(10) 


àxày 


(•■ 


Or,  si  Ton  remplace  z  par  Tune  quelconque  des  solutions  £/,  la 
fonction  0  s'annule  ainsi  que  toutes  ses  dérivées.  Le  second 
membre  de  l'équation  précédente  s'annulera  donc  quand  on  y 
remplacera  z  par  s/;  et,  comme  une  expression  (/??,  n)  est  définie 
à  un  facteur  près,  d'après  l'hypothèse,  par  ces  conditions,  ce 
second  membre  sera  nécessairement  proportionnel  à  0.  Si  l'on 
désigne  par  — y  ^e  facteur  de  proportionnalité,  on  voit  que  l'on 
aura 

0  satisfera  donc  bien,  comme  nous  l'avons  annoncé,  à  une  équation 
linéaire  du  second  ordre,  dont  elle  sera  évidemment  l'intégrale 
générale. 

Imaginons,  par  exemple,  que  l'on  parte  de  l'équation 


On  aura  alors 


d*z    _ 
dx  dy 

zt  =  xt  -±-yh        *  =  X  -4-  Y, 

et  le  déterminant  (4)  se  réduira  au  suivant 

X-4-Y      X'     ...     X(m)    Y'     ...     Yw) 


K 


*l-+-.Ti      x\ 


r{tn)      v' 


J  \ 


-y? 


y* 


yPn) 


(*)  Ces  formules  doivent  subir  des  modifications  que  le  lecteur  trouvera  aisé- 
ment lorsqu'un  des  nombres  m  ou  n  est  égal  à  zéro. 
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Par  l'addition  d'une  colonne,  on  peut  le  transformer  ainsi 
I       X      Y     X'     ...     X{m)    Y'     ...     Y(ft) 


K 


—  I 

I 

0 

o 

xt 

y\ 

x\      . 

xp 

y? 

x'p     . 

y. 


y. 


y\ 


yPn) 


on  retrouve,  avec  une  très  légère  différence  de  notation,  les  ex- 
pressions que  nous  avons  étudiées  au  Chapitre  II  et  qui  sont  les 
intégrales  générales  des  équations  pour  lesquelles  la  suite  de  La- 
place  se  compose  d'un  nombre  limité  d'équations;  elles  dérivent 
toutes,  comme  on  voit,  de  l'équation  élémentaire 

d*z 


dxày 


par  une  simple  application  de  la  proposition  générale  que  nous 
venons  d'établir  relativement  à  une  équation  linéaire  quelconque. 

400.  Cette  proposition  générale  définit  certains  cas  dans  les- 
quels une  expression  (m,  n)  satisfait  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  \  nous  allons  nous  proposer  maintenant 
de  déterminer  toutes  les  fonctions  (m,  n)  jouissant  de  la  même 
propriété. 

Soit 


/     \  a       a  r>   àz  „     àmz        _   dz 

(12)  e  =  A*  +  B1^+...+  B„—  +Cl^ 


c„ 


ônz 
àyn 


une  expression  (m,  n)  que  nous  supposerons  d'abord  tout  à  fait 
quelconque.   Si  l'on  calcule  les  dérivées  de  0  jusqu'à  un  ordre 

quelconque  p,  on  obtiendra  en  tout  — — '  équations.  On 

peut  éliminer,  au  moyen  de  l'équation  aux  dérivées  partielles, 
toutes  les  dérivées  prises  à  la  fois  par  rapport  à  x  et  à  y\  il  res- 
tera donc  seulement,  dans  les  expressions  des  dérivées  de  0, 
m  +  /i  +  2/>  dérivées  de  z,  soit,  en  comprenant  *, 

m-\-  n  ■+-  %p  -+- 1 

quantités.  Ce  nombre  finit  toujours  par  être  inférieur  à  celui  des 


LA    RÉSOLUTION    DES    EQUATIONS    LINÉAIRES,   ETC.  I7Î* 

dérivées  de  9;  l'élimination  de  z  et  de  ses  dérivées  conduira  donc 
à  une  ou  plusieurs  relations  entre  9  et  ses  dérivées,  c'est-à-dire  à 
une  ou  plusieurs  équations  aux  dérivées  partielles  pour  9,  qui 
seront,  en  général,  d'ordre  supérieur  au  second. 

Si  l'on  connaît  une  fonction  9  satisfaisant  à  toutes  ces  équations, 
on  pourra  déterminer  z  et  ses  dérivées  en  fonction  de  9,  sans 
aucune  intégration. 

Ces  conclusions  ne  s'appliquent  évidemment  qu'à  l'hypothèse  la 
plus  générale;  elles  sont  complètement  modifiées,  nous  allons  le 
voir,  si  9  satisfait  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 

ordre.  Il  faut   alors   retrancher  des  -^ — — —  équations  qui 

pourraient,  lorsque  9  est  connu,  déterminer  z  et  ses  m  -\-  n  -\-  np 
dérivées,  toutes  celles  que  l'on  obtient  en  prenant  l'équation  du 
second  ordre  à  laquelle  satisfait  9  et  lui  adjoignant  toutes  ses  dé- 
rivées jusqu'à  l'ordre/?  —  2,  ce  qui  donne  en  tout 

(p  —  ')/» 
2 

équations.  Il  restera  donc  seulement 

(p-+-i)(p ■+- a)  _  p(p—i)  =  a        t 
2  2  ^ 

relations  qui  ne  peuvent  déterminer  z  et  ses  m  4-  n  4-  %p  dé- 
rivées. Il  y  aura  toujours  m  4-  n  de  ces  fonctions  qui  demeureront 
arbitraires.  Dès  que  l'on  aura  écrit  les  trois  équations  qui  ex- 

priment  9,  -r->  j->  il  sera  inutile  de  continuer  les  dérivations;  elles 

introduiraient  autant  de  dérivées  nouvelles  de  z  à  déterminer  que 
de  nouvelles  relations. 

Les  équations  qui  donnent  9,  -r->  -c—  constituent  donc  ce  que 

M.  Mayer  a  appelé  un  système  complet,  c'est-à-dire  un  système 
dans  lequel  toutes  les  conditions  d'intégrabilité  sont  satisfaites. 
Si  l'on  prend  comme  inconnues  auxiliaires  les  fonctions  suivantes 

/  àz  *  d*z  àmz 

03) 

K     '  x  dz  d*z  d»z 

'1=d7'       ç*=djï'       "•'       ""  =  4p 
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que  l'on  ajoutera  à  5,  ce  qui  donnera  w  +  n-hi  fonctions  in- 
connues, l'équation  qui  donne  0  fournira  une  relation  entre  ces 
inconnues:  on  aura 


dz 

àtlm-i 

dx 

dz 

*  =  *•         - 

àr 

Les  autres  dérivées  des  fonctions  i/,   . . .,  un_t  ;   v,  . . . ,  vn-\ 
seront  déGnies  par  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle 

satisfait  z.  L' équation  qui  donne  — -  et  qui  contient  en  général 
m+l  déterminera  —r^>  celle  qui  exprime  -r-  déterminera  de  même 

-r-^;  enfin  les  deux,  autres  dérivées  de  um  et  de  vtt  s'obtiendront 

y 
au  moyen  de  l'équation  aux  dérivées  partielles. 

Nous  avons  bien,  on  le  voit,  un  système  complet,  de  la  nature 

de  ceux  que  M.  Mayer  a  étudiés  (').  Les  fonctions  inconnues  sont 

au  nombre   de    m -t- /i  ~r  i  ;  mais,    comme   elles   sont    liées   par 

l'équation  qui  donne  0,  l'intégrale  générale  contiendra  seulement 

m  -H  n  constantes  arbitraires.  Par  suite  de  la  forme  linéaire  des 

équations,  la  valeur  générale  de  z  sera  de  la  forme 


(i4)  z  =  Z  -+- a,  Zi-T-a^Zi- 


*m-t-n*m-4-n} 


o>\,  -  •  •  j  a>m+n  désignant  des  constantes  arbitraires  que  Von  devra 
pouvoir  déterminer  de  telle  manière  que  z  et  ses  m-\-  n  pre- 
mières dérivées  prennent  les  valeurs  les  plus  générales  satisfai- 
sant à  l'équation  qui  donne  0.  Si  l'on  porte  la  valeur  précédente 
de  z  dans  l'expression  (12)  de  9,  le  coefficient  de  af-  devra  être 
nul;  et,  par  suite,  0  s'annulera  lorsqu'on  y  remplacera  z  par  zt. 
Comme  on  a  m  -+-  n  quantités  s/,  0  sera  déterminée  à  un  facteur 
près  par  cette  condition;  9  rentre  donc  dans  la  catégorie  des 
fonctions  que  nous  venons  d'étudier. 

On  pourrait  objecter  que  les  solutions  Zi  peuvent  rendre  illu- 
soire la  forme  (4)  de  9;  mais  on  verra  aisément  que  ce  fait  excep- 


(»)  Mayer  (A.),  Ueber  unbeschrânkt  integrable  Système  von  linearen  to- 
talen  Differentialgleichungen  und  die  simultané  Intégration  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  (Mathematische  Annalent  t.  V,  p.  44^;  1872). 
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tionnel  ne  se  présente  pas  ici;  car  les  déterminants  qui  sont,  dans 

cette  formule   (4),   les  coefficients  de  -}—£>  t~   ne  sont  jamais 

nuls.  Ce  sont  ceux  que  l'on  obtient  lorsqu'on  veut  déterminer  les 
constantes  a/,  de  telle  manière  que  z  et  ses  dérivées,  moins  la  der- 
nière prise  par  rapport  à  x  ou  par  rapport  à  y,  prennent  des 
valeurs  données  à  l'avance;  et  nous  avons  indiqué  que,  d'après  les 
propriétés  de  la  solution  générale,  ces  déterminants  ne  peuvent 
être  nuls.  Mais  on  peut  adresser  au  raisonnement  précédent  une 
autre  objection  plus  sérieuse  que  nous  allons  examiner. 

Nous  avons  admis  que  les  deux  équations  par   lesquelles   on 

exprime     -,  —peuvent  être  résolues  respectivement  par  rapport 

à  j~7nTi [f  n+t  '  ^ela  a  toujours  Keu>  en  effet,  si  les  nombres  m  et 
n  sont  supérieurs  à  zéro;  mais,  dans  le  cas  exceptionnel  où  l'un 
de  ces  entiers  se  réduit  à  zéro,  la  proposition  peut  être  en  défaut. 
Supposons,  par  exemple,  que  0  ne  contienne  pas  les  dérivées 
de  z  par  rapport  à  x;  et  donnons-lui,  pour  la  commodité  du  rai- 
sonnement, la  forme  suivante 


=  À*-hB1Q 


qui  est  tout  aussi  générale  que  si  on  l'avait  ordonnée  simplement 
par  rapport  aux  dérivées  de  z.  Si  l'on  forme  la  dérivée  de  0  par 
rapport  à  xf  on  aura,  en  général, 

ôp        (dz  \       _     d/»-*   Vf  da\  ,  dzl 

et,  par  suite,  l'expression  de  -r-  sera  de  la  forme 

dO         .  dz       n        n  dz  „    dnz 

r=A-+C,+  C2r  +...+  CBr-, 
ox  ox  oy  oyn 

A  ayant  la  même  valeur  que  précédemment.  Si  A  n'est  pas  nul, 
cette  équation  donnera  — ,  et  l'on  pourra  appliquer  sans  modifi- 
cation le  raisonnement  général.  Il  reste  donc  seulement  à  examiner 
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le  cas  où  Ton  a 

A  =  o; 

mais  alors  substituons  à  l'équation  proposée  (£)  sa  transformée 
(Ef)  par  la  méthode  de  Laplace;  c'est-à-dire  posons 

àz 

v    -+-  az  =  z  . 

L'expression  de  8  prendra  la  forme  nouvelle 

dz'  dn-iz' 

e  =  B,y+B1^+...-HB.^ï=r, 

qui  contient  une  dérivée  de  moins.  En  recommençant  sur  cette 
nouvelle  expression  de  9  les  raisonnements  précédents,  on  recon- 
naîtra que  cette  fonction  doit,  s'annuler  lorsqu'on  y  remplacera  z1 
par  n  —  1  intégrales  particulières  de  (Et);  ou  bien  on  sera  encore 
conduit  à  appliquer  La  transformation  de  Laplace  et  à  passer  à 
l'équation  (E2).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  la  fonction 

a       a  t>  àz  D    dnz 

satisfait  à  une  équation  du  second  ordre,  elle  s9 annulera  lors- 
qu'on y  remplacera  z  par  n  intégrales  particulières  de  V équa- 
tion linéaire  proposée,  et  elle  sera  définie  à  un  facteur  près 
par  ces  conditions  ;  ou  bien  elle  pourra  être  ramenée,  par  l'ap- 
plication successive  des  substitutions  de  Laplace^  à  une  ex- 
pression de  la  forme 

définie  par  les  mêmes  propriétés  relativement  à  l'équation  (E/). 

Si  l'on  suppose  i=  n,  on  retrouve  la  substitution  de  Laplace. 

En  résumé,  le  théorème  du  n°  399,  combiné,  dans  certains  cas 
exceptionnels  où  l'un  des  nombres  m  et  n  doit  être  nul,  avec 
l'application  de  la  méthode  de  Laplace,  donne  toutes  les  fonctions 
(m,  n)  satisfaisant  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre. 


LA    RESOLUTION    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES,    ETC.  1/7 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  prenne 


*  à*       n 
=  A  —  -+-B*, 


ou,  plus  simplement, 

06)  •=£-**; 

en  vertu  de  la  proposition  précédente,  0  ne  pourra  satisfaire  à 
une  équation  du  second  ordre  que  si  Ton  a 

(17)  X  =  a, 

ce  qui  donne  la  première  substitution  de  Laplace,  ou  si  Ton  a 

(l8)  A   = -r-i, 

*t   ày 

zK  désignant  une  intégrale  particulière  de  l'équation  proposée.  Ce 
résultat  avait  été  déjà  obtenu  et  étudié  par  M.  Lucien  Lévy  ( 4  )  dans 
un  intéressant  Mémoire  sur  lequel  nous  aurons  l'occasion  de  re- 
venir. 

401.  Au  milieu  de  toutes  les  transformations  précédentes,  celle 
de  Laplace  apparaît  donc,  on  serait  tenté  de  le  penser,  comme 
une  sorte  de  transformation  singulière  échappant  à  la  loi  générale 
qui  donne  toutes  les  autres.  Nous  allons  montrer  qu'une  telle  vue 
serait  inexacte  :  la  transformation  de  Laplace  est  comprise, 
comme  cas  limite,  dans  celles  que  nous  venons  de  définir. 

Pour  donner  plus  de  précision  au  raisonnement,  bornons-nous 
aux  expressions  de  la  forme  (16).  Il  faudra,  semble-t-il,  pour  que 
la  substitution  de  Laplace  soit  comprise  dans  les  transformations 
générales,  que  l'on  puisse  obtenir  une  solution  particulière  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  satisfaisant  à  la  relation 

,     x  1  As'  dz'  , 

Or  il  suffit  de  substituer  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(*)  Lévy  (Lucien),  Sur  quelques  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
{Journal  de  l'École  Polytechnique,  LVI*  Cahier,  p.  63;  1886). 

D.  —  IL  12 


178  LIVRE    IV.    —    CHAP.    VIII. 

la  valeur  précédente  de  ~;  on  trouvera 

z'h  =  o. 

Comme  zr  ne  peut  être  nul,  il  faudra  que  l'invariant  h  le  soit; 
c'est  là  un  cas  exceptionnel  que  nous  pouvons  écarter. 

II  n'y  a  donc  pas,  en  général,  de  solution  particulière  de  l'équa- 
tion proposée  pour  laquelle  on  ait 

i    àz' 

mais  nous  allons  montrer  qu'iV  existe  une  infinité  de  solutions 
pour  lesquelles  le  premier  membre  est  aussi  voisin  qu'on  le 
veut  de  —  a. 
Posons,  en  effet, 

i   àz 

(20)  -  --  =  —  a  —  il. 

z  dy  n 

L'inconnue  ja,  que  nous  substituons  ainsi  à  s,  satisfait  à  une 
équation  non  linéaire  du  second  ordre.   Si  l'on  porte,   en  effet, 

dans  l'équation  à  laquelle  satisfait  s,  la  valeur  de  -r-  déduite  de 
l'équation  précédente,  on  a 

—  ^(a  -h  u.)z  -+-  a~  -+-  (c  —  ab  —  bu,)z  =  o, 


ou,  en  développant, 

à\o%z 
dx 

dlogu. 
dx 

-b 

h 

On  aura  donc 

(21)  d\ogz^^(^^  +  b+^dx-{a^u.)dy, 

et  il  suffira  d'écrire  la  condition  d'intégrabilité  pour  obtenir  l'équa- 
tion à  laquelle  doit  satisfaire  [x.  On  trouve  ainsi 

d*u         du.  du.        ..        ,*    .       àh  .du.  du. 

v      '      r  dx  dy       dx  dy       v  ' r        dy^  dy       ^   dx 

à  chaque  solution,  différente  de  zéro,  de  cette  équation  corres- 
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pondra  une  valeur  de  z  définie,  à  un  facteur  constant  près,  par  la 
formule  (21). 

L'équation  (  22  )  admet  évidemment  la  solution  y.  =  o,  à  laquelle 
ne  correspond  aucune  valeur  de  z;  mais  cette  solution  n'est  pas 
isolée /  il  y  a  des  valeurs  infiniment  petites  de  [A  qui  sont  exprimées 
d'une  manière  approchée  par  la  formule 

X  désignant  une  fonction  arbitraire,  mais  infiniment  petite,  de  x. 
Il  y  aura  donc  des  intégrales  de  l'équation  aux.  dérivées  partielles 

proposée  pour  lesquelles  -  ~  sera  infiniment  voisin  de  —  a. 

On  pourrait  encore  le  reconnaître  en  étudiant  les  différentes 
équations  particulières  dont  nous  avons  donné  l'intégrale  générale. 
Nous  avons  vu,  par  exemple,  au  n°  3o2,  que  l'équation  E(o,  (3') 
admet  pour  intégrale  générale 

Faisons  [3'=  —  1  et  remplaçons  X  par  X",  nous  aurons 

Z(o,-i)  =  Y  +  XV-/)-X. 

La  valeur  de  [Ji  sera 

—  i  Y— X' 


H-  = 


*  —  y       Y  +  X'(ar-/)-X 


Il  n'y  a  aucune  solution  pour  laquelle  u  soit  nul;  mais,  si  l'on 
annule  la  fonction  Y,  il  reste 


r"~  X        x  —  y' 

x 

il  suffira  de  choisir  la  fonction  arbitraire  X  de  telle  manière  que  =n 
soit  très  grand,  et  l'on  aura  des  valeurs  de  [jl  très  voisines  de  zéro. 

402.  La  proposition  générale  que  nous  avons  étudiée  depuis  le 
commencement  de  ce  Chapitre  nous  a  permis  de  rattaeher  à  toute 
équation  linéaire  une  série  d'équations  semblables  dont  l'inté- 
grale se  forme  avec  l'intégrale  générale  de  la  proposée  et  avec  ses 
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dérivées  prises  jusqu'à  un  ordre  déterminé.  Nous  allons  indiquer 
maintenant  une  autre  proposition  qui  conduit  au  même  résultat, 
mais  par  des  moyens  tout  à  fait  différents,  puisqu'elle  repose 
essentiellement  sur  l'emploi  de  certaines  quadratures.  Désignons 
par  P  et  Q  deux  fonctions  linéaires  de  z  et  de  ses  dérivées  prises 
jusqu'à  un  ordre  quelconque,  et  proposons-nous  de  déterminer  P 
et  Q  de  telle  manière  que 

P  dx  -+-  Q  dy 

soit  une  différentielle  exacte  rf9,  et  que  son  intégrale  9  satisfasse 
à  une  équation  linéaire  du  second  ordre. 

Écrivons  d'abord  la  condition  d'intégrabilité.  Si,  pour  abréger, 
on  désigne  par  3(z)  le  premier  membre  de  l'équation  à  laquelle 
satisfait  £,  il  faudra  évidemment  que  l'on  ait  une  identité  de  la 
forme 

<>Q     <>p     k*    ^ài     nà$     ^d*i 

dx        oy  dx  oy  dx1 

A,  B,  C,  D,  • . .  étant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  dey.  On 
peut,  au  moyen  des  intégrations  par  parties,  donner  au  second 
membre  la  forme  suivante  : 


**   ■   dx 


à  f„j>      „    di  \         d 


(B*  +  B1g-K..)-.£(C*-H...). 


Par  suite,  si  l'on  écrit 

P-Ctf-..., 

Q  +  B^B.g-H..., 

au  lieu  de  P  et  de  Q,  ce  qui  change  seulement  la  forme  de  P  et 
de  Q  sans  changer  leur  valeur,  on  aura'  l'identité  plus  simple 

i  i\  dQ      dP      .if 

Si  p  était  nul,  il  faudrait  évidemment  que  l'on  eût 

P=T>         Q  =  ?' 
Ox  oy 
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v  étant  une  fonction  linéaire  de  z  et  de  ses  dérivées.  On  aurait 


1  =  «% 


et  l'on  retrouverait  les  expressions  que  nous  avons  étudiées  au 
commencement  de  ce  Chapitre.  Si  [x  n'est  pas  nul,  il  résulte  des 
propositions  rappelées  au  n°  357  que  [Ji  sera  nécessairement  une 
solution  particulière  de  l'équation  adjointe.  On  aura  alors 

et  l'identité  à  vérifier  se  ramènera  à  la  suivante  : 

Si  donc  v  désigne  une  fonction  linéaire  de  z  et  de  ses  dérivées 
jusqu'à  un  ordre  quelconque,  on  aura  nécessairement 

!'-■  (£-*)+£• 

et,  si  l'on  pose 

(a5)  *=y[«(g_6,i)rf*+^(g+a,)dr], 

on  pourra  écrire 

(26)  0=  f(Pdx-*-Qdy)  =  <j  +  i>. 

11  faut  maintenant  déterminer  \k  et  v  de  telle  manière  que  8  soit 
l'intégrale  d'une  équation  du  second  ordre. 

Nous  allons  montrer  d'abord  que  o-  satisfait,  pour  chaque  valeur 
de  pi,  à  une  telle  équation.  On  a,  en  effet 

(a7)        %=*(&-**)>    %= *{&+")' 

En  tirant  de  la  première  équation  la  valeur  de  z  et  la  portant 
dans  la  seconde,  on  trouve 

dx 


l82  LIVRE    IV.  —   CHAP.    VIII. 

et  cette  relation  constitue  bien  une  équation  linéaire  du  second 
ordre  à  laquelle  satisfait  la  valeur  générale  de  <r. 

Revenons  maintenant  à  l'expression  de  0.  Comme  les  équations 
(27)  permettent  d'exprimer  z  et  ses  dérivées  en  fonction  linéaire 
des  dérivées  de  <x,  on  voit  que  8  pourra  être  exprimée  en  fonction 
linéaire  des  dérivées  de  <x.  Il  suffira  donc  d'appliquer  les  proposi- 
tions des  n01  399  et  400  pour  obtenir  toutes  les  fonctions  8  satis- 
faisant à  une  équation  linéaire  du  second  ordre. 

Les  deux  propositions  que  nous  venons  d'étudier  permettent, 
on  le  voit,  de  rattacher  à  toute  équation  linéaire  (E)  deux  séries 
différentes  d'équations  qui  s'intégreront  en  même  temps  qu'elle. 
Si  l'équation  primitive  (E)  s'intègre  par  la  méthode  de  Laplace, 
c'est-à-dire  si  elle  admet  des  solutions  de  la  forme 

AX  +  A1X'^-...+  A/X('*,, 

la  même  propriété  subsistera  pour  toutes  les  équations  qui  en 
dérivent.  Ce  résultat  est  évident  pour  celles  que  nous  avons 
obtenues  au  n°  399*,  et,  pour  celles  que  nous  venons  de  définir,  il 
est  une  simple  conséquence  de  la  proposition  démontrée  au  n°  393. 
Ainsi,  lorsque  V équation  primitive  (E)  est  intégrable  par  la 
méthode  de  Laplace,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  équations 
qui  en  dérivent  par  l'application  des  deux  propositions  pré- 
cédentes. 

Comme  application,  proposons-nous  de  déterminer  toutes  les 
fonctions  8  pour  lesquelles  P  et  Q  contiennent  les  dérivées  de  z 
jusqu'au  premier  ordre  seulement.  Il  faudra  évidemment  que  v 
soit  égal  à  pz,  p  étant  une  fonction  quelconque  de  x  et  de^;  et, 
par  conséquent,  on  aura 

(29)  6  =  c  +  p^  =  !x+5-P--g. 

Pour  que  cette  fonction  soit  l'intégrale  d'une  équation  du  second 
ordre,  il  faudra,  ou  bien  que  la  valeur  de  8  soit  celle  que  l'on 
déduit  de  <x  par  l'application  de  la  deuxième  substitution  de  La- 
place à  l'équation  (28)  et,  dans  ce  cas,  il  faudra  prendre  p  =  —  [x; 
ou  bien  que  le  second  membre  s'annule  pour  une  solution  parti- 
culière d  de  l'équation  en  <x. 
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Dans  le  premier  cas,  on  a 
(3o)  8=-y,^(g  +  ^)rfx  +  ^(^-a(i)rfr) 

el  la  valeur  de  9  est,  au  signe  près,  celle  que  l'on  déduirait  de  <x 
par  l'échange  des  variables  x  et  y. 
Dans  le  second  cas,  on  devra  avoir 

<•■>  «■-- (ï-f)é' 

dx 
ou,  si  l'on  désigne  par  z'  la  valeur  de  z  correspondante  à  o7, 

/o   \  ff'  —  v'z 

(3a)  p=-p,         »=— • 

On  a  ainsi 

en  réduisant,  on  trouve 

04)  ,=J\-,l(±)dx^,-^(±)dy\. 

La  valeur  de  6  est  d'ailleurs 

(35)  6    =    <J =    (T  —  <j'  . 

Nous  indiquerons  plus  loin,  au  Chapitre  X,  l'interprétation 
géométrique  de  ces  résultats. 

403.  Nous  pouvons  maintenant  traiter  d'une  manière  simple 
une  question  que  nous  avons  laissée  de  côté  dans  les  développe- 
ments qui  précèdent.  Étant  donnée  l'expression 

e  =  (i»,  n) 

qui  satisfait  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  proposons- 
nous  de  déterminer  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  une  so- 
lution donnée  9.  Nous  allons  voir  que  l'on  peut  résoudre  cette 
question  par  de  simples  quadratures  lorsqu'on  connaît  les  valeurs 
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particulières  de  z  qui  annulent  l'expression  de  0.  Mais,  au  lieu  de 
traiter  la  question  directement,  nous  allons  employer  la  méthode 
suivante,  qui  mettra  mieux  en  évidence  ce  qu'il  y  a  de  réellement 
intéressant  dans  la  solution. 
Désignons  par 


*i>  zt<> 


*m-*-n 


des  solutions  particulières  de  l'équation 

(36) 


d*z  dz        ,  dz 

-T—T-  +a: — (-63 — \-cz  =  o; 
dx  dy  dx  dy 


soit  encore 

(37)  m-\-n=p, 

et  déterminons  des  quantités  Xl7  X2,  . . . ,  Xy,  par  les  équations 


Zt\t  -+•  Zt\t  H-.  .  .-\-Zp\p  =  o, 

dx 


àZl\   -4- 


f-  Kp  =  o, 


(38) 


àm-lzt- 

~~ï T  Al    " 


-j—  Ai  ■ 


dm~lzp. 
dz 


4r  '" 


o, 


\  "^tAi^ H"'^=:rA/,  =  0- 

Si  l'on  conserve  les  notations  du  n°  397,  les  équations  pré- 
cédentes peuvent  être  écrites  d'une  manière  abrégée  comme 
il  suit  : 


(39) 


(m  —  1,  n  —  OiXi  h-..  .4-(/n  — 1,  n  —  i)p\ 


p*p 


cette  unique  équation  devant  être  vérifiée  pour  toute  expression 
[m  —  1,  n — 1)  et  (m  —  1,  n —  \)i  désignant  encore  le  résultat 
de  la  substitution  de  zi  à  z  dans  cette  expression.  Les  équations 
(38)  ou  l'équation  (39)  déterminent,  en  général,  les  rapports 
mutuels    de    X|,   X2,    ...,  \p.    Nous    laisserons   de  côté  le  cas 
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exceptionnel  où  ces  équations  formeraient  un  système  indé- 
terminé (*). 

Nous  allons  montrer  que  toutes  les  quantités  A/  ainsi  détermi- 
nées satisfont,  elles  aussi,  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre.  Pour  plus  de  netteté,  nous  supposerons  m  et  n 
au  moins  égaux  à  1;  s'il  en  était  autrement,  il  suffirait  de  passer  à 
Tune  des  équations  voisines,  dans  la  suite  de  Laplace  relative  à 
l'équation  proposée. 

Une  expression  (m  —  2,  n  —  1)  étant  un  cas  particulier  d'une 

expression  (m  —  1 ,  n  —  1),  on  déduit  de  la  formule  (39)  que  l'on 

aura 

(m  —  2,  n  —  1)1  Xt  -+-...-+-( m—  2,  n  —  i)p\p  =  o, 

pour  toute  expression  (m  —  2,  n  —  1).  Différentions  cette  équa- 
tion par  rapport  à  x,  nous  aurons 

2x^(/n-^n-i>'+2(/7i-"2>n"i)/fe=:o- 

Comme  la  dérivée  par  rapport  à  x  d'une  expression  (m — 2,  n — 1) 
est  une  expression  (m  — 1,  n  —  1),  le  premier  terme  de  la  somme 
précédente  sera  nul,  et  il  restera 

i=p 

(4o)  ^  (m  ~  *>  n  —  0/  j£  =  o. 

On  aurait  de  même 

i=p 

m  —  ?      n  —  o  V 

ày 


(40  2(™  — i>  """""^'dy  ==0' 


En  traitant  de  la  même  manière  l'équation 

i  =  P 

(4*)  ^  (m  —  2,  /i  —  a)/  -^  =  o, 

1=1 

qui  est  un  cas  particulier  de  la  formule  (4°)?  et  en  la  différentiant 


(')  Ce  cas  ne  peut  se  présenter,  si  les  solutions  z.  sont  linéairement  indépen- 
dantes, tant  que  la  suite  de  Laplace  s'étendra  entre  les  équations  (E_in+,  ),  (EB-1). 
On  s'en  assure  aisément  en  répétant  les  raisonnements  du  n°  397. 
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par  rapport  ky,  on  trouvera  de  même 


(43)  ^(/n  — a, /i  — a)/ 


dxdy 


II  résulte  des  formules  (4o)  à  (43)  que,  sî  l'on  pose 

on  aura 

i=p 

(45)  ^(m_2,  n_  2).g(x/)  =  0, 
1=1 

pour  toute  expression  (m — 2,  n — 2).  Cette  équation  tiendra  donc 
lieu  de  m  +  n  —  3  équations  distinctes  que  Ton  obtiendrait  en  y 
remplaçant  successivement  (m  —  2,  n  —  2)  par 

dz  dm~*s  dz  dn~*z 

II  y  a  p  ou  m  -f-  n  quantités  Ç(^*)}  mais  on  peut  disposer  des 
fonctions  a,  [3,  y  de  manière  à  annuler  trois  quelconques  d'entre 
elles.  Les  autres,  au  nombre  de  p  —  3,  seront  liées  par  un  nombre 
égal  de  relations  homogènes;  elles  seront  donc  aussi  égales  à 
zéro  (  l  ).  Ainsi,  les  fonctions  \i  dont  les  rapports  sont  définis  par 
les  équations  (38)  satisfont  toutes  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles,  entièrement  semblable  à  celle  dont  les  fonctions  Zi  sont 
des  solutions  particulières. 

Nous  avons  déjà  étudié  [I,  p.  119]  un  cas  particulier  de  cette 
proposition  générale.  Nous  avons  vu  que,  si  les  coordonnées  homo- 
gènes x,  y,  zy  t  d'un  point  variable  d'une  surface  donnée  satisfont 
à  une  équation  de  la  forme 

(46)  — r ha-  +  6- i-c6=o, 

àpdpi  dp  dpt 

il  en  est  de  même  des  coordonnées  tangentielles  «,  v,  w,  p.  Or 


(  ')  Pour  que  cette  conclusion  cessât  d'être  établie,  il  faudrait  que  les  détermi- 
nants des  différents  systèmes  que  l'on  obtient  en  annulant  trois  quelconques  des 
quantités  Çj(\)  choisies  arbitrairement  fussent  tous  nuls.  S'il  en  était  ainsi,  les 
équations  (38)  ne  détermineraient  plus,  contrairement  à  l'hypothèse,  les  rapports 
mutuels  des  quantités  \. 
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ces  coordonnées  sont  liées  aux  premières  par  les  relations 

ux-^vy-^wz  -t-pt  =  o, 
dx  dy  dz  dt 

(47)  {       dp  dp  dp        r  dp 
dx           dy           dz  dt 

\       dpx  dpi  dpx       r  dpx 

C'est,  aux  notations  près,  pour  le  cas  particulier  où  m  et  n  sont 
égaux  à  2,  le  système  (38)  que  nous  venons  d'étudier. 

Signalons  également  l'analogie  de  ce  système  (38)  avec  celui 
que  nous  avons  considéré  au  n°  370  et  qui  établit,  dans  le  cas 
d'une  variable  indépendante,  les  relations  entre  deux  groupes  de 
fonctions  adjointes.  Cette  analogie  peut  encore  se  poursuivre;  et 
l'on  établira  aisément  des  équations  analogues  au  système  (i5)  de 
la  page  io3.  On  peut  les  écrire  ainsi,  sous  forme  abrégée, 

(48)  2^m  ~~ l ~  hy  n  ~~ '  —  *M*»  *)'  =  °' 

(m  —  i  —  A,  n  —  î  —  k)  se  rapportant  à  l'équation  qui  admet  les 
solutions  particulières  zt  et  le  symbole  (  A,  k)  à  l'équation  à  laquelle 
satisfont  les  \.  Mais  nous  laisserons  de  côté  toutes  ces  relations 
pour  nous  attacher  surtout  au  point  essentiel  et  montrer  que  Vin- 
tégration  de  chacune  des  équations  en  z  ou  en  X 

peut  se  ramener  à  celle  de  Vautre,  ou,  plus  exactement,  à  celle 
de  l'adjointe  à  Vautre  équation. 

404.  Écrivons  en  effet  l'adjointe  de  £(X) 
d1  \i  d\L      r>d\k       /         d% 


dx       Pc>r       V        àx       dy)^        ' 


(49)  dxdy 

et  soit  [l  son  intégrale  générale.  D'après  la  proposition  du  n°  402, 
l'expression 

sera  une  différentielle  exacte.  Introduisons  la  fonction  suivante  : 

(50)  Z  =  2^/]>(è-^  +  ^-a0rf4 
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la  valeur  de  Z  satisfera,  nous  allons  le  montrer,  à  l'équation 

(5i)  3(z)  =  o, 

dont  elle  sera  l'intégrale  générale. 
Posons,  pour  abréger, 

Gomme  on  a 

les  relations  auxquelles  satisfont  les  X^  nous  donneront  immédia- 
tement les  suivantes  : 

^(/n  —  r,  n  —  i)h   -^    =o, 

[2(i»»a,n-.)*^=o. 
On  aura,  en  particulier, 


(55)  {-      T  ' 

2***5^  ~0'         2ito    dy  =0* 

D'après  cela,  si  l'on  différence  la  valeur  de  Z, 

(5G)  Z=2^^A, 

on  aura,  en  tenant  compte  des  relations  précédentes, 

dZ      ^i      dzh  dZ      vi      àzh 

Za  _^       à*zh 
dy  ~2*hdxdy* 

et,  par  suite, 


(5;) 


$(Z)=y2à*/J(zh)  =  o. 
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La  proposition  que  nous  avions  en  vue  est  ainsi  établie.  Propo- 
sons-nous maintenant  de  reconnaître  comment  on  déterminera  la 
valeur  de  ^  correspondante  à  chaque  valeur  de  Z. 

Si,  tenant  compte  des  formules  (38),  on  différentie  successive- 
ment l'équation  qui  donne  Z,  on  obtiendra  une  série  de  formules 
comprises  dans  le  type  suivant 

(58)  (m  —  i,  n  —  i)z  =  ^F(m  —  i,  n  — i)a<t/>, 

A  =  i 

où  Ton  peut  employer  la  fonction  (m  —  i ,  n  —  i)  la  plus  générale, 
et  qui  tient  lieu  par  conséquent  de  m-\-n  —  i  équations  dis- 
tinctes. Considérons  deux  de  ces  équations  et  d'abord  la  suivante  : 

dm~lZ  _vi      àm-^Zh 
dx,,l~l  ~^<J/l  dx"1-* 

Si  on  la  différentie  par  rapport  à  #,  on  trouvera 

dmZ      vi      dmzh  ^dm-xzh  à\h 


,r  .  ômL      v*      omZh  v* 

(59)  à^=2àa"-d^^^Z 


dxm-*     dx 


Prenons  ensuite  l'équation 

d"~iZ  _vi       d"-lzh 

et  différentions-la  par  rapport  ky\  nous  trouverons 


/««\  dnZ      X*      dnZh    ^\}d<T^  à"-tzh      vi      d*zh 

( 6°)        sp  ==2à<Th~â^  ^2àiy  jr^~  =2à°h-&r' 

Si  l'on  joint  les  deux  équations  (59)  et  (60)  aux  m-+-  n  —  1 
équations  (58),  on  forme  un  système  qui  peut  être  résolu  par 
rapport  aux/?  -f-  1  inconnues  o-^  et  [jl;  et  qui  donne,  en  particulier, 
pour  p.  une  fonction  linéaire  de  Z  et  de  ses  dérivées,  prises  jus- 
qu'aux ordres  m  et  n  respectivement  par  rapport  à  x  et  par  rap- 
port ky,  c'est-à-dire  une  expression  de  la  forme 

(61)  lu  =  (m,  n)z. 

D'ailleurs,  le  système  des  équations  considérées  ne  change  pas 
lorsqu'on  remplace  Z  par  Z  -\-  Czh  à  la  condition  de  remplacer  <x^ 
par  ta  +  C;  cela  résulte  de  ce  que  les  <xa  sont  des  intégrales  aux- 
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quelles  on  peut  toujours  ajouter  une  constante.  La  valeur  de  y.  ne 
changera  donc  pas  si  l'on  y  remplace  Z  par  Z -+-  Cz^]  par  suite, 
elle  devra  s'annuler  quand  on  y  remplacera  Z  par  z^. 

Ainsi  la  valeur  de  [x  est  cette  expression  (m,  n)  qui  est  définie 
par  la  condition  de  s'annuler  quand  on  y  remplace  Z  par  Tune 
quelconque  des  solutions  particulières 

zu    zti     ...,     zp. 

La  proposition  que  nous  venons  d'étudier  peut  donc  être  con- 
sidérée comme  le  complément  et  l'inversion  de  celle  que  nous 
avons  donnée  au  n°  400. 


405.  Nous  indiquerons  l'application  suivante.  Soit  (E)  l'équa- 
tion à  laquelle  satisfont  les  coordonnées  #,  y,  £,  t  d'un  point 
d'une  surface,  considérées  comme  fonctions  de  p  et  p^  Soit  (E') 
son  adjointe,  et  désignons  de  même  par  (G),  (G7)  les  équations 
analogues  relatives  aux  coordonnées  tangentielles.  Si  U  désigne  la 
solution  la  plus  générale  de  (G),  l'intégrale  générale  de  (E')  sera 
l'expression  (2,  2)  définie  par  la  condition  de  s'annuler  pour 
U  =  w,  e,  w,  /?,  c'est-à-dire 


I 


d\] 

dV 

^U 

d*U 

U 

dp 

à?i 

dp* 

~dpî 

du 

d*u 

u 

Tp 

dpî 

V 

... 



w 
P 

dp 
dP 

... 



d*p 

dpi 

et,  réciproquement,  l'intégrale  U  s'exprimera  au  moyen  de  l'inté- 
grale générale  de  (E7)  par  une  équation  de  la  forme 

où  e,,  <x2,  <x3,  0*4  désignent  quatre  intégrales  semblables  à  celle  qui 
est  définie  par  la  formule  (02).  Il  y  aura  des  relations  analogues 
entre  (G')  et  (E). 

Si  donc,  conformément  aux  remarques  présentées  à  la  fin  du 
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Chapitre  IV,  on  regarde  Pintégration  d'une  équation  et  celle  de 
son  adjointe  comme  deux  problèmes  équivalents,  on  voit  que  les 
deux  équations  auxquelles  satisfont,  soit  les  coordonnées  tan- 
gentiellesj  soit  les  coordonnées  ponctuelles,  s' intégreront  en 
même  temps,  et  que,  si  V une  des  équations  s'1  intègre  par  la  mé- 
thode de  Laplace,  il  en  sera  de  même  de  Vautre. 
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CHAPITRE  IX. 

LES  ÉQUATIONS  HARMONIQUES.  APPLICATIONS  ANALYTIQUES  DES 
PROPOSITIONS  DÉVELOPPÉES  DANS  LES  DEUX  CHAPITRES  PRÉCÉ- 
DENTS. 

Définition  des  équations  et  des  solutions  harmoniques.  —  Groupes  de  quatre  so- 
lutions liées  par  une  équation  quadratique.  —  Application  du  théorème  de 
M.  Moutard  au  cas  où  l'on  emploie  une  solution  particulière  harmonique.  — 
Théorème  relatif  aux  équations  linéaires  de  la  forme 

—  D'une  telle  équation,  lorsqu'on  sait  l'intégrer  pour  toutes  les  valeurs  de  h, 
on  peut  déduire  une  infinité  d'autres  équations  de  même  forme  que  l'on  saura 
intégrer  pour  toutes  les  valeurs  de  h.  —  Caractère  distinctif  de  toutes  les  équa- 
tions linéaires  qui  dérivent  ainsi  d'une  même  équation.  —  Étude  d'une  trans- 
formation particulière  qui  permet  de  passer  d'une  équation  harmonique  à 
d'autres  équations  harmoniques.  —  Formule  générale  permettant  de  rattacher  à 
toute  solution  non  harmonique  d'une  équation  harmonique  une  infinité  de  so- 
lutions particulières  nouvelles.  —  Reconnaître  si  une  équation  à  invariants 
égaux  est  une  équation  harmonique.  —  Ce  problème  est  équivalent  au  suivant  : 
Reconnaître  si  l'élément  linéaire  d'une  surface  est  réductible  à  la  forme 

ds>=  [<?(n)  —  ty{v)]{du*+dv>). 

—  Application  à  l'équation  d'Euler.  —  Étude  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles plus  générale.  —  Indication  de  quelques  sujets  de  recherche  auxquels 
conduisent  les  propositions  développées  dans  ce  Chapitre. 


406.  Nous  avons  développé,  dans  les  deux  derniers  Chapitres, 
différentes  propositions  générales  relatives  aux  équations  linéaires 
du  second  ordre.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer,  dès  à  présent, 
quelques-unes  de  leurs  applications.  Nous  commencerons  par 
celles  qui  se  rapportent  à  l'analyse,  et  nous  envisagerons  plus  spé- 
cialement les  équations  de  la  forme  suivante 

(0  â^-  =  [?(*+?) -H* -?)]*> 

où  les  symboles  <p  et  ty  représentent  deux  fonctions  quelconques. 
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Ces  équations,  que  nous  désignerons,  pour  abréger,  sous  le  nom 
d'équations  harmoniques,  jouent  un  rôle  capital  en  Physique 
mathématique  (').  Elles  ont  la  propriété  d'admettre  une  infinité 
de  solutions  particulières  de  la  forme 

A*  +  y)  Ai*— y) 

Si  Ton  exprime,  en  effet,  qu'une  telle  fonction  satisfait  à  l'équa- 
tion proposée  (i),  on  est  conduit,  à  la  relation 

QZ±£  -  ,(*  +,)  =  #^2?  -  ♦(*  -y )■ 

Il  suffira  donc  de  prendre  pour  y*  et/,  des  solutions  quelconques 
des  équations  linéaires 

l/'(0  =  /(<)[?(*)  +  H 
'  l/i'(0=/i(0[+(O  +  *], 


(')  Étant  donaée  une  équation  de  la  forme 

où  P,  Q,  R  désignent  des  fonctions  quelconques  de  x  et  P„  Qt,  R,  des  fonctions 
quelconques  de  y,  on  peut  toujours,  par  de  simples  quadratures,  la  ramener  à  la 
forme  (i).  Si  Ton  pose,  en  effet, 

J    s/F      J    v/r\  J    i/P       J    •P. 

l'équation  (a)  se  transforme  en  une  équation 

frz  dz        .  àz 

•a 3 h  b-z hez  —  o, 


ôxxdyx         dxt         àyx 
qui  a  ses  invariants  égaux  et  peut  être  ramenée  à  la  forme 

d*z 


dx  dy 


=  \z. 


Le  calcul,  qui  n'offre  aucune  difficulté,  conduit  à  une  équation  harmonique. 
On  peut  aussi  ramener  l'équation  (a)  à  la  forme  réduite 

à*  2  à*  z 

<*>  /<*>£=  =/.^)|;5 

mais  cette  forme  n'est  nullement  typique  et  peut  être  obtenue  d'une  infinité  de 
manières. 

D.  — IL  i3 
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où  h  désigne  une  constante  quelconque.  A  chaque  valeur  de  h 
correspondent  deux  fonctions  f(x -+-y)f  deux  fonctions  f\(x — y) 
et,  par  suite,  quatre  solutions  particulières  de  l'équation  proposée. 
Si  l'on  désigne  par  A  et  B  les  deux  valeurs  de  /,  par  Af  et  Bt 
celles  de/,,  les  quatre  solutions  seront 

*i=AB,        3J=AB1,        ^s=AiB,        ^v=AiBj, 
et  seront  liées  par  la  relation  quadratique 

Ainsi  les  équations  harmoniques  admettent  un  nombre  illi- 
mité de  groupes  de  quatre  solutions  satisfaisant  à  une  équation 
homogène  du  second  degré  à  coefficients  constants. 

Nous  désignerons  également  sous  le  nom  de  solutions  harmo- 
niques une  quelconque  des  solutions  que  nous  venons  de  définir 
et  qui  sont  le  produit  d'une  fonction  de  x-\-y  par  une  fonction 

dex — y. 

407.  Soit 

w=/(*-+-.r)/i(*— y) 

une  telle  solution.  On  peut  évidemment  l'employer  pour  appliquer 
la  méthode  de  M.  Moutard  et  passer  de  l'équation  (i)  à  une  équa- 
tion nouvelle  qui  sera 

.  »    *(=) 

=•  =  tu — —  • 

Z  àxdy  àxdy 

Le  calcul  du  second  membre  se  fait  très  simplement  de  la  ma- 
nière suivante.  Nous  avons  déjà  remarqué  que  L'on  a 

l  J!îL  =  £  _  il. 

(si  dx  dy        f         ft  * 

Si  l'on  change  f  en  -^  et  ft  en  y-,  il  viendra,  sans  nouveau 
calcul, 


"M  -'&-*($■ 


<3) 

Ainsi  l'équation  nouvelle  que  l'on  obtient  par  l'emploi  de  la 
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solution  0> 

conserve  la  forme  de  l'équation  dont  elle  dérive  ;  elle  est  encore 
une  équation  harmonique. 

Nous  avons  vu  que  l'on  passe  d'une  solution  z  de  l'équation 
(1)  à  la  solution  correspondante  de  l'équation  (4)  à  l'aide  de  la 
formule 

(5)  MZ=J(wg-*g)^-(»g-*g)«r; 

proposons-nous  de  rechercher  ce  que  deviennent  les  solutions 
harmoniques  de  la  première  équation. 

Soit 

z  =  6(a?H-^)61(a?—  y) 

une  telle  solution  de  l'équation  proposée.  Les  équations  qui  défi- 
nissent 0,  6«  pourront  être  mises  sous  la  forme  suivante 

h  désignant  une  constante  quelconque.  Si  L'on  porte  la  valeur  de 
z  dans  la  formule  (5),  il  viendra 

//iZ=/[/iQi(/^-VO^(^-^)+/ô(/iO'1-/1'e1)6?(^+^)]. 

La  quadrature  qui  figure  dans  le  second  membre  peut  être 
effectuée  dans  tous  les  cas.  On  déduit,  en  effet,  des  formules  (6) 

/e  =  jr(/e--  e/'),     /te,  =  I  c/i«ï  -  V7); 

et,  si  Ton  porte  les  valeurs  de  /9,  /(  0,  dans  l'équation  qui  donne 
Z,  on  aura 

fh  z  =  s/K/8'- 6/')  <*(/«  °i  -/•'  e0  -*-  CA  e'«  -  e'/t  )  rf(/6'-  V)L 
ou,  en  négligeant  la  constante  h, 

//lz  =  (/e'-e/')(/,e'1-eI/1')) 
(7)  z=(e--e/')(e-1-e1£). 
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On  obtient  donc  pour  Z  une  solution  qui  est  le  produit  d'une 
fonction  de  x  -+-y  par  une  fonction  de  x  — y,  c'est-à-dire  qui  est 
aussi  harmonique. 

408.  Il  est  aisé  de  vérifier  le  résultat  précédent.  Si  Ton  in- 
troduit en  effet  la  fonction 

(8)  w  =  o'-e^, 

on  reconnaît  par  un  calcul  facile  que  Ton  a 

On  est  ainsi  conduit  au  curieux  théorème  d'Analyse  suivant  : 
Étant  donnée  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

(10)  ^  =[?(<)-*- '<].r> 

supposons  qu  '0/1  sache  V intégrer  pour  toutes  les  valeurs  de  A. 
Soit  f(t)  une  solution  de  cette  équation,  correspondante  à  une 
valeur  particulière  de  A,  par  exemple  h  =  A,.  On  saura  aussi 
intégrer,  pour  toutes  les  valeurs  de  A,  l'équation 

(m)  ^[/(^Va-A,],. 

Si  y  désigne  la  solution  générale  de  V équation  (io)  corres- 
pondante à  une  valeur  déterminée  de  A,  différente  de  h{ , 

(■a)  y~yJ 

sera  la  solution  générale  de  l'équation  (11)  pour  la  même 
valeur  de  A. 

Cette  proposition,  qu'il  est  aisé  de  vérifier  directement  ('),  permet, 
évidemment,  de  rattacher  à  toute  équation  de  la  forme  (10),  que 


(*)  On  trouvera  la  démonstration  directe  dans  une  Note  de  Fauteur  Sur  une 
proposition  relative  aux  équations  linéaires,  insérée  aux  Comptes  rendus 
(t.  XCIV,  p.  i456;  1882). 
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Ton  sait  intégrer  pour  toutes  les  valeurs  de  A,  une  suite  illimitée 
d'équations  différentielles  de  même  forme  que  Ton  saura  aussi 
intégrer  pour  toutes  les  valeurs  du  paramètre  A.  Chaque  passage 
d'une  équation  à  la  suivante  introduira  deux  constantes  arbitraires 
nouvelles;  en  général,  les  équations  successives  s'éloigneront  de 
plus  en  plus  de  la  forme  initiale  et  deviendront  de  plus  en  plus 
compliquées.  Il  y  a  cependant  des  cas  exceptionnels  dans  lesquels 
la  forme  de  l'équation  se  conserve  lorsqu'on  choisit  convenable- 
ment les  solutions  particulières  au  moyen  desquelles  s'effectue  le 
passage  de  chaque  équation  à  la  suivante. 

Prenons,  par  exemple,  comme  équation  initiale 

(i3)  S=hy; 

si  l'on  fait  h  =  o,  on  a  la  solution 

on  est  donc  conduit  à  l'équation 

Celle-ci  admet  à  son  tour,  pour  h  =  o,  la  solution 
on  saura  donc  intégrer  l'équation 

'-'K*)'H-'[VH- 

En  continuant  de  celte  manière,  on  parviendra  évidemment  à 

l'équation 

Ê  rm(m  — 1)       ,"| 

f=y[      ,,     '  +  *], 

qui  est  trop  connue  pour  que  nous  y  insistions. 

Reprenons  l'équation  initiale  (i3).  Pour  h= — i,  elle  admet  la 
solution  sin£;  on  saura  donc  intégrer  l'équation. 

Pour  des  valeurs  particulières  de  h,  cette  équation  admet  les 
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solutions  sin2l,  sin2lcosl.  En  les  employant  et  en  poursuivant 
l'application  de  la  méthode,  on  parviendra  successivement  à  des 
équations  de  la  forme 

où  m  et  rt  désignent  deux  entiers.  On  peut  établir  ce  résultat  en 
toute  rigueur  de  la  manière  suivante. 

Si  Ton  prend 

A  =  —  (m-f-  /i)f, 

l'équation  précédente  admet  la  solution. particulière 

/(*)  =  sin'»f  cos«/. 

En  employant  cette  solution  particulière,  on  obtiendra  l'équa- 
tion nouvelle 

ou 

|m(m  +  i)       n(it  +  i)       J 

C'est  l'équation  précédente  dans  laquelle  m  et  n  sont  changés  en 
m  4-  1  et  /i  -H  1 .  On  peut  donc  intégrer  cette  équation  par  voie  de 
récurrence  toutes  les  fois  que  m  et  n  sont  entiers  ;  et,  si  l'on  dé- 
signe par  ym,n  la  solution  générale  de  l'équation  (i4)>  il  faudra 
employer  la  formule 

ym+un+i  =  y,n,n—(™>  coU  —  n  tziigt)ym,n. 

On  a  évidemment 

ym>\  =  jo«,o>      yo%n=yun* 

L'emploi   de  ces  formules   permet   d'obtenir  l'intégrale    pour 
toutes  les  valeurs  entières  de  m  et  de  n  sous  la  forme 

P/»,«  et  Qmj/f  étant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  tangl, 
cott  et  y/A. 

Ici  encore  nous  rencontrons  des  équations  bien  connues,  quoi- 
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qu'on  les  étudie  rarement  sous  la  forme  précédente.  Si  l'on  déter- 
mine, en  effet,  les  constantes  a,  fî,  y  par  les  formules 

r  i 

1  2  *  1 

0  i  m  -4-  n       i    / — r 

r  '  2  2  2  r 

la  solution  générale  de  l'équation  (i4)  sera 

y  =  slnmtco$nt  F(a,  fi,  «f>  sin*f), 

F  désignant  la  série  hypergéomé trique  de  Gauss,  ou  toute  autre 
solution  de  l'équation  du  second  ordre  par  laquelle  elle  est  déter- 
minée (4). 

409.  Considérons  maintenant,  d'une  manière  générale,  toute 
équation  de  la  forme 

05)  têt  =[?(*)  + Air, 

que  Ton  saura  intégrer  pour  toutes  les  valeurs  de  h  ;  et  proposons- 
nous  de  rechercher  un  caractère  précis  permettant  de  reconnaître 
toutes  les  équations  qui  en  dérivent  par  la  méthode  que  nous 
venons  d'exposer.  Il  est  évident  que  toutes  ces  équations  admet- 
tront une  intégrale  générale  de  la  forme 

(16)  z  =  Ay  +  By'y 

où  y  désigne  l'intégrale  générale  de  l'équation  précédente,  A,  et  B 
des  fonctions  de  t  qui  sont  entières  par  rapport  à  h.  Nous 
allons  établir  la  proposition  réciproque  et  montrer  que,  si  l'équa- 
tion 

o?)  a£=[+(o-»-A]* 


(')  Il  est  vrai  que,  si  l'on  présente  sous  cette  forme  la  solution  générale  de 
l'équation  (i4),  on  n'aperçoit  pas  immédiatement  pourquoi  elle  s'intègre  lorsque 
m  et  n  sont  entiers.  Pour  établir  ce  résultat,  il  faut  employer  plusieurs  des  for- 
mules que  Kummer  a  données  et  qui  permettent  de  transformer  la  série  hyper- 
géométrique. 
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admet  une  intégrale  de  la  forme  (16),  A  et  B  étant  d'ailleurs  des 
fonctions  entières  de  A,  elle  dérivera  nécessairement  de  l'équa- 
tion (i5)  par  la  méthode  que  nous  avons  exposée. 

Substituons,  en  effet,  dans  l'équation  (17)  la  valeur  (16)  de  z. 

dy 
En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  y,  -j->  on  trouvera  les  deux 


équations 

<i«) 

(     A'+A(«p  —  <}0  -+-  2B'(<p  -+-  h)  +  B<p'  =  0, 

|    2A'+B(<p-(|;)+B,=  0, 

d'où  l'on  déduira  aisément  que  B  ne  saurait  être,  par  rapport  à  A, 
d'un  degré  supérieur  à  celui  de  A. 

Soient  maintenant  yt,  y2  deux  intégrales  quelconques  de 
l'équation  (i5)  ets4,  z2  les  intégrales  correspondantes  de  l'équa- 
tion (17)  déterminées  par  la  formule  (16).  Un  calcul  facile  donnera 

Le  premier  membre  devant  être  constant,  ainsi  que 

dy*  dy\ 

on  voit  que  la  fonction 

A»  H-  AB'—  BA'—  B«?  -  B» A 

se  réduira  à  une  constante.  Cette  constante  est  d'ailleurs  une 
fonction  de  h  ;  car  le  terme  qui  contient  la  plus  haute  puissance 
de  A  ne  se  réduit  avec  aucun  autre  et  se  trouve,  soit  dans  Aa,  soit 
dans  B2A,  suivant  que  A  est  de  degré  supérieur  ou  égal  à  celui 
de  B.  On  peut  donc  écrire 

(19^  A*-h  AB'—  BA'-  B*(<p  -h  A)  =  F(A), 

F(A)  désignant  un  polynôme  entier  et  à  coefficients  constants. 

Soit  A  =  ht  une  racine  de  ce  polynôme.  On  peut  admettre  que 
l'hypothèse  A  =  h{  n'annule  pas  à  la  fois  A  et  B.  Sans  cela  il  n'y 
aurait  qu'à  diviser  Ky  -h  By*  par  A  —  A«  et  à  reprendre  le  raison- 
nement précédent.  Substituons  partout  A,  à  A,  et  soient  A,  et  B\ 
les  valeurs  que  prennent  A  et  B.  Si  l'on  désigne  par  yK  une  solu- 
tion particulière  de  l'équation  (i5)  où  l'on  a  remplacé  A  par  Ai,  la 
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fonction  correspondante 

qui  ne  sera  pas  nulle  si  l'on  a  choisi  convenablement  yn  sera  une 
solution  de  l'équation 

g£  =  [+<0-#-Ai]*; 

et,  par  suite,  si  l'on  applique  le  théorème  général  du  n°  408,  la 
fonction 

sera  l'intégrale  de  l'équation 

qui  est  de  même  forme  que  l'équation  (17).  Nous  allons  ramener 
la  valeur  de  Z  à  la  forme  (16)  et  examiner  quel  est  le  degré  de  ses 
deux  termes  par  rapport  à  h. 
La  valeur  de  Z  peut  s'écrire 

1  -  ( A,  -h  B/y-  ( A,  -h  B/ )  (1%+ *ff  ■ 

En  développant  et  tenant  compte  de  l'équation  (i5),  on  la  ra- 
mène à  la  forme 

où  l'on  a 

( À,^,-*-  B,^  )A0=      [A'A,  -+-  BA1(?  +  h)-  AA',  -  AB,(«p  +  A,)]^, 
4-(B,  A'-+-  BB,(?  -h  A)  -  AA,  -  ABi)/,, 

(A^i  +  B^B^      [A1A-t-A1B'-BA'1-BB1(?4-A1)].ri 
H-  (ABj-hBjB'—  BAt  —  m\)y\. 

Remarquons  d'abord  que  ces  valeurs  de  A0,  B0  s'annulent  pour 
h=:hh\  on  le  reconnaît  immédiatement  en  remplaçant  A,  B,  h 
par  A, ,  Bu  A,  et  tenant  compte  de  la  formule  (19)  où  Ton  aura 
fait  h  =  ht.  On  pourra  donc  diviser  les  valeurs  de  A0,  B0  par 
h — ht  et,  par  conséquent,  réduire  d'une  unité  leur  degré  par  rap- 
port à  h. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  A  et  B  soient  d'un  même 
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degré  n  par  rapport  à  A.  Le  coefficient  A0  sera  au  plus  de  degré 
n  -f-  i;  mais  ce  degré  se  réduira  à  n  après  la  division.  Le  degré  de 
B0  sera  n  et,  après  la  division,  il  se  réduira  au  plus  à  n  —  i. 

Supposons  maintenant  que  A  soit  du  degré  n  et  B  de  degré  in- 
férieur. Le  coefficient  A0  sera  du  degré  n  au  plus,  ainsi  que  B0; 
et  par  suite,  après  la  division,  ils  se  réduiront  l'un  et  l'autre  au 
degré  n  —  i . 

Par  conséquent,  si  les  degrés  de  A  et  de  B  sont  d'abord  n  et  n, 
on. les  réduira  par  la  première  opération  à  n  et  à  n  —  i,  puis  à 
n  —  i  et  à  n  —  i ,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  donc  que  l'on  finira 
par  parvenir  à  une  équation  pour  laquelle  le  degré  de  A  et  de  B 
par  rapport  à  h  sera  zéro. 

Les  formules  (18)  nous  donnent  alors 

B'=o, 

2À'-t-B(cp  —  ^)  =  o, 
A*-h  A(<p  —  4/j-hB<p'=  o. 

Il  est  très  aisé  de  résoudre  ces  équations  et  de  montrer  qu'elles 
conduisent,  soit  à  l'équation  (i5)  pour  B=  o,  soit,  pour  B  =  i,  à 
celle  que  l'on  obtient  par  la  première  application  de  la  'méthode. 
La  proposition  que  nous  avions  annoncée  est  ainsi  établie. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  caractériser  les  équations 
que  l'on  peut  faire  dériver  en  nombre  illimité  de  l'équation  (i3). 
D'après  la  proposition  précédente,  leur  intégrale  générale  sera  de 
la  forme 

/(«,*)r+/.(^)/, 

/et/,  désignant  deux  polynômes  entiers  en  A.  Si  l'on  remplace  y 
par  sa  valeur,  on  trouvera 

F(/,  ^Â)«^?-t-F,(/,  \/h)e-'rt, 

F  et  Ft  désignant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  y/A.  Ainsi 
ces  équations  sont  les  seules  qui  admettent  des  intégrales  de  la 
forme 

F(*,  Jh)e"Œt 

F  étant  entier  par  rapport  à  \fh  (  *  ). 

(*)  'On   pourra  consulter  une  Note  sur  les  équations  différentielles  linéaires 
du  second  ordre  publiée  en  1875  par  M.  Moutard  et  insérée  aux  Comptes  rendus, 
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410.  Revenons  aux  propositions  générales  que  nous  avons 
établies;  elles  peuvent  être  résumées  comme  il  suit  :  à  toute 
équation  harmonique  on  peut  rattacher  une  suite  illimitée  d'équa- 
tions harmoniques  qui  s'intégreront  toutes  en  même  temps  que 
l'équation  initiale.  De  plus,  si  Ton  sait  déterminer  les  solutions 
harmoniques  de  la  première  équation,  on  pourra  connaître  aussi, 
sans  aucune  intégration,  les  solutions  harmoniques  de  toutes  les 
autres.  Ces  résultats,  que  nous  avons  déduits  du  théorème  de 
M.  Moutard,  peuvent  être  complétés  par  l'emploi  de  l'une  des 
transformations  générales  définies  au  n°  399. 

Étant  donnée  l'équation 

(20)  ài^=^ 

nous  avons  vu  (n°  399)  qu'il  existe  une  i«  fini  té  de  fonctions  de 

la  forme 

t  ..         -^  àz       f^  àz 

satisfaisant  également  à  une  équation  du  second  ordre  :  cherchons 
s'il  est  possible  de  déterminer  les  fonctions  H,  P,  Q  de  telle  ma- 
nière que  l'équation  nouvelle  soit  de  la  forme 

/  à*zx        . 

(m;  — -1  =  llzl. 

àxOy 

La  substitution  de  la  valeur  de  zs  dans  cette  équation  nous 
donne  un  résultat  de  la  forme 

\ni  i    à*H     i   ^PX)      ^(QXn         /*3        d*p     {  pl}  àz 
L  àx  dy  dx  dy    J  *       \  dy       dx  ày  /  dx 

fdH       <**Q        ^Ad*      à?à*z      àQ  d*z      .  „        .  ^dz      .   ^àz 
\dx      dxày  J  ày      dy  àx1       Ox  ày*  àx  ày 

Cette  relation  doit  être  vérifiée  identiquement  :  il  faut  donc  que 

l'on  ait  d'abord 

àP      dQ 
dy        dx 


(t.  LXXX,  p.  729).  Le  savant  géomètre  y  établit,  par  une  méthode  toute  différente, 
un  résultat  équivalent  à  celui  que  nous  venons  d'énoncer  en  dernier  lieu,  relati- 
vement aux  équations  différentielles  qui  dérivent  de  l'équation  initiale  y"  =  o. 
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c'est-à-dire 

Ne  nous  arrêtons  pas  au  cas,  dont  l'analyse  est  facile,  où  l'une 
des  fonctions  <p (#),  ty(y)  serait  nulle;  on  peut  alors,  en  prenant 
comme  nouvelles  variables  x  et  y  les  fonctions 


/dx  Ç  dy 


réduire  P  et  Q  à  l'unité.  Supposons  donc 

P=i,        Q  =  i; 
n  ous  aurons  encore  à  résoudre  le  système 

dl        d\         ..         *w_ 


dx        dy  '  dx  dy 

àH  _dH  _. 

-T k\  À. 

dx         dy 

On  voit  que  H  doit  être  une  fonction  de  la  seule  variable  x-\-y\ 
pour  la  commodité  des  calculs,  nous  poserons 

Hx-+-y) 
Les  formules  précédentes  donnent  alors 


*1— X=  —  2û-+îTi  =X7? 


*2  _  ^!î 

e»  ~  dx  ' 


d\      dx  _h^h  _  ç^H 

dx        dy  ~~      dx         dx1 


Cette  dernière  équation  admet  la  solution  particulière 


x h* i  aH 

4         'à  dx 


On  a  donc  pour  la  valeur  générale  de  X 

4         a  dx  ' 


\  i/  N       H*        i  <>H 


ou  encore 

X  =  -^ £-'  —  ù(x  —  v). 
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On  trouve  de  même  pour  \t  la  valeur  suivante  : 

*i  =  e(i)'-<K*-.r). 

Nous  sommes  ainsi  conduits  au  théorème  suivant  : 
Étant  donnée  l'équation  aux  dérivées  partielles 


6* 

(24)  -îr  =  <p(*-*-.r)-+-A. 


on  déterminera  une  fonction  8  de  x  -h y  par  l'équation 

0 

La  fonction 

,    _,  dz        dz  6' 

formée  avec  V intégrale  générale  z  de  V équation  aux  dérivées 
partielles,  satisfera  à  V équation  nouvelle 

<*>  £|  =  [e(-ê)'-*(a:--r)-A]" 

e/  e/i  sera  évidemment  V intégrale  générale. 

4H.  Cette  proposition  entraîne  un  grand  nombre  de  con- 
séquences. Nous  allons  montrer  tout  d'abord  qu'elle  conduit  aux 
résultats  que  Ton  a  déduits  plus  haut  du  théorème  de  M.  Moutard. 

Si  Ton  change  en  effet  y  en  — y,  l'équation  ne  change  pas  de 
forme  et,  par  conséquent,  on  peut  obtenir  une  transformation 
nouvelle. 

Déterminons  une  fonction  o-  de  x  — y  par  l'équation 

(*7)  ;^  =  'Ka?-^)  +  A; 

la  fonction 

/  «x  dz       dz        iJ 

où  z  désigne  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a3),  sera  Fin- 
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tégrale  générale  de  l'équation 


(*9) 


£|;  =  [<p(*+7)  +  A-'(;)']- 


Ainsi  chaque  équation  harmonique  donne  naissance  à  deux 
séries  de  transformations  différentes,  les  unes  formées  avec  des 
fonctions  de  (x  -\-y),  les  autres  avec  des  fonctions  de  (x  — y).  Il 
suffira,  évidemment,  de  les  appliquer  successivement  pour  obtenir 
la  transformation  que  nous  avons  définie  au  n°  407.  On  est  ainsi 
conduit  au  résultat  suivant  : 

Déterminons  deux  fonctions  9(#-I-jk),  *(x — y)  Par  ^es 
équations  différentielles 

fi*  a" 

(3°)  j  =  ?(*-*- .r)-*-*i       7  =  <K*— y)  +  h\ 

la  fonction 

/a   x       7       z*'6'  *W  (àz        dz\       is'  [dz        dz\        à*z        d*-z 

(3i  )       Z  =  4  -^x  -  T  ^  -  Ty  J  -  —  ^  -+-  ^  j  -*-  —  -  ^, 

où  z  désigne  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a3),  sera  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation 

C'est  la  proposition  du  n°  407,  mais  avec  une  remarque  com- 
plémentaire qui  ne  manque  pas  d'intérêt  :  on  peut  passer  de 
l'une  des  équations  à  l'autre  par  la  formule  (3i),  qui  ne  con- 
tient aucun  signe  de  quadrature. 

412.  Revenons  à  la  proposition  qui  nous  a  servi  de  point  de 
départ.  Les  deux  équations  (23)  et  (26)  qu'elle  transforme  l'une 
dans  l'autre  peuvent  être  écrites  comme  il  suit  : 

<a6>'        5£=*Ki)'-*('--r)-*]- 

On  passe  de  l'une  à  l'autre  en  changeant  G  en^;  la  relation 
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entre  ces  deux  équations  est  donc  réciproque.  La  proposition 
nous  apprend  d'ailleurs  que,  z  étant  une  solution  de  la  première, 
la  fonction 

26'  dz        dz 

sera  une  solution  de  la  seconde.  Si  l'on  échange  les  deux  équa- 
tions, on  voit  donc  que  la  fonction 

,      28'  dzx       dzx 

0  dx        dy 

sera  encore  une  solution  de  la  première.  En  remplaçant  zK  par  sa 
valeur  déduite  de  la  formule  (33),  on  trouve 

Z=dï  +  -dp--^'*'*)Z-ihZ' 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Etant  donnée  l'équation  harmonique 

(34)  ^  =  [?<*+.r) -+(*-*)]*> 

une  solution  quelconque  z  de  cette  équation  donne  naissance  à 
une  solution  nouvelle  z1  par  V emploi  de  la  formule 

(35)  *  =  _  +  __  a((p-^)a. 

Nous  avons  déjà  donné  au  n°  350  [p.  6i]  des  propositions  ana- 
logues relatives  à  l'équation  E(fï,  fi');  mais  on  remarquera  que 
la  formule  précédente  contient  les  dérivées  secondes  de  z. 

413.  Les  équations  harmoniques  possèdent,  on  le  voit,  un 
grand  nombre  de  propriétés  intéressantes  et  forment  un  groupe 
nettement  défini  par  ces  propriétés,  qui  les  distinguent  de  toutes 
les  autres  équations  du  second  ordre  dont  les  invariants  sont 
égaux.  Étant  donnée  une  telle  équation 

il  est  donc  intéressant  de  rechercher  si  elle  appartient  au  groupe 
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des  équations  harmoniques.  Le  problème  peut  être  formulé  comme 
il  suit  : 

Si  l'équation  précédente  est  harmonique,  elle  peut  être  ramenée 
à  la  forme 

<3~  >  Sy  =  M*+ï>  -  W-yïï1- 

11  faudra  donc  que  Ton  puisse  déterminer  pour  x?  une  fonction 
de  x  et  pour  ^  une  fonction  dey,  telles  que  l'on  ait 

(38)  [?(*'-+-/)-+(*' -yf)\dx  dy' =  X<>,  y)dxdy. 

Cette  équation  admet  l'interprétation  géométrique  suivante  : 
Considérons  la  surface  dont  l'élément  linéaire  est  donné  par  la 

formule 

ds*  =  X(jt,  y)dx  dy 

et  introduisons  les  nouvelles  variables  u  et  v  définies  par  les  for- 
mules 

x'  =  m  -h  vi,        y  =  u  —  vi; 

le  problème  proposé  pourra  s'énoncer  ainsi  : 

Reconnaître  si  Vêlement  linéaire  de  la  surface  peut  être 
ramené  à  la  forme 

(3g)  [*(")  —  V(p)](rfa«-+-«fr«). 

M.  Liouville,  en  suivant  les  méthodes  de  Jacobi,  a  montré  que 
Ton  peut  déterminer  par  de  simples  quadratures  les  lignes  géodé- 
siques  de  toutes  les  surfaces  dont  l'élément  linéaire  est  réductible 
à  la  forme  (3g).  La  question  d'analyse  que  nous  avons  à  étudier 
donne  donc  la  solution  de  deux  problèmes  différents. 

Revenons  à  l'identité  38);  on  peut  la  transformer  comme  il 
suit.  Posons 

X  et  Y  étant  de  nouvelles  fonctions  de  x  et  de  y  respectivement 
que  Ton  substituera  à  x1  et  à  /  pour  la  commodité  des  calculs. 
L'identité  prendra  la  forme 

?(*'+/  )  -  H* -y  )  =  H*,  y)ft  /y. 
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Il  suffira  évidemment  d'exprimer  que  le  second  membre  satis- 
fait à  l'équation 

dx'1  *~  dy'1 
c'est-à-dire  que  Ton  a 

En  remplaçant  dx1 \  dy*  par  leurs  valeurs  -^=1  -—>  on  est  con- 

*  /X    /Y 

duit  à  l'équation 

V/^^à^^/ï)  =  /Y^v/Y|(XV/X/Y) 

qui,  développée,  prend  la  forme  suivante  : 

(4i)  2X-— +  3X'r  -hXX'  =  aY— -  -*-3Y'v-  -+-XY  . 

v      '  dx*  dx  dy*  ày 

Ainsi  la  question  proposée  se  ramène  à  la  suivante  : 

Rechercher  s'il  existe  une  /onction  X  de  x  et  une  fonction 
Y  dey,  telles  que  l'équation  précédente  ait  lieu  identiquement. 

La  forme  linéaire  de  cette  équation  nous  conduit  à  la  consé- 
quence suivante  : 

Si  l'équation  est  vérifiée  pour  deux  systèmes  différents  (XM  Y,) 
et  (X2,  Y2)  de  valeurs  deX  et  de  Y,  elle  l'est  aussi  par  le  système 
(«X,  +6X2,  aY,  -f-6Y2).  Donc,  lorsqu'une  équation  est  ré- 
ductible de  deux  manières  distinctes  à  la  forme  harmonique, 
elle  l'est  d'une  infinité  de  manières  différentes. 

Lorsque  Vêlement  linéaire  d'une  surface  est  réductible  de 
deux  manières  différentes  à  la  forme  de  Licuville,  il  l'est 
aussi  d'une  infinité  de  manières. 

La  véritable  origine  de  cette  proposition  apparaîtra  dans  la 
théorie  des  lignes  géodésiques. 

Une  autre  remarque  évidente  est  la  suivante  :  Si  l'équation  est 
vérifiée  par  une  valeur  de  X,  elle  l'est  aussi  par  a\  a  étant  une 
constante.  Si  elle  est  vérifiée,  pour  un  même  système  de  valeurs 
de  X  et  de  Y,  par  \  Xl?  elle  l'est  aussi  par  a\  -\-  6)M . 

414.  Comme    première    application,     choisissons    l'équation 
D.  -  II.  14 
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(TEuler 

(42)  ~dx~dy  ~~   (x—y)*  Z' 

L'équation  à  vérifier  prendra  la  forme 

(  $3)        ï2(X  -  Y)  -  6(x  -y  )(X'  +  Y' ;  +  (x  -y)*(X'-  Y')  =  o. 

Si  Ton  différcntie  deux  fois  par  rapport  à  x  et  deux  fois  par 
rapport  à  y,  on  trouve 

Xi">  =  Y<">; 

il  faut  donc  que  XtIT'  et  Y(IT)  soient  constants  et,  par  suite,  que 
X  et  Y  soient  des  polynômes  du  quatrième  degré.  D'après  l'équa- 
tion (43),  ces  polynômes  devront  être  égaux  quand  on  fera  x=y. 
On  pourra  donc  écrire 

X  =  ax*  -+-  bxl  -h  ex1  -t-  dx  H-  e, 
Y  =  ay*  h-  by*  -h  cy*  -h  dy  -+-  e , 

et  l'on  reconnaîtra  que  les  constantes  a,  6,  c,  rf,  e  ne  sont  assu- 
jetties à  aucune  condition.  Comme  on  a 

dx  rdy 


"!%•  H% 


et  comme  l'équation  ne  change  pas  lorsqu'on  effectue  sur  x  et  sur 
y  une  même  substitution  linéaire,  on  voit  que  l'on  pourra  tou- 
jours attribuer  à  trois  racines  distinctes  du  polynôme  X  telles 
valeurs  que  Ton  voudra.  Cette  remarque  permet  de  simplifier  la 
discussion. 

i°  Si  le  polynôme  X  a  toutes  ses  racines  égales,  on  peut  sup- 
poser infinie  la  valeur  commune  de  ces  racines.  On  a 

(44)«  X  =  Y  =  i,         x'=x,        y'  =  y. 

La  forme  correspondante  de  l'équation  est 

d*z     _m(\  —  m)_  I 

^D'a  dx'dy'  "  {x'— /)*"'  i 


2°  Si  le  polynôme  X  a  une  racine  triple,  rendons-la  infinie  et 
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réduisons  à  zéro  la  racine  simple.  On  aura 

(j4>*  *  =  4*,       Y  =  4y,       *  =  *'«,      y=y*. 

La  forme  correspondante  de  l'équation  sera 
,,?,  à*z     _[m(w-i)        m(m  — 1)1 

u  -*  ox'dy'  -  l(*+yp      (*'-/)■  J 

3°  Si  le  polynôme  X  a  deux  racines  doubles,  on  pourra  les  ré- 
duire à  -f-  i  et  à  —  *  ;  on  aura 

W)e  X  =  (!-+-#*)*,        x  =  tang#',        y=tmgy'. 

La  forme  correspondante  de  l'équation  sera 

d*z  m(i — m) 


W>k 


dx' dy*       sin,(ar' — y') 


\°  S'il  y  a  une  seule  racine  double,  rendons-la  infinie  et  pre- 
nons o  et  i  pour  la  valeur  des  racines  simples.  On  aura 

(44)rf  X  =  4.27(1  —  x)y        x  =  sin1^',        y  =  sin1^' 

et  l'équation  aura  pour  forme  correspondante 

d*z     _  f    m(m  — i)  m(m  —  i)  1  _ 

n   **  cfcr'c*/  """  \_s\n*(x'  +  yr)       sin»(;r'— /)J  *' 

5°  Enfin,  dans  le  cas  général,  la  substitution  dépendra  des 
fonctions  elliptiques.  On  pourra  prendre 

(44),      X  =  4*(i  — a?)(i  —  k*x),        x  =  sn^(x'-hiK,)1        y  =  sn*y', 

et  l'équation  se  réduira  à  la  forme 

(  »5)e         -j^p  =  m(m  —  i)[Â*  sn*(x+y')  —  k*  %n\x' -  y'  j\Zm 

Telles  sont  les  cinq  formes  différentes  que  Ton  peut  obtenir.  La 
dernière  est  la  plus  générale  et  pourrait  donner  toutes  les  autres 
par  le  passage  à  la  limite.  La  détermination  des  solutions  harmo- 
niques correspondantes  à  la  dernière  forme  se  ramène  à  l'intégra- 
tion de  l'équation 

(46)  ^=[m(m--i)A;*sn»*-*-À], 
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qui  est  une  équation  de  Lamé.  Le  rapprochement  ainsi  établi 
entre  cette  équation  différentielle  que  les  travaux  de  M.  Hermite 
ont  rendue  célèbre  et  l'équation  aux  dérivées  partielles  d'Euler 
mériterait,  croyons-nous,  d'être  étudié  avec  soin. 

Si  Ton  se  reporte  à  la  double  interprétation  que  nous  avons 
déjà  donnée  au  n°  413,  on  reconnaît  que  les  calculs  précédents 
donnent  la  solution  de  la  question  suivante  : 

Ramener  Vêlement  d'une  sphère  à  la  forme  (3g). 

La  solution  la  plus  générale  correspond  à  l'emploi  des  coor- 
données elliptiques. 

415.  Nous  allons  maintenant  envisager  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  nouvelle  qui  se  rattache  directement  à  l'équation 
d'Euler.  Si,  dans  cette  équation,  on  change  successivement  x  en 

—  x,  en  -  ou  en >  on  peut  lui  donner  différentes  formes  dans 

lesquelles  le  quotient  -  -r— p  prend  l'une  des  quatre  valeurs  sui- 
vantes : 

m(i—  m)  m(i  —  m)       m(i  —  m)  m(i  —  m) 

Considérons  l'équation  suivante 
U~\      I  -*îi  =  i*(f*-0      kV-O  ,    v(v-i)       v'K-Q 

où  |x,  |jl\  v,  v'  sont  des  nombres  quelconques.  Nous  allons  montrer 
que  cette  équation  peut  toujours  être  ramenée  à  la  forme  harmo- 
nique. 

Si  le  second  terme  existait  seul,  il  faudrait  prendre,  nous  ve- 
nons de  le  voir, 

(48)  *=ffr     y=f%> 

X  désignant  un  polynôme  quelconque  du  quatrième  degré.  Si  Ton 

/dx 
—  ne 

change  pas  de  valeur  quand  on  change  a?  en  —  x  ou  en  ->  la  trans- 
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formation  correspondante  ramènera  évidemment  l'équation  (47) 
à  la  forme  harmonique. 
Les  conditions  précédentes  exigent  que  X  soit  de  la  forme 

X  =  ax*  -+-  bx*  -+-  a. 
On  aura  alors 

(i9)     *  =  f       dx y=  ç ,      dy 

J  ^a(x*  -hi)-+-bx*  J  ^(/v  +  0  +  ^/1 

Voici  le  moyen  d'introduire  les  fonctions  elliptiques  qui  nous  a 
paru  le  plus  commode  pour  la  suite. 

On  peut  résoudre  les  équations  (49)  par  l'emploi  de  la  fonction 
doublement  périodique  suivante  : 

k      1  —  (1  —  Ar')sn»a       .       /         K\       /         K\ 

5o)       p(w)= r>  7 in — r~  —  *  sn(  "-*-  -  )  sn(  u )• 

7        r  1  —  k    1  —  (i-t-A)snsu  \  2/       \  2/ 

Cette  fonction,  qui  se  réduit  à  un  sinus  amplitude  par  une  trans- 
formation du  second  degré,  satisfait  aux  équations  suivantes  : 

(  p(m-«K')  = -i-,  p(M+K)=-p(w), 

(5i)  <  P^    ' 

Cela  posé,  prenons 

(**)  *  =  p<*'),      y==^y)' 

On  trouvera  facilement 

'53>  (T=^y  =^[sn«(^-y)-sn»(^-+-/)]^'^y. 

Changeons  x7  en  #'-f-  /K7;  si  Ton  tient  compte  des  formules  (5i), 
on  aura 

,,,.  dxdy     _  [" 1  1 "1   ,,   ,  f 

(:m}  (i-*jr)«  "  L~~  snH^-y)  "*"  sn*(*'-+-/;J  7  * 

Remplaçons  enfin,  dans  les  deux  équations  (53),  (54)>  #' par 
•r'-f-K.,  nous  trouverons 

dxdy    _      ,,rcn«(*'--/)       ctlt(^^y>1^^ 
,W)         (*-+-jr)«  ~  Ldn»(*'-/)        dn»(*'  +  /)J  7' 

W  (1-+-^)»       Lcn*(a7'-y)        sn«(*'  +  /)J  ^    y 
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En  tenant  compte  de  ces  relations,  on  peut  ramener  l'équa- 
tion (47)  à  la  forme 

la  fonction  <p(*)  étant  définie  parla  formule 
?(0  =  i*(li-i)-aHir 

(58)        { 

, ,    ,        x  #»  v(v  —  1)         ,,  ,  dn1/ 

.|*'(|x'_1)*.,n»«+^fr+»'(v'-Oî5îï; 

de  sorte  que  la  détermination  des  solutions  harmoniques  dépendra 
de  l'intégration  de  l'équation 

(>9>  ï^sT(0  +  *- 

analogue  à  l'équation  de  Lamé.  Nous  avons  déjà  remarqué 
[I,  p.  44^]  que  cette  équation  s'intègre,  par  l'application  du  beau 
théorème  de  M.  Picard,  toutes  les  fois  que  u,,  ja',  v,  v'  sont  des 
nombres  entiers. 

416.  Ici  encore  se  maintient  la  correspondance  que  nous  avons 
déjà  signalée  à  propos  de  l'équation  d'Euler.  L'équation  (47)  est 
explicitement  intégrable,  comme  l'équation  linéaire  (09),  toutes 
les  fois  que  les  nombres  jx,  [/,  v>  v'  sont  entiers.  Nous  établirons 
ce  résultat  en  faisant  connaître  une  transformation  singulière  de 
cette  équation. 

Introduisons  les  fonctions 

(60)  («  =  *+*         *  =  *r-i. 

(  v  =  i(y  —  x),       p  =(ay  +  i)i 

de  x  et  dey.  Si  l'on  considère  ^,/comme  les  coordonnées  symé- 
triques d'un  point  de  la  sphère  de  rayon  1,  w,  y,  w,  — pi  seront 
les  coordonnées  homogènes  du  même  point  [I,  p.  37].  On  a 

(  u  -+-  iv  =  ix,        w  -+-  ip  =  —  2. 
(61)  > 


u  —  w  =  %y,        w  —  ip  =  2.xy, 
(62;  u*  -+-  p%  -h  w*  -h  />*  =  o. 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  toujours  exprimer  une 
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fonction  donnée  quelconque  de  x  et  de  j',  F(#,  y),  sous  une  infi- 
nité de  formes  différentes,  parmi  lesquelles  nous  distinguerons  les 
suivantes 

F(!i±i!\!Lz*j, 

(w  -\-  ip\/l     /       u  -+-  iv  u  —  iV  \ 

-2       ]        \      w  -h  ip  '         w  -+-  ip  )  ' 

dont  la  dernière  est  une  fonction  homogène  de  degré  quelconque 
h,  ne  contenant  w  et  p  que  dans  la  combinaison  w  -h  ip. 

D'après  cela,  supposons  qu'une  fonction  Z  de  x  et  de  y  ait  été 
exprimée  en  fonction  de  u,  y,  w}  p.  On  aura 

(  dZ  _  dZ  __    dZ  /ÔZ       .àZ\ 

\~djc~~  du       l  ôv  ~Jry\dw  'Jrl  dp)' 
(63)  '. 

v      '  l  àZ  _àl    .    .M  (àZ        .dZ\ 

l  c^  ~~  d«  ~T~    dv  \div  dp) 

La  multiplication  nous  donnera 

dJL dl. _ (à—\     (*LY    (—Y    (—Y 

dxdy~~\du)    *\àç)    ~*~\d»>)    ^{dp) 

(dZ_        ,dZ\/    dZ  dZ       ^dZ  dZ\ 

\dw  dp/\    du  dv  dw  àp ) 


Si  donc  la  fonction  Z  a  été  ramenée  à  être  homogène  et  de 
degré  zéro,  ou  bien  si  elle  ne  contient  w  et  p  que  dans  la  combi- 
naison {V  -\-  ip,  on  aura  l'équation  suivante  : 


V 


dZdz     /dzy     /dzy     /dzy     /à7A 

Calculons  de  même  t—t--  L'application  des  formules  (63)  nous 
donnera 

I^Z    _  d»Z       d*Z       d*Z       d*Z 
dxdy  ~~  du1        dv*        dw*       dp* 
J                                                t 
da          da            di  d? 

—  <j  —  u- v w- p  -r-  , 
du          dv           dw      ^  dp 

<x  désignant,  pour  abréger, 

dZ       .dZ 

dw  dp 

Donc,  si  Ton  adopte  les  mêmes  hypothèses  que  précédemment 
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sur  l'expression  de  Z,  on  aura 

d*Z    _  d*Z       d*Z       d*Z       d*Z  __ 

et  l'équation  proposée  sera  ramenée  à  la  forme 

{67)      g  ,  z  rfeu)  +  ^"'-o  .h  ^  +  r^zij], 

qui  est  parfaitement  symétrique  par  rapport  à  u,  v,  w,  p.  Il  suffira 
de  rechercher  les  solutions  de  cette  équation  qui  sont  homogènes 
et  de  degré  zéro. 

Si  Ton  effectue  le  changement  de  variables  suivant 

(68)  Z  =  //wv/6, 

on  sera  conduit  à  l'équation  nouvelle 

,„  x  4ft       2ix  d6        au/  de       av   de        av'  de 

w   da         v    ov        w  ow  .      p    dp 

dont  il  faudra  rechercher  les  solutions  homogènes  de  degré  —s, 
s  désignant  la  somme 

(70)  S  =  (X-+-  [x'-+-  v  -H  v'. 

Une  dernière  transformation,  définie  par  les  formules 

(71)  a  =  v/ï7,    %    v=*fà         w  =  \[w\        P  =  /p', 
ramènera  l'équation  à  la  forme 

/    ,  d«e       ,d*e       ,  d*e       ,  d«e 
1        /       i\  de      /  ,     a  ^e 

\    nv^)d^nv  +  ;)^  =  0' 

qui  donne  naissance  à  des  formules  analogues  à  celles  que  nous 
avons  développées  au  n°  353  relativement  à  l'équation  E(|î,  fi'). 
Si  Ton  désigne  par  0([x,  [*.',  v,  v')  une  quelconque  de  ses  solutions, 
on  aura 

(73)  3ï7G(,i'  ^  v'  v')  =  °^  +  I'  «*'» v'  v')> 
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et  des  formules  analogues  relatives  aux  dérivées  par  rapport  à  *>', 
w7,  />'.  En  revenant  aux  variables  m,  *>,  tv,  jd,  on  voit  que  l'on 
pourra  écrire  la  formule  générale 

(-4)    j  (ik)"  (^T  (^Y  (&)"«*  «*'• v' v) 

'       =  6(|i  -4-  /n,  n'-h  m',  v  -4-  71,  v'-h  n'), 

dans  laquelle  les  symboles  tels  que  (  —r-  )  désignent  l'opération 
— -r-  répétée  m  fois,  et  qui  est  analogue  à  la  formule  (23)  de  la 

page  64. 

On  aura,  en  particulier, 

|8(m,  m',  n,  n') 
\uduj         \vdv)  \w  dw )        \pàp) 


1  »,  i>  0- 


La  valeur  de  8(1,  1,  1,  1)  se  trouve  aisément.  En  remontant  aux 
équations  (66)  et  (67),  on  voit  que  l'on  peut  prendre 

(76)  eo,  1, 1,  0=  ^[F(*)  +  FiO0L 

F  et  Y%  désignant  deux  fonctions  arbitraires.  Si  l'on  écrit  cette 
fonction  sous  forme  homogène,  on  aura 

<»>   •< >=^K-^H'(-^£)]; 

il  suffira  de  prendre 

(78)  À  =  /n  +  /n'+/i  +  /i'-j, 

pour  obtenir  une  expression  de  8(/n,  m',  n,  n!)  qui  soit  homogène 
et  de  Tordre  que  nous  avons  supposé.  La  substitution  de  cette 
expression  dans  la  formule  (y5)  donnera  l'intégrale  cherchée. 

417.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  indiquant  quelques 
sujets  de  recherches,  qui  se  rattachent  directement  aux  propositions 
précédentes  : 

i°  Nous  avons  indiqué  les  moyens  de  former  un  nombre  illi- 
mité d'équations  harmoniques  qui  s'intègrent  par  l'application  de 
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la  méthode  de  Laplace.  Il  y  aurait  intérêt  à  déterminer  l'ensemble 
des  équations  harmoniques  possédant  cette  propriété. 

a0  Les  équations  harmoniques,  admettant  une  infinité  de  solu- 
tions particulières  avec  lesquelles  on  peut  former  des  solutions 
plus  étendues,  se  prêtent  à  l'application  des  méthodes  deFourier. 
11  semble  donc  que  Ton  pourrait  déterminer,  au  moins  dans  des 
cas  très  étendus,  la  fonction  u(x,y;  x0,y0)  (n°  358)  relative  à 
ces  équations.  Telle  est,  d'ailleurs,  la  voie  suivie  par  Riemann 
dans  le  cas  particulier  de  l'équation  E(|3,  |3). 

3°  Il  résulte  enfin  des  calculs  du  n°  415  que  l'élément  linéaire 
défini  par  la  formule 

(79)    "-[&tj?  +  i^^  +  u=^  +  ç+iïï\*'* 

est  réductible  d'une  infinité  de  manières  à  la  forme 

[*(  w)  —  W(vj](du*  H-  dv*). 

On  ne  connaît  pas  encore  toutes  les  formes  de  l'élément  li- 
néaire qui  possèdent  cette  propriété.  La  recherche  de  ces  formes 
entraîne  des  calculs  assez  longs  que  fait  prévoir,  d'ailleurs,  l'é- 
tendue de  la  solution  donnée  par  la  formule  précédente.  Nous  re- 
viendrons sur  ce  sujet  lorsque  nous  traiterons  des  lignes  géodé- 
siques,  et  nous  nous  contenterons  de  renvoyer  le  lecteur  à  un  beau 
Mémoire  de  M.  Lie,  Untersuchungen  uber  geodàtische  Curven, 
inséré  en  1882  aux  Mathematische  Annalen  (t.  XX,  p.  357), 
où  se  trouve  indiquée  une  forme  de  l'élément  linéaire  qui  est 
comprise  comme  cas  particulier  dans  celle  que  nous  venons  de 
signaler. 
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CHAPITRE  X. 

APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES. 

Détermination  de  toutes  les  surfaces  sur  lesquelles  les  développables  d'une  con- 
gruence  donnée  interceptent  un  réseau  conjugué.  —  L'intégration  d'une  seule 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  permet  de  résoudre  ce  problème  pour 
une  suite  illimitée  de  congruences  rectilignes.  —  Problème  inverse  :  Étant 
donné  un  système  conjugué  tracé  sur  une  surface,  trouver  toutes  les  congruences 
dont  les  développables  interceptent  sur  la  surface  ce  réseau  conjugué.  —  Double 
solution  de  ce  problème  par  l'emploi  des  deux  équations,  ponctuelle  et  tangen- 
lielle,  relatives  au  système  conjugué.  —  Troisième  problème  :  Étant  donnée  une 
surface  (S)  et  un  réseau  conjugué  sur  cette  surface,  déterminer  toutes  les  sur- 
faces (S,)  telles  que  les  développables  d'une  même  congruence  inconnue  inter- 
ceptent sur  (SJ  un  réseau  conjugué  et  sur  (S)  le  réseau  donné.  —  Relations 
géométriques  entre  les  deux  surfaces  (S)  et  (S,).  —Application  au  cas  particu- 
lier où  l'on  établit  une  correspondance  entre  deux  surfaces  quelconques  par  la 
condition  que  les  plans  tangents  aux  points  correspondants  se  coupent  suivant 
une  droite  située  dans  un  plan  fixe.  —  Cas  où  le  plan  fixe  est  rejeté  à  l'infini.  — 
Correspondance  de  Steiner.  —  Application  à  l'Optique  géométrique. 


418.  Les  principales  applications  géométriques  des  propositions 
que  nous  avons  démontrées  dans  les  Chapitres  précédents  se  déve- 
lopperont dans  la  suite  de  cet  Ouvrage.  Ces  propositions  jouent  un 
rôle  fondamental  dans  l'étude  de  la  déformation  infiniment  petite 
d'une  surface  quelconque  et  dans  la  recherche  de  toutes  les  surfaces 
qui  admettent  une  représentation  sphérique  donnée  pour  leurs 
lignes  de  courbure.  Nous  allons,  dès  à  présent,  faire  connaître 
quelques  résultats  très  simples,  qui  doivent  être  regardés  comme 
donnant  l'interprétation  géométrique  des  théorèmes  d'Analyse 
que  nous  avons  démontrés  au  Chapitre  VIII. 

Reprenons  les  notations  du  Chapitre  I  ;  soit 

(1)  -7— : *-<*— -+-£- hc8  =  o 

dp  api  dp  opt 
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l'équation  ponctuelle  relative  à  un  système  conjugué  tracé  sur  une 
surface  donnée  (2);  les  coordonnées  homogènes  x,  y,  s,  t  d'un 
point  M  de  la  surface  seront  des  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion précédente. 

Les  coordonnées  X,  Y,  Z,  T  d'un  point  quelconque  P  pris 
sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe  de  paramètre  p  seront  (n°  323) 

'  àpi  àpt         Ji  d?l  âpt 

X  étant  une  arbitraire  dont  la  variation  donnera  tous  les  points  de 
la  tangente. 

Cela  posé,  envisageons  la  congruence(G)  formée  par  l'ensemble 
des  tangentes  aux  courbes  de  paramètre  p.  La  surface  focale  de 
cette  congruencese  compose  de  deux  nappes,  la  surface  (S)  et  une 
surface  (2<),  que  l'on  obtiendrait  (n°  323)  en  attribuant  à  X  la 
valeur  a  dans  les  formules  (2).  Nous  allons  chercher  quelle  valeur 
il  faut  attribuer  à  cette  arbitraire  pour  que  les,  développables  de  la 
congruence  (G)  découpent  sur  la  surface  (S)  décrite  par  le  point 
(X,  Y,  Z,  T)  un  système  conjugué.  Les  lignes  suivant  lesquelles 
la  surface  (S)  est  coupée  par  les  développables  de  la  congruence 
sont,  évidemment,  les  courbes  de  paramètre  p  et  pf  :  il  sera  donc 
nécessaire  et  suffisant  que  X,  Y,  Z,  T  soient  quatre  solutions 
particulières  d'une  même  équation  linéaire  du  second  ordre 

(3)  "*   +A^+B^  +  Ce  =  o, 

dp  dpi  dp  dpi 

de  même  forme  que  l'équation  (1). 

Si  l'on  substitue  dans  le  premier  membre  de  l'équation  précé- 
dente la  valeur  de  X,  par  exemple,  et  que  l'on  élimine  au  moyen 
de  l'équation  (1)  toutes  les  dérivées  de  x  prises  à  la  fois  par  rap- 
port à  p  et  à  p{ ,  on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

dp         dpv      x  àpf 

et  cette  expression  devra  s'annuler,  ainsi  que  celles  que  Ton  obtient 
en  y  remplaçant  x  par  y,  5,  t. 
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Si  M,  N,  P,  Q  n'étaient  pas  nuls,  on  aurait  nécessairement 


•^  /}«  An.  A*i 


*  T- 


t  T- 


Mais  alors,  d'après  un  résultat  donné  au  n°  109  [I,  p.  139], 
l'équation  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  (S)  deviendrait 

rfp*  =  o. 


ôx 

dx 

d*x 

à? 

dpi 

à?\ 

ày 

EL 

*y 

dP 

àpx 

dp\ 

dz 

dz 

d*z 

dp 

dpA 

dp\ 

àt 

dt 

d*t 

dp 

à?i 

dp* 

La  surface  serait  développable  et  les  courbes  de  paramètre  p 
seraient  des  génératrices  rectilignes.  Nous  pouvons  écarter  celle 
hypothèse,  dans  laquelle  le  problème  proposé  n'aurait  aucun  sens. 

Il  faudra  donc  que  M,  N,P,  Q  soient  tous  nuls,  c'est-à-dire  que, 
pour  toute  solution  ô  de  l'équation  (i),  la  fonction 

àpx 

vérifiçune  équation  de  la  forme  (3). 

La  question  d'Analyse  à  laquelle  nous  sommes  conduits  est  une 
de  celles  que  nous  avons  examinées  au  Chapitre  VIII.  D'après  le 
théorème  du  n°  400,  le  problème  ainsi  posé  n'admet  que  deux 
solutions.  On  doit  prendre  X=a,  ce  qui  donnera  la  seconde 
nappe  (Si)  de  la  surface  focale  de  la  congruence  (G),  ou 


(4) 


0'  désignant  une  solution  quelconque  de  l'équation  (i).  Cette  der- 
nière valeur  de  X  donne  la  véritable  solution  du  problème  pro- 
posé. Si  on  la  porte  dans  les  formules  (2),  on  obtient  le  théorème 
suivant,  qui  a  été  donné  par  M.  Lucien  Lévy,  dans  le  Mémoire 
que  nous  avons  déjà  cité  [p.  177]. 


Les  formules 


(5) 
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A  =  0  - #T~  » 

dpi  opx 

dp,       -^  dp, 

à?i  àpl 


où  9  désigne  une  solution  quelconque  de  l'équation  (i),  rfç/i- 
nissent  la  surface  la  plus  générale  sur  laquelle  les  dévelop- 
pables  de  la  congruence  (G)  découpent  un  réseau  ou  système 
conjugué. 

La  Géométrie  explique  ainsi  très  bien  pourquoi  la  méthode  de 
Laplace  peut  être  considérée  comme  un  cas  limite  des  transforma- 
tions plus  générales  que  nous  avons  définies  :  parmi  les  surfaces 
sur  lesquelles  les  développables  d'une  congruence  découpent  un 
réseau  conjugué,  se  trouvent  évidemment  comprises,  comme  sur- 
faces limites,  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  de  cette  con- 
gruence. 

Si  Ton  combine  le  résultat  précédent  avec  l'application  de  la 
méthode  de  Laplace,  on  est  conduit  à  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnée  une  surface  (S)  sur  laquelle  on  connaît  un 
réseau  conjugué,  désignons  par 

...,    (G-0,    (G),    (Gi),     ... 

la  congruence  (G)  formée  par  les  tangentes  aux  courbes  de 
paramètre  p,  et  toutes  celles  que  Von  en  fait  dériver  géométri- 
quement par  la  méthode  du  n°  322.  L'intégration  de  l'équa- 
tion linéaire  à  laquelle  satisfont  les  quatre  coordonnées  homo- 
gènes d'un  point  de  la  surface  permet  : 

i°  De  déterminer  toutes  les  surfaces  (S/)  découpées  suivant 
un  réseau  conjugué  par  les  développables  de  l'une  quelconque 
des  congruences  (G/); 

a°  De  résoudre  le  même  problème  lorsqu'on  substitue  à  (S) 
l'une  quelconque  des  surfaces  (S,),  le  système  conjugué  tracé 
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sur  (S/)  étant  celui  qui  est  déterminé  par  les  développables 
de  (G,). 

Chaque  solution  de  l'équation  linéaire  permet  de  déter- 
miner une  surface  (S,-)  pour  chacune  des  congruences  (G/). 

419.  La  dernière  partie  de  cette  proposition  peut  recevoir  l'ap- 
plication suivante. 

Associons  au  point  P,  défini  par  les  formules  (5)  et  qui  décrit 
la  surface  (S),  le  point  P{  défini  par  les  formules  analogues 

où  Ton  change  p{  en  p  en  conservant  la  même  solution  0.  Le  point 
P<  décrira  une  surface  (S_i)  et  se  trouvera  sur  la  tangente  en  M  à 
la  courbe  de  paramètre  p4  tracée  sur  (2).  La  droite  PPf  est  donc 
située  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  (2). 

Lorsque  p  et  p<  varient  d'une  manière  quelconque,  cette  droite 
engendre  une  congruence  rectiligne  :  nous  allons  montrer  que  P 
et  P<  sont  les  points  focaux  de  la  droite  PP».  En  d'autres 
termes,  (S)  et  (S_i)  constituent  les  deux  nappes  de  la  surface 
focale  de  la  congruence  formée  par  toutes  les  droites  PP^ 

En  effet,  on  peut  toujours,  en  multipliant  les  solutions  de 
l'équation  (i)  par  une  fonction  de  x  et  de  y,  réduire  6  à  l'unité; 
cette  équation,  devant  alors  admettre  la  solution  i,  se  réduira  à  la 
forme  simple 

(7) 


dp  dpi          dp          dpi 

ordonnées 

des  points  P  et 

Pf  deviendront 

v       àx 

A  =  - —  > 
dpi 

Y-  ^ 
àpi 

L  =  - — > 

T  = 

de 
d?l; 

v         àx 

dp 

y  -  ày 

dp 

z  -dz 

dp 

Tt  = 

dt 
'dp* 

En  vertu  de  l'équation  (7),  on  aura,  par  exemple, 
et  les  équations  analogues  en  Y,  Z,  T.  Ces  équations  expriment 
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évidemment  que,  lorsque  p  varie  seul,  le  point  P  décrit  une 
courbe  tangente  à  la  droite  PP|B  Ce  point  est  donc  un  des  points 
focaux  de  la  droite  PP,  ;  et  une  démonstration  analogue  prouverait 
de  même  que  Pf  est  le  second  point  focal. 

420.  Proposons-nous  maintenant  le  problème  inverse  du  pré- 
cédent. Supposons  que  Ton  demande  de  trouver  les  congruences 
rectilignes  dont  les  développables  découpent  sur  la  surface  (S)  le 
réseau  conjugué  considéré  (p,  pf).  Il  résulte  des  équations  (5)  et 
des  développements  précédents  que  le  problème  peut  être  formulé 
ainsi. 

Étant  donnée  l'équation 

v    '  c^p  dp!  dp  dpi 

à  laquelle  satisfont  x,  y,  z,  t,  trouver  une  fonction  <r  définie  en 
fonction  de  0  par  une  équation  de  la  forme 

A        ,  'ô9  d*' 

JJL6   =  ff'  -r <J  —  , 

dpi  dpA 

et  satisfaisant  à  une  équation  linéaire 

d*a  da       n  ôfs 


ôpdpi  dp       r  dpi 

dont  «r7  sera  une  solution  particulière. 

Nous  remarquons  d'abord  qu'on  peut  remplacer  <r  par  -,  >  ce  qui 

revient  à  supposer  af=i.  On  aura  donc,  pour  déterminer  <r,  les 
deux  équations  plus  simples 

(9)  ^^àfi' 

v     '  àpdpi  dp       rdpi 

d'où  l'on  déduit  par  un  calcul  facile 

Il  faudra  que  le  second  membre  soit  une  différentielle  exacte  et 
que  o-  satisfasse,  quel  que  soit  0,  à  l'équation  (io). 
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Cette  question  est  un  cas  particulier  de  celle  que  nous  avons 
traitée  au  n°  402.  Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  montrent 
que  Ton  aura 

tx  étant  une  solution  quelconque  de  l'équation  adjointe  à  la  pro- 
posée (8). 

Ainsi,  si  l'on  se  propose  de  déterminer  toutes  les  congruences 
dont  les  développables  découpent  sur  une  surface  (S)  un  réseau 
conjugué  donné,  la  solution  de  ce  problème  dépendra  de  l'inté- 
gration de  l'équation  linéaire  adjointe  à  celle  que  vérifient  les 
quatre  coordonnées  homogènes  d'un  point  quelconque  de  (£).  Si 
jx  désigne  une  solution  quelconque  de  cette  équation,  l'une  des 
nappes  (S)  de  la  surface  focale  de  la  congruence  cherchée  sera 
définie  par  les  équations 

x  =/K^T  -a*)di>^  <*(|  ■hbx)dp]' 

Y=/K£-^h^(fH4 

et  il  résulte  des  remarques  présentées  au  n°  402  que  l'autre  nappe 
est  définie  par  des  équations  toutes  semblables,  où  Ton  conserve 
la  même  solution  de  l'équation  adjointe,  mais  où  l'on  échange  a 
et  è,  p  et  p,. 

D'après  les  remarques  qui  terminent  le  Chapitre  IV,  l'intégra- 
tion d'une  équation  linéaire  et  celle  de  son  adjointe  sont  deux 
problèmes  qui  se  ramènent  l'un  à  l'autre,  à  quelque  point  de  vue 
que  l'on  se  place.  On  peut  donc  dire  que  la  résolution  des  deux 
problèmes  de  Géométrie  que  nous  venons  d'étudier  dépend  de 
l'intégration  d'une  même  équation  linéaire,  l'équation  ponctuelle 
relative  au  système  conjugué  tracé  sur  (S). 

421.  On  peut  encore  résoudre  les  deux  problèmes  précédents 
en  employant  l'équation  tangentielle  relative  au  système  conjugué 
D. -II.  "  i5 


00 
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et  obtenir  ainsi,  par  une  voie  purement  géométrique,  la  confirma- 
tion du  résultat  établi  au  n°  405  [p.  190],  relativement  aux  deux 
équations,  ponctuelle  et  tangentielle,  qui  se  rapportent  à  un  même 
système  conjugué. 

Considérons,  par  exemple,  le  second  problème,  celui  dans 
lequel  on  se  propose  de  déterminer  les  congruences  dont  les  dé- 
veloppables  interceptent  sur  (S)  un  réseau  conjugué  donné.  Soit 

,      x  ^*o>  du*        -  du* 

v     '  dp  dpi  dp        r  dpi        * 

l'équation  tangentielle  relative  à  ce  système  conjugué.  Les  coor- 
données w,  p,  cv,  p  du  plan  tangent  en  M  à  (S)  sont  des  solutions 
particulières  de  cette  équation.  La  tangente  à  la  courbe  de  para- 
mètre pf,  par  exemple,  sera  définie  par  les  deux  équations 

/      aX+    vY    -h   tv Z    -4-  pT    =0, 

(.3)  j|!îx+*ly  +  Jï:z  +  ^t  =  0. 

v  api  dpx  dpi  dpi 

L'une  des  développables  de  la  congruence  doit  contenir  cette 
courbe;  son  plan  tangent  en  M  sera  donc  défini  par  l'équation 

(i3  bis)  uX  +  VY  +  WZ  +  PT=o, 


où  Ton  a 


U  =  3 hA«,  \  =  — 

dpi  dpi 


Le  plan  défini  par  l'équation  (i3  bis)  doit  envelopper  une  des 
deux  nappes  de  la  surface  focale  de  la  congruence  cherchée;  et 
nous  savons  que,  sur  ces  nappes,  les  courbes  de  paramètres  p  et 
p<  doivent  tracer  un  réseau  conjugué.  11  faudra  donc  que  U,  V, 
W,  P  considérées  comme  fonctions  de  p,  p<  satisfassent  à  une 
équation  linéaire  de  la  forme  (12);  et,  par  suite,  on  aura 

_T  du  d& 

l=W- U-r—  > 

dpi  dpt 

.,  dv  dtu 

V  =  u>- v-T-> 

dpi  dpt 

W    =  W W  —  y 

dpi  dpi 

dp  da> 

àpt  dpt 
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(û  désignant  une  solution  particulière  quelconque  de  l'équa- 
tion (12). 

422.  Nous  allons  maintenant  résoudre  un  troisième  problème  de 
Géométrie  qui  se  rattache  directement  à  ceux  que  nous  venons 
d'étudier. 

Étant  donnés  une  surface  (S)  et  un  réseau  conjugué  tracé  sur 
cette  surface,  proposons-nous  de  déterminer  toutes  les  surfaces 
(S<),  telles  que  les  développables  d'une  même  congruence,  d'ail- 
leurs inconnue,  interceptent  sur  (S<)  un  réseau  conjugué  et  sur 
(S)  le  réseau  donné  a  priori. 

La  solution  de  ce  nouveau  problème  s'obtient  évidemment  par 
la  combinaison  de  celles  que  nous  avons  fait  connaître  dans  les 
numéros  précédents.  On  déterminera  d'abord  toutes  les  con- 
gruences  dont  les  développables  interceptent  sur  (S)  le  réseau 
donné;  et  il  n'y  aura  plus  ensuite  qu'à  chercher  les  surfaces  (St) 
sur  lesquelles  les  développables  de  chaque  congruence  obtenue 
interceptent  un  réseau  conjugué. 

Désignons  parx,  y,  z,  des  coordonnées  d'un  point  quelconque 
M  de  (S);  ces  coordonnées  seront  des  solutions  particulières  de 
l'équation  ponctuelle 

(i5)  t— ; nar+6- hcô=o, 

relative  au  système  conjugué  tracé  sur  (S).  La  surface  focale  (S) 
d'une  congruence  dont  les  développables  interceptent  sur  (S)  le 
réseau  conjugué  donné  sera  déterminée  par  les  formules  (i  i),  où  y. 
désigne  une  solution  déterminée,  mais  quelconque,  de  l'équation 
adjointe  ^et  nous  savons  (n°  402)  que  l'équation  linéaire  dont  X, 
Y,  Z,  T  sont  des  solutions  particulières  admettra  pour  solution 
générale 

(,6)      <=/K£-«^^(|^e)4 

0  étant  la  solution  générale  de  l'équation  (i5). 

D'après  le  théorème  du  n°  418,  la  surface  (Sj)  la  plus  générale 
sur  laquelle  les  développables  de  la  même  congruence  découpent 


228  LIVRE    IV.    —    CIIAP.   X. 

un  réseau  conjugué  sera  définie  par  les  formules 
v         <r     «  v         ï     dY 

<>pi  <>Pi 

Si  l'on  remarque  que  Ton  a,  d'après  les  formules  (i  i)  et  (16), 

on  pourra  écrire 

(19)  ^=X— T,         ri=Y--^,  ...; 

el  Ton  déduira  de  là 

<-)    ï-(ç*»-)-ç(!)-f-(ï*")-^-^(î) 

et  de  même 

<">  gf--efe— o-ï«(s— -)— «© — jb(î>- 

On  voit  donc  que,  si  Ton  multiplie  x,  y,  z,  t  par  6,  les  relations 
entre  les  deux  surfaces  (S)  et  (S»)  appartiennent  au  type  suivant  : 

'  dxi        -  dx  dx\  dx 


l    <>?  <>P  <^Pi  àpx 

(M)  'i 


<*P  àp  '  dpi         '   dp, 7 

dzx       ^  dz  dzx  dz 


dp  àp  dpx        ràpl 

'dp  ~     àp7  dp~t~lXdpl' 


Réciproquement,  toutes  les  fois  qu'il  y  aura,  entre  les  points 
correspondants  M  et  M<  de  deux  surfaces  quelconques  (S)  et 
(S<),  des  relations  de  la  forme  précédente,  quelles  ^que  soient 
d'ailleurs  les  valeurs  de  Xet  de  jx,  ces  surfaces  auront  entre  elles  la 
relation  que  nous  nous  proposons  d'étudier. 

Si  l'on  élimine,  en  efTet,  x{  entre  les  deux  premières  équations, 
on  obtient  l'équation 

d  /,  àx\        à  (     àx\ 
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qui  est  encore  vérifiée  quand  on  remplace  x  par  j',  z  et  t.  Par 
suite  les  courbes  de  paramètres  p  et'p,  déterminent  sur  (S)  un 
système  conjugué. 
La  relation  analogue 

montre  qu'il  en  est  de  même  pour  la  surface  (S,). 

D'ailleurs  le  point  P  (Jig*  28)  de  coordonnées  j->  ~9  -^  y  —  se 

trouve  sur  la  tangente  à  la  courbe  de  paramètre  p,  tracée  sur  (S); 
el,  comme  il  est  identique,  d'après  les  formules  (22),  au  point  de 

coordonnées  -~>  ~^>  -r-*>  -p  qui  se  trouve  sur  la  tangente  à  la 

courbe  correspondante  tracée  sur  (S,),  on  reconnaît  immédiate- 
ment que  ces  deux  tangentes  se  rencontrent  toujours.  De  même 
les  deux  tangentes  aux  courbes  de  paramètre  p  se  coupent  en  un 

point  Pf,  de  coordonnées  —  >  ^-,  ^—  >  t~  • 
K  <>pi     <>?i     àpx     dpt 


D'après  cela,  déplaçons-nous  sur  une  courbe  de  paramètre  p 
par  exemple. 

La  surface  réglée  engendrée  parla  droite  MM,,  admettant  en 
M  le  plan  tangent  P,  MM,  el  en  Mf  le  même  plan  tangent  P4  M,  M, 
sera  nécessairement  développable.  Comme  on  peut  faire  le  même 
raisonnement  pour  les  courbes  de  paramètre  p,,  on  reconnaît 
ainsi  que  les  développables  de  la  congruence  engendrée  par  la 
droite  MM,  interceptent  effectivement  sur  les  deux  surfaces  les 
deux  réseaux  conjugués  considérés. 

423.  Nous  allons  maintenant  établir  la  propriété  la  plus  essen- 
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tielle  de  celle  ihéorie  el  montrer  qac  les  dtsreloppables  de  la 
congruence  engendrée  par  la  droite  PPt  correspondent  à  celles 
de  la  congruence  engendrée  par  MM,;  el,  de  plus,  que  P  et  Pf 
sont  les  points  focaux  de  la  droite  PPt. 

Noos  avons,  en  effet,  déterminé  dans  le  raisonnement  précédent 
les  coordonnées  des  points  P  et  P,.  Elles  sont 

ox       Or        oz        ot  _ 

OZ  OZ  0?  OZ  r 

ox       &r       ôz        ot  _ 

—  .     —  *      — t      — i  pour  P|. 

fJ?l         **f\         <>?l         *f\ 

Écrivons  l'équation  (2.3)  sous  la  forme  suivante  : 

ô\  O'JL 

0    / Ox  ozx      dx  ftp       àx 


'  oz,  *  oz  '       :jl  —  A 


Oz         îl  —  /.  0zx 

Celle  relation,  où  Ton  pourrait  remplacera:  par  r,  z,  tf  exprime 
que  le  point  P  décrit,  lorsque  p,  varie  seul,  une  courbe  dont  la 
tangente  est  la  droite  PP,.  En  effet,  si  Ton  remplace  dans  le 
second  membre  x  par  x,  y,  z,  t,  on  a  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  droite  PP, .  On  verra  de  même  que  le  point  P,  décrit,  lorsque 
p  varie  seul,  une  courbe  dont  la  tangente  est  PP,.  La  proposition 
que  nous  avions  énoncée  est  ainsi  complètement  démontrée. 

Si  on  la  transforme  par  la  méthode  des  polaires  réciproques, 
on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Etant  données  deux  surfaces  (S),  (S,)  qui  se  correspondent 
point  par  point,  soient  M  et  M|  deux  points  correspondants  sur 
les  deux  surfaces  et  soit  PP|  ta  droite  d'intersection  des  plans 
tangents  en  ces  points.  Elle  engendre  une  congruence  recti- 
ligne  et  nous  désignerons  par  P,  P|  ses  deux  points  focaux.  Si 
les  droites  MP,  MP,  sont  des  tangentes  conjuguées  de  (S),  et 
de  même  les  droites  M,  P,  M,  P,  des  tangentes  conjuguées  de 
(S,),  les  développables  de  la  congruence  engendrée  par  la 
droite  MM,  correspondent  à  celles  de  la  congruence  formée 
par  les  droites  PP,;  et  elles  découpent  sur  les  deux  surfaces 
les  réseaux  conjugués  formés  des  courbes  admettant  en  M  les 
tangentes  MP,  MP,  et  en  M,  les  tangentes  M,  P,  M,  P, . 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  théorème  que  la  relation  entre 
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les  deux  surfaces  (S)  et  (S4)  est  dualis tique.  On  pourra  donc 
joindre  aux  formules  (22)  les  équations  analogues,  relatives  aux 
coordonnées  tangentielles  des  plans  tangents  en  M  et  en  M,, 


(26) 


1     <>? 

vdu 

=  A  — -  j 

dp 

dut  ,  du 
àp[  _H"  àpt' 

1    dvi 

!    àp 

=  A     -—  > 
dp 

di>i  ,  dv 
dpi  ~~  ^  dpi' 

\  àwi 
j'ai 

=  A  ——  9 
dp 

dwt  , dw 
~dp~i   ~  t*  dpi' 

f    àpx 

1     dp 

—  v0* 

—    A    -r— > 
dp 

àpx        *  dpt 

4f2À.  Les  propositions  que  nous  venons  de  développer  pour- 
raient être  démontrées  par  la  Géométrie;  pour  ne  pas  étendre 
notre  exposition,  nous  nous  contenterons  d'appliquer  la  méthode 
géométrique  à  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  correspondance  entre  deux  surfaces  (S)  et 
(S4),  soient  {fig.  28)  M,  M4  les  points  correspondants  et  PP4 
V intersection  des  plans  tangents  en  M  et  M4 .  Si  les  dévelop- 
pables  de  la  congruence  {G)  formée  par  la  droite  MM4  corres- 
pondent aux  développables  de  la  congruence  (K)  engendrée 
par  la  droite  PP4;  et  si,  de  plus ,  les  points  focaux  P  et  P4  de  la 
droite  PP4  sont  dans  les  plans  focaux  de  la  droite  MM4  (c'est- 
à-dire  dans  les  plans  tangents  aux  deux  développables  qui 
contiennent  MM4),  chaque  point  focal  se  trouvant  dans  le  plan 
focal  qui  ne  lui  correspond  pas,  les  deux  surfaces  (S)  et  (S4) 
sont  dans  la  relation  que  nous  venons  de  définir,  c'est-à-dire 
que  les  développables  de  la  congruence  (G)  interceptent  sur 
(S)  et  (S4)  des  familles  de  courbes  conjuguées. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  plans  focaux  de  la  droite  MM4. 
Ils  rencontrent  les  deux  plans  tangents  suivant  des  droites  MP  et 
Mj  P,  MP4  et  M4  P4  qui  se  coupent  deux  à  deux  aux  points  P  et 
P4  ;  et  ces  points  sont,  d'après  l'hypothèse,  les  points  focaux  de  la 
droite  PP4. 

Lorsque  la  droite  MM4  se  déplacera  infiniment  peu  en  dé- 
crivant un  élément  de    développable    dans  le    plan   MPM4    par 
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exemple,  la  droite  PP,  décrira  aussi  un  élément  de  développablc 
et  tournera,  d'après  l'hypothèse,  autour  du  point  P,. 

Soit  M'M',  la  position  nouvelle  de  MM,.  11  est  aisé  d'établir  que 
les  quatre  plans  tangents  aux  deux  surfaces  en  M,  M|,  M',  M, 
viennent  se  couper  au  point  P,.  En  effet,  les  deux  premiers  plans 
se  coupent  suivant  la  droite  PP«,  les  deux  autres  suivant  la  posi- 
tion infiniment  voisine  de  cette  droite,  qui,  par  hypothèse,  ren- 
contre PP,  en  P|.  Prenons  maintenant  les  quatre  plans  dans  un 
autre  ordre.  L'intersection  des  plans  tangents  en  M  et  M'  est  la 
tangente  conjuguée  de  MP;  cette  tangente  viendra  nécessairement 
passer  par  le  point  P4.  Les  droites  MP,  MP«  sont  donc  des  tan- 
gentes conjuguées,  et  il  en  est  de  même  de  M«P,  M4P«.  C'est  la 
proposition  que  nous  avons  énoncée. 

425.  Les  différents  résultats  que  nous  venons  d'établir  sont 
d'une  grande  généralité  et  interviennent  comme  éléments  essen- 
tiels dans  différentes  recherches  géométriques.  Nous  allons,  dès 
à  présent,  en  indiquer  une  application  très  simple. 

Étant  données  deux  surfaces  (S),  (S«)  et  un  plan  (P),  par 
toutes  les  droites  (d)  du  plan  (P)  on  mène  des  plans  tangents  à 
(S)  et  à  (S<),  et  l'on  établit  ainsi  une  correspondance  entre  les 
points  des  deux  surfaces.  Nous  allons  montrer  que  les  dévelop- 
pables  de  la  congruence  formée  par  l'ensemble  des  droites  qui 
joignent  les  points  correspondants  interceptent  sur  (S)  et  sur  (S,  ) 
deux  réseaux  conjugués. 

Soient,  en  effet,  M,  M,  les  points  correspondants  de  (S)  et  de 
(S«).  Les  plans  tangents  en  M  et  en  M4  se  coupent  suivant  une 
droite  (d)  du  plan  (P);  construisons  sur  cette  droite  les  deux 
points  Q,  Q,  qui  divisent  harmoniquement  l'angle  des  deux  tan- 
gentes asyinptotiques  en  M  à  (S)  et  l'angle  des  deux  tangentes 
asymptotiques  en  M,  à  (S4).  Les  points  Q,  Q,  peuvent  être  con- 
sidérés, au  même  titre  que  tous  les  autres  points  de  la  droite  (rf), 
comme  les  points  focaux  de  la  congruence  engendrée  par  cette 
droite.  Par  suite,  comme  les  droites  MQ,  MQ<  sont  des  tangentes 
conjuguées  de  (S)  et  les  droites  MtQ,  M,  Q,  des  tangentes  con- 
juguées de  (S<),  il  résulte  des  théorèmes  du  numéro  précédent 
que  la  droite  MM«  appartient  à  une  congruence  dont  les  déve- 
loppables  découpent  des  réseaux  conjugués  sur  (S)  et  sur  (S!). 
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Et  de  plus  les  plans  QMM4,  QtMMt  seront  les  plans  focaux  de 
MM4,  c'est-à-dire  les  plans  tangents  aux  deux  développables  qui 
contiennent  MM4. 

Il  est  clair  que  ces  développables  ne  pourront  pas  être  détermi- 
nées en  général  ;  pour  les  obtenir,  il  faudra  chercher  dans  le  plan 
(P)  les  courbes  qui  sont  tangentes  aux  différentes  droites  (d)  en 
un  des  points  Q,  Qt,  c'est-à-dire  les  courbes  dont  les  tangentes 
admettent  leur  point  de  contact  comme  point  focal. 

Imaginons,  par  exemple,  que  les  deux  surfaces  (S)  et  (St) 
soient  du  second  degré.  Si  Ton  mène  une  droite  (d)  dans  le 
plan  (P),  les  points  focaux  de  cette  droite  seront  les  extrémités 
du  segment  qui  est  divisé  harmoniquement  par  les  deux  surfaces. 
On  les  obtient,  comme  on  sait,  en  menant  par  les  quatre  points 
communs  à  (S)  et  à  (S|)  situés  dans  le  plan  (P)  les  deux  coniques 
tangentes  à  la  droite  (rf).  Si  l'on  considère  une  quelconque  de  ces 
coniques,  chacune  de  ses  tangentes  admettra  son  point  de  contact 
comme  point  focal;  et,  par  suite,  les  développables  de  la  con- 
gruence  seront  formées  des  droites  MM|  qui  correspondent  aux 
diverses  tangentes  d'une  même  conique.  On  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante. 

Si,  par  toutes  les  droites  d'un  plan  (P),  on  mène  des  plans 
tangents  à  deux  surfaces  (S),  (S4),  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact  engendre  une  congruence  dont  les  dévelop- 
pables découpent  sur  (S)  et  sur  (S4)  des  réseaux  conjugués. 
Si  (S)  et  (S^  sont  du  second  degré,  ces  développables  peuvent 
être  déterminées  algébriquement.  Les  droites  qui,  dans  le 
plan  (P),  correspondent  à  leurs  génératrices  rectilignes,  sont 
tangentes  à  une  même  conique  passant  par  les  quatre  points 
communs  à  (S)  et  à  (S t)  situés  dans  le  plan  (P). 

Les  plans  tangents  aux  deux  développables  qui  contiennent 
une  même  droite  MM4  coupent  les  plans  tangents  aux  deux  sur- 
faces suivant  des  droites  conjuguées.  Ils  sont  donc  conjugués  à  la 
fois  par  rapport  aux  deux  surfaces  (S)  et  (S4),  c'est-à-dire  que 
chacun  d'eux  contient  le  pôle  de  l'autre. 

Si  les  deux  surfaces  sont  homofocales,  les  plans  conjugués  par 
rapport  aux  deux  surfaces  sont  nécessairement  rectangulaires  ; 
par  suite,  les  deux  familles  de  développables  se  couperont  à  angle 
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droit.  Nous  verrons  que  cette  propriété  caractérise  les  con- 
gruences  formées  des  normales  à  une  surface.  Nous  sommes 
ainsi  conduits  à  l'élégant  théorème  suivant,  que  Laguerre,  notre 
ami  regretté,  a  obtenu  comme  conséquence  de  ses  études  sur  les 
divers  modes  de  génération  des  cyclides  (4). 

Etant  données  deux  surfaces  homofocales  du  second  degré 
et  un  plan  (P),  si  Von  mène,  par  les  droites  du  plan  (P),  des 
plans  tangents  aux  deux  surfaces,  les  droites  qui  joignent  les 
points  de  contact  correspondants  seront  normales  à  une  famille 
de  surfaces  parallèles. 

426.  Nous  allons  maintenant  envisager  d'autres  applications  en 
supposant  que  les  surfaces  (S)  et  (St)  demeurent  quelconques, 
mais  que  le  plan  (P)  s'éloigne  à  l'infini.  On  a  alors  le  théorème 
suivant  : 

Si  l'on  mène  à  deux  surfaces  (S)  et  (S4  )  des  plans  tangents 
parallèles,  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  correspon- 
dants M,  M,  engendre  une  congruence  dont  les  développables 
interceptent  sur  (S)  et  sur  (S«)  un  réseau  conjugué. 

Si  l'on  choisit  pour  variables  p  et  p,  les  paramètres  des  courbes 
conjuguées  qui  se  correspondent  sur  (S)  et  sur  (S4),  les  équa- 
tions (22)  prennent  ici  la  forme 

dx\        ^  dx  dxi  dx 

dp    ~~      dp  '  dpi  ~~      dpi 9 

dp  dp  dpi        r  dpi 

àzl        .  dz  dzi  dz 


\    dp  dp  dpi        r  dp 


X, y,  z  et  xi,yl,  z{  désignant  les  coordonnées  cartésiennes  des 
points  M  et  Mt.  Ces  équations  sont  évidentes  :  elles  expriment 


(*)  Laguerre,  Sur  quelques  propriétés  des  sur/aces  anallag  ma  tiques  (Bul- 
letin de  la  Société  philomathique,  p.  17;  1868).  Parmi  Jes  surfaces  auxquelles 
sont  normales  toutes  les  droites  de  la  congruence,  se  trouve  toujours  une  cyclide 
[I,  p.  207]  si  le  plan  (P)  ne  passe  pas  parle  centre  commun  des  deux  surfaces 
homofocales.  Cette  cyclide  se  construit  par  points  de  la  manière  suivante  :  soit 
(6)  la  droite,  perpendiculaire  au  plan  (P),  qui  contient  les  pôles  de  ce  plan  par 
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simplement  que  les  tangentes  aux  courbes  correspondantes  des 
deux  réseaux  conjugués  sont  parallèles. 

Le  mode  de  correspondance  précédent  a  été  considéré  par 
Steiner  (4).  Il  comprend  comme  cas  particulier  la  représentation 
sphérique  de  Gauss;  il  suffit  de  supposer  que  la  surface  (S4)  se 
réduit  à  une  sphère.  Dans  ce  cas  particulier,  les  deux  dévelop- 
pables  qui  contiennent  la  droite  MM4  coupent  "le  plan  tangent  en 
M4  à  la  sphère  suivant  des  droites  conjuguées,  c'esl-à-dire  rec- 
tangulaires. Les  tangentes  conjuguées  de  la  surface  (S)  en  M, 
étant  parallèles  aux  précédentes,  sont  nécessairement  rectangu- 
laires; le  système  conjugué  se  réduit  donc  à  celui  qui  est  formé 
par  les  lignes  de  courbure.  Les  formules  (27)  deviennent  iden- 
tiques à  celles  d'Olinde  Rodrigues  [I,  p.  199]  qui  jouent  un  rôle 
si  important  dans  la  théorie  des  lignes  de  courbure. 

Revenons  au  cas  général  où  la  surface  (S4)  est  quelconque,  et 
imaginons  que  cette  surface  grandisse  indéfiniment  en  demeurant 
homothétique  à  sa  position  initiale  par  rapport  à  un  point  fixe  O. 
Le  système  conjugué  tracé  sur  (S)  demeurera  invariable-,  on  le 
reconnaît  immédiatement,  car  les  systèmes  conjugués  tracés  sur 
(S)  et  sur  (S4)  peuvent  aussi  être  définis  par  la  condition,  indé- 
pendante de  toute  congruence,  que  les  tangentes  aux  courbes  cor- 
respondantes des  deux  systèmes  tracés  sur  les  deux  surfaces  soient 
toujours  parallèles  ;  et  cette  propriété  subsiste  évidemment  lorsque 
(Si)  est  remplacée  par  une  surface  homothétique.  A  la  limite, 
lorsque  (S4  )  aura  grandi  indéfiniment,  la  droite  MM,  se  confondra 
avec  la  parallèle  menée  par  le  point  M  au  rayon  primitif  OM4. 
Ainsi  : 

Étant  données  deux  surfaces  (S),  (S4),  on  leur  mène  des 
plans  tangents  parallèles  (P),  (P4  ).  Si,  par  le  point  de  contact 


rapport  aux  deux  surfaces  homofocales;  et  soit  (d')  la  droite  du  plan  qui  corres- 
pond à  une  droite  quelconque  (d)  de  la  congruence.  Le  plan  mené  par  (6)  per- 
pendiculairement à  (d')  coupe  la  droite  (d)  au  point  où  elle  est  normale  à  la 
cyclide  cherchée.  Si  le  plan  (P)  passe  par  le  centre  commun  des  deux  surfaces, 
les  droites  deviennent  normales  à  des  surfaces  de  quatrième  classe,  corrélatives 
des  cyclides,  que  nous  rencontrerons  plus  loin  (Chap.  XIV  et  XV). 

(*)  Steiner,  Ueber  Lehrsàtze  von  welchen  die  bekannten  Sàtze  iiber  parai- 
lele  Curven  besondere  Fàlle  sind  {Journal  de  Crelle,  t.  XXII,  p.  75,  i8/|6,  et 
/.  Steiner's  gesammelle  Werke,  t.  II,  p.  36i). 
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de  (P)  et  de  (S),  on  mène  une  parallèle  au  rayon  vecteur  qui 
joint  un  point  fixe  de  V  espace  au  point  de  contact  de  (P,)  et 
de  (Si),  cette  parallèle  appartient  à  une  congruence  dont  les 
dèveloppables  découpent  sur  (S)  un  réseau  conjugué.  Ce  réseau 
correspond  à  un  réseau  conjugué  de  (S<  ). 

C'est  une  généralisation  de  la  propriété  bien  connue  des  nor- 
males à  une  surface. 

427.  Nous  avons,  au  n°  81  [I,  p.  99],  indiqué  quelques  pro- 
priétés des  surfaces  qui  sont  engendrées  par  la  translation  d'une 
courbe  de  forme  invariable.  L'étude  du  mouvement  d'une  surface 
qui  se  déplace  en  conservant  son  orientation  conduit  à  des  propo- 
sitions analogues.  Etant  donnée  une  surface  quelconque  (S^et 
un  point  O  dans  l'espace,  supposons  que  ce  point  O  soit  inva- 
riablement lié  à  (S,)  et  déplaçons  cette  surface  parallèlement  à 
elle-même,  en  assujettissant  le  point  O  à  décrire  une  surface  fixe 
(S).  Les  positions  successives  de  (S«)  dépendent  des  deux  para- 
mètres qui  fixent  la  position  du  point  O  ;  cette  surface  aura  donc 
une  enveloppe  qu'elle  touchera  en  un  nombre  limité  de  points. 
Soient  (S',)  une  position  de  (S^  et  O'  la  position  correspondante 
de  O  sur  la  surface  (S).  Il  est  évident  géométriquement  que  les 
points  où  la  surface  (S\)  touche  l'enveloppe  sont  ceux  où  le  plan 
tangent  à  (S'4)  est  parallèle  au  plan  tangent  à  (S)  en  O7.  On  aura 
donc  la  construction  suivante  de  l'enveloppe  : 

Menons  aux  deux  surfaces  (S)  et  (S«)  deux  plans  tangents  pa- 
rallèles quelconques  et  soient  M,  M4  leurs  points  de  contact.  Le 
rayon  vecteur  de  l'enveloppe  sera  la  résultante  ou  la  somme  géo- 
métrique des  deux  rayons  vecteurs  OM,  OM,  ;  et  le  plan  tangent 
à  l'extrémité  de  ce  rayon  vecteur  sera  parallèle  aux  plans  tangents 
en  M  et  en  M,. 

Cette  construction  montre  immédiatement  que  l'on  peut 
échanger  (S)  et  (S<).  L'enveloppe  demeurera  la  même  si,  au 
lieu  de  déplacer  (S|),  on  déplace  (S)  de  telle  manière  que  le 
point  O  décrive  la  surface  (S|).  On  a  ainsi  une  généralisation  de 
la  propriété  du  n°  81. 

Reprenons  la  construction  précédente,  mais  en  substituant 
successivement  à  la  surface  (S,  )  toutes  les  surfaces  homothétiques 
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de  (S4)  par  rapport  au  centre  O.  On  obtiendra  une  série  d'enve- 
loppes (2),  (S'),  (2"),  . . .  qui  constitueront  une  famille  dont  la 
surface  (S)  fera  partie.  Soient  M,  jjl,  jjl',  ...  les  points  qui  se  cor- 
respondent sur  (S),  (S),  (£'),  ....  Tous  ces  points  seront  en 
ligne  droite;  les  plans  tangents  en  ces  points  seront  tous  paral- 
lèles; et  enfin  les  développât  les  de  la  congruence  engendrée  par 
la  droite  M  jjljjl'  . .  .  découperont  sur  toutes  les  sur/aces  un  ré- 
seau conjugué  correspondant  à  un  réseau  conjugué  tracé  sur 
(S4).  Il  suffit  de  supposer  que  cette  surface  (S,)  se  réduit  à  une 
sphère  pour  retrouver  les  propriétés  essentielles  et  bien  connues 
des  surfaces  parallèles. 

428.  L'étude  de  la  famille  de  surfaces  que  nous  venons  de  dé- 
finir trouve  une  application  immédiate  et  très  intéressante  dans 
l'optique  géométrique  des  milieux  homogènes  (4).  Admettons,  en 
effet,  que  (S,)  soit  la  surface  d'onde  caractéristique  d'un  tel 
milieu,  c'est-à-dire  qu'elle  soit  le  lieu  des  points  atteints  après 
l'unité  de  temps  par  un  ébranlement  parti  de  O.  D'après  la  défi- 
nition même  des  milieux  homogènes,  le  lieu  des  points  atteints 
après  un  temps  quelconque  par  le  mouvement  vibratoire  sera  la 
surface  homothétique  de  (S^  par  rapport  à  O,  le  rapport  de  simi- 
litude étant  égal  au  temps  écoulé.  Cela  posé,  imaginons  que  la 
seconde  surface  (S)  soit  une  surface  d'onde,  c'est-à-dire  qu'elle 
soit  le  lieu  des  points  atteints  au  même  instant  par  un  mou- 
vement vibratoire  lumineux  qui  a  son  origine  dans  une  source 
unique,  mais  qui  peut  avoir  subi  un  nombre  quelconque  de  ré- 
flexions ou  de  réfractions.  Proposons-nous  de  déterminer  les  posi- 
tions successives  que  prendra  l'onde  (S)  qui  se  propage  dans  le 
milieu.  D'après  le  principe  de  Huygens,  il  faudra  construire  les 
surfaces  d'onde,  toutes  égales,  qui  ont  pour  centres  les  différents 
points  de  (S)  et  qui  correspondent  à  la  même  durée  :  leur  en- 
veloppe sera  la  position  nouvelle  de  (S).  Il  résulte  de  cette  con- 
struction que  les  positions  successives  de  l'onde  (S)  sont  précisé- 
ment les  surfaces  (S),  (S'),  .  .  .  que  nous  venons  de  définir.  Les 


(')  Pour  tout  ce  qui  concerne  ce  sujet,  consulter  la  solide  étude  de  M.  Lévistal 
Recherches  d'Optique  géométrique,  insérée  en  1867  au  tome  IV  (1™  série)  des 
Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,  p.  195. 
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droites  M  jjljjl'  . .  •  sont  les  rayons  lumineux.  La  lumière  se  pro- 
page avec  une  vitesse  uniforme  sur  chaque  rayon  ;  mais,  comme 
elle  met  le  même  temps  à  passer  de  Tune  à  l'autre  des  positions 
de  Tonde,  la  vitesse  est  différente  sur  les  différents  rayons.  Elle 
ne  dépend  d'ailleurs  que  de  la  direction  de  ces  rayons  et  demeure 
la  même  pour  tous  les  rayons  parallèles,  dans  le  même  milieu.  Si 
le  milieu  est  isotrope,  la  surface  (S4)  est  une  sphère;  les  rayons 
lumineux  sont  normaux  à  Ponde  (S)  et  à  ses  positions  successives. 
Convenablement  transformée,  cette  propriété  subsiste  pour  tous 
les  milieux  homogènes  :  dans  chacun  de  ces  milieux,  il  y  a,  entre 
la  direction  du  rayon  lumineux  et  celle  du  plan  tangent  en  un  de 
ses  points  à  Tonde  qui  se  propage,  une  relation  constante  qui 
dépend  uniquement  de  la  constitution  du  milieu  et  demeure  la 
même  quelle  que  soit  la  forme  de  Tonde  (S).  Cela  est  évident,  car 
le  rayon  lumineux  est  parallèle  à  un  certain  rayon  OM4  de  la  sur- 
face d'onde  caractéristique  du  milieu  décrite  de  O  comme  centre, 
et  le  plan  tangent  de  Tonde  est  toujours  parallèle  au  plan  tangent 
en  Mi  à  cette  surface  (S4). 

Dans  le  cas  des  milieux  isotropes,  les  développables  formées 
par  les  rayons  lumineux  interceptent  sur  les  différentes  positions 
de  Tonde  un  réseau  conjugué;  cette  propriété  s'étend  aussi  aux 
milieux  homogènes  quelconques.  Les  développables  formées  par 
les  rayons  lumineux  découpent  sur  les  positions  successives  de 
l'onde  un  réseau  conjugué,  qui  correspond  à  un  réseau  con- 
jugué tracé  sur  la  surface  d'onde  caractéristique  du  milieu. 

Pour  les  milieux  isotropes,  la  surface  caractéristique  étant  une 
sphère,  le  réseau  conjugué  se  réduit  nécessairement  à  celui  qui 
est  formé  par  les  lignes  de  courbure. 
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CHAPITRE  XI. 

LES    SURFACES    A    LIGNES    DE    COURBURE    ISOTHERMES. 

Problème  de  M.  Christoflel.  —  Recherche  de  tous  les  cas  dans  lesquels  la  corres- 
pondance par  plans  tangents  parallèles  établie  entre  deux  surfaces  détermine 
un  tracé  géographique  de  Tune  sur  l'autre.  —  Différentes  solutions  déjà  connues 
de  ce  problème;  les  surfaces  homothétiques,  deux  surfaces  minima  quelconques. 
—  Solution  nouvelle.  —  Elle  est  fournie  par  des  surfaces  à  lignes  de  courbure 
isothermes.  —  Théorème  de  Bour  et  de  M.  Christoffel.  —  Application  aux  sur- 
faces minima.  —  Les  surfaces  dont  la  courbure  moyenne  est  constante  ont  leurs 
lignes  de  courbure  isothermes,  c'est-à-dire  elles  sont  isothermiques.  —  On 
peut  faire  dériver  de  toute  surface  isothermique  une  infinité  de  surfaces  iso- 
thermiques  nouvelles.  —  Formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
quatrième  ordre  qui  caractérise  les  surfaces  isothermiques.  —  Seconde  pro- 
priété caractéristique  :  L'équation  ponctuelle  relative  au  système  conjugué 
formé  par  les  lignes  de  courbure  doit  avoir  ses  deux  invariants  égaux.  —  Ap- 
plications. 


429.  On  peut  rattacher  aux  propositions  que  nous  avons 
données  dans  le  Chapitre  précédent  l'étude  d'une  intéressante 
question  qui  a  été  posée  et  résolue  par  M.  Christoflel  (*).  Propo- 
sons-nous de  rechercher  tous  les  cas  dans  lesquels  la  correspon- 
dance par  plans  tangents  parallèles  établie  entre  deux  surfaces  (S), 
(S,)  peut  donner  une  représentation  conforme  ou  un  tracé  géo- 
graphique de  l'une  des  surfaces  sur  l'autre. 

Soient  xyy,  z\  xK,yK,  zK  les  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires des  points  correspondants  sur  les  deux  surfaces  (S)  et 
(S 4).  Prenons  comme  variables  indépendantes  p  et  p,  les  para- 
mètres des  deux  familles  conjuguées  qui  se  correspondent  sur  les 
deux  surfaces  (2).  Les  formules  (27)  du  Chapitre  précédent  nous 


(■)  E.-B.  Christoffel,  Ueber  einige  allgemeine  Eigenscha/ten  der  Mini- 
mumsjlàchen  (Journal  de  Crelle,  t.  LVII,  p.  218-228;  1867). 

(*)  Nous  écartons,  on  le  voit,  le  cas  exceptionnel  où  ces  deux  familles  vien- 
draient se  confondre  et  se  réduiraient  à  une  famille  de  lignes  asymptotiques.  Le 
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donneront  d'abord 

(i)                    < r 

i  dxx            àx             <)yx 

\  ôp[  ~  **  dpv  '          dpi 

*«Pi 

dzx         *    d* 
5pï   "~  ^Â^' 

et  il  faudra  que  Ton  ait 

(2)  dx\  -+-  d>-*  -h  rfzf  =  £'(</**+  <(rs-+-  <&*), 

A"  désignant  une  fonction  quelconque  de  p  et  de  p,.  Les  équations 
(i)  et  (2)  expriment  toutes  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
les  deux  surfaces  (S)  et  (S«). 

Introduisons,  pour  abréger,  les  quantités  E,  F,  G  définies  par 
la  formule 

(3).  dx*-hity*-r-dz*=  E</p*-+-  *Vdpdpx-*-Gdp\. 

L'équation  (0.),  dans  laquelle  on  remplacera  les  dérivées  de  x,, 
ys,Z\  par  leurs  valeurs  déduites  des  formules  (1),  se  décomposera 
dans  les  trois  relations  suivantes 

(O  (À*-Â*)E  =  o,        an-*«)F  =  of         (ix1-A-«)G  =  of 

qui  devront  être  vérifiées  toutes  les  trois. 

Les  différentes  solutions  de  ce  système  de  trois  équations  simul- 
tanées appartiennent  à  l'un  des  types  suivants  : 


1° 

•E  =  0, 

G  =  0, 

Xp  —  *«=o; 

2° 

E  =  o, 

(l«-*«  =  0, 

F  =  o; 

3° 

E=^o, 

H«-*»=o, 

Xfjt  —  *«=o; 

4° 

X*-A«=  0, 

H* -*»=(>, 

Xn-**=o; 

5° 

X*— Â»=o, 

fi*—  /,*=0, 

F  =  o. 

Dans  la  première  solution,  E  et  G  étant  nuls,  les  deux  familles 
conjuguées  seront  formées  de  lignes  de  longueur  nulle;  (S)  et(S4) 
seront  donc  (n°  186)  des  surfaces  minima.  Deux  surfaces  minima 
quelconques  nous  donnent,  en  effet,  une  solution  du  problème 
proposé;  cela  a  été  démontré  au  n°  214  [I,  p.  3ag]. 


lecteur  traitera  facilement  cette  hypothèse;  elle  conduit  seulement  à  deux  sur- 
faces homothétiques  ou  aux  surfaces  imaginaires,  considérées  dans  la  Note  du 
n°  116  [I,  p.  i48],  et  dont  l'élément  linéaire  est  un  carré  parfait. 
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La  deuxième  solution  conduit  à  ces  surfaces  imaginaires  pour 
lesquelles  l'élément  linéaire  est  un  carré  parfait.  Nous  pouvons  la 
négliger. 

La  troisième  et  la  quatrième  entraînent  la  relation 

Alors  les  formules  (i)  nous  donnent 

dxi  =  X  dx,        dy\  =  X  dy,        dz\  =  \dz; 

\  ne  peut  être  qu'une  constante  :  les  deux  surface^S)  et  (S,) 
sont  homothétiques.  Cette  solution  était  évidente  a  priori. 

430.  Il  nous* reste  donc  seulement  à  examiner  la  dernière  solu- 
tion, qui  nous  donne,  en  écartant  l'hypothèse  déjà  examinée  \  =  •*, 

(5)  X  =  Â\        H=  —  A\        F  =  o. 

La  dernière  équation  exprime  que  les  deux  familles  de  courbes 
conjuguées  (p)  et  (p<)  se  coupent  à  angle  droit  sur  les  deux  sur- 
faces. Ainsi  le  système  conjugué  (p),  (p^  est  formé  des  lignes  de 
courbure  des  surfaces  (S)  et  (S4).  Nous  allons  étudier  cette  solu- 
tion, qui  est  la  seule  véritablement  nouvelle. 

Toutes  les  relations  entre  les  deux  surfaces  sont  exprimées  par 
les  formules  suivantes 

dx  àr        dy  dy        dz   dz 
v    '  dp  dpi      -  dp  dpi        dp  dpi 

(  dpi  %  ^?i  '  à?\ 

dont  nous  allons  examiner  les  nombreuses  conséquences. 
On  pourrait  d'abord  éliminer  x{, yhy  z{.  On  a,  en  effet, 

(8)  {dri  =  -k(^d?-§td?l), 

D.  -  II.  16 


dzi            .  dz 

dp  ~     kTp' 

A  -r —  j 

dzx  _      ^dz 

d?\  ~"          àpt 
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et  il  suffira  d'exprimer  que  les  seconds  membres  sont  des  diffé- 
rentielles exactes.  On  trouvera  ainsi  que  #,  y,  z  doivent  être  des 
solutions  particulières  de  l'équation 

.   d*t       ai  de     di  ae 

w  dpàpi        dpx  dp        dp  dpx 

Cette  équation  n'est  autre  que  l'équation  ponctuelle  relative  au 
système  conjugué  formé  des  lignes  de  courbure  de  (S).  Elle  a 
d'ailleurs  la  forme  la  plus  générale  des  équations  dont  les  inva- 
riants sont  égaux.  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  sui- 
vante, sur  laquelle  nous  reviendrons  plus  loin  : 

Pour  qu'une  sur/ace  (S)  soit  une  solution  du  problème  pro- 
posé, il  faut  et  il  suffit  que  V équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles  relative  au  système  conjugué  formé  par  ses  lignes 
de  courbure  ait  ses  invariants  égaux. 

431.  Cette  propriété  purement  analytique  peut  recevoir  une 
interprétation  géométrique  très  simple. 

Remarquons,  d'une  manière  générale,  que  l'équation  ponctuelle 

dl  8  dô        .  d8 

àpàpi  dp  dfa         ' 

relative  à  tout  système  conjugué  tracé  sur  une  surface,  peut 
toujours  être  déterminée  quand  on  connaît  l'élément  linéaire  de 
cette  surface.  Soit,  en  effet, 

(11)  ûfe*=  E dp*+  aF  dp  rfpt-+-  G dp\ 

l'expression  de  cet  élément  linéaire.  Si  l'on  multiplie  le  premier 

membre  de  l'équation  (10)  par  -r-  et  si  l'on  ajoute  ensuite  les  trois 

résultats  que  l'on  obtient  en  remplaçant  9  successivement  par  x, 
y,  z}  on  obtiendra  la  première  des  deux  équations 

qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  l'échange  de  p  et  de  pi  et 
qui  feront  connaître  a  et  b. 
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432.  Appliquons  cette  proposition  à  l'équation  (9)  en  re- 
marquant que  Ton  a  ici  F  =  o.  Les  équations  (12)  prendront  la 
forme 


dE        E   dl  _ 
dpi        X   <^pt          ' 

dG       G  d\ 

1$  "*"  X   dp  -  °! 

t,  en  intégrant, 

i-j. 

G~  X' 

r  désignant  une  fonction  de  p  et  r{  une  fonction  de  p,.  L'élément 
linéaire  de  (S)  sera  donc  exprimé  par  la  formule 

(i3)  ds^-irdp^-r-r.dpX), 

qui  caractérise  les  systèmes  isothermes.  La  surface  (S)  aura  donc 
ses  lignes  de  courbure  isothermes  ;  et  il  en  sera  de  même,  évidem- 
ment, de  la  surface  (S4)  dont  l'élément  linéaire,  en  vertu  de  la 
formule  (2),  aura  pour  expression 

(i4)  ds\  =  l(rdp*-+-rldp\). 

En  réunissant  tous  les  résultats  précédents,  on  obtient  le 
théorème  suivant  : 

A  toute  sur/ace  (S)  dont  les  lignes  de  courbure  sont  «0- 
thermes  et  dont  Vêlement  linéaire  est  déterminé  par  la  for- 
mule 

ds*=  r-(r<fp*-f-  rxdp\) 

on  peut  faire  correspondre  une  seconde  surface  (S{)  dont 
Vêlement  linéaire  a  pour  expression 

ds\  =  X(r  dp* -h  rt  dp\), 

et  dont  les  lignes  de  courbure  sont  aussi  isothermes. 

De  plus,  on  peut  toujours  placer  les  deux  surfaces  de  telle 
manière  que  les  plans  tangents  et  les  tangentes  principales 
aux  points  correspondants  soient  parallèles. 

433.  Bour  avait  déjà  établi  la  première  partie  de  ce  théorème 
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dans  son  Mémoire  sur  la  déformation  des  surfaces  (*).  Les 
considérations  par  lesquelles  il  l'a  établie  offrent  la  plus  grande 
analogie  avec  celles  que  M.  Moutard  a  employées  pour  démontrer 
son  théorème  fondamental.  Le  fait  s'explique  aisément  :  à  chacune 
des  surfaces  (S)  et  (S,)  correspond  une  équation  linéaire  à  inva- 
riants égaux;  on  passe  de  Tune  à  l'autre  précisément  par  l'emploi 
de  la  méthode  de  M.  Moutard.  D'ailleurs  le  système 

d^     .  ^e        <w,        .  ae 

(i5)  —  =  A  —  >  -r — =  —  A3 — , 

dp  dp  dpi  dpt 

qui  est  vérifié  par  les  coordonnées  correspondantes  x  et  xK,  ou  y 
et  y  s ,  ou  z  et  zs ,  des  points  des  deux  surfaces,  est  identique  à  celui 
que  nous  avons  étudié  au  n°  391. 

En  appliquant  le  théorème  précédent  à  la  sphère,  qui  peut  être 
regardée  d'une  infinité  de  manières  comme  une  surface  à  lignes 
de  courbure  isothermes,  Bour  a  montré  que  l'on  retrouve  les  sur- 
faces minima  les  plus  générales;  et  nous  avons  déjà  indiqué  cette 
application  au  n°  205  [I,  p.  3i3].  On  peut  retrouver  immédiate- 
ment le  théorème  de  Bour  par  l'interprétation  géométrique  du 
système  (7). 

Soient  c,  c',  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  un  quel- 
conque des  points  correspondants  des  deux  surfaces  (S)  et  (S4). 
Soient  R  et  R'  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S),  R<  et 
l\\  ceux  de  (S,)  au  point  correspondant.  Les  formules  d'Olinde 
Rodrigues  nous  donnent 


(iG> 


En  substituant  les  dérivées  de  x  et  de  xK  dans  les  formules  (7), 
on  trouve 

(17;  R1==XR,        R't=— XR' 

et,  par  suite, 

(18)  R^R'=°- 


(')  Journal  de  V École  Polytechnique,  XXXIXe  Cahier,  p.  118;  1862. 


dx        ~  de 

-r-  -f-  R—   =0, 

dp            dp 

dx            de 

Î hR'-r-  =0, 

àpi            dpx 

^4-R'^O. 
àpi             dpx 
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Si  la  surface  (S)  est  une  sphère,  on  aura  R  =  R/  et,  par  suite, 
Rf  +R'j  =  o;  (S^  sera  une  surface  minima.  Si,  au  contraire,  (S) 
est  une  surface  minima,  on  aura  R  =  —  R'  et,  par  suite,  R4  =  R',; 
(S4)  sera  une  sphère.  On  peut  donc  faire  dériver  de  la  sphère 
toutes  les  surfaces  minima;  et  les  remarques  précédentes  con- 
stituent une  véritable  intégration  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles de  ces  surfaces. 

Proposons-nous  maintenant  de  rechercher  tous  les  cas  dans  les- 
quels la  surface  (S|)  est  parallèle  à  (S).  Il  suffira  évidemment 
d'exprimer  que  les  équations  (7)  sont  vérifiées  quand  on  y  rem- 
place x^y{J  zs  respectivement  par 

x  -+-  ac,    y  -+■  ac\    z  -+-  ac't 

a  désignant  une  constante.  On  obtiendra  ainsi  des  relations  telles 
que  les  suivantes  : 

dx  de       k  ôx  àx  de  *   dx 

dp  dp  dp  dpi  dpi  dpi 

En  éliminant  y-  >  -r—  au  moyen  des  équations  d'Olinde  Rodrigues, 
on  trouve 

l-g-A,  I-R,  --A. 

11  suffira  donc  que  l'on  ait 

2  _  l        l 

a  ~  R  ■*■  ÏV  " 

Ainsi  la  surface  (S)  devra  avoir  sa  courbure  moyenne  con- 
stante; et  réciproquement  à  toute  surface  (S)  à  courbure 
moyenne  constante  correspondra  une  surface  (S^  qui  sera 
parallèle  à  (S).  La  relation  entre  les  deux  surfaces  étant  réci- 
proque, (S,)  sera,  elle  aussi,  à  courbure  moyenne  constante. 

Si  l'on  rapproche  cette  proposition  des  résultats  précédents,  on 
peut  conclure  que  toute  surface  à  courbure  moyenne  constante 
a  nécessairement  ses  lignes  de  courbure  isothermes.  Nous  re- 
viendrons sur  ce  résultat,  qui  est  dû  à  M.  Bonnet  (*). 


(*)  O.  Bonnet,  Mémoire  sur  la  théorie  des  sur/aces  applicables  sur  une  sur- 
face donnée  (Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  XLII#  Cahier,  p.  77;  1867). 
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434.  Après  avoir  signalé  les  propriétés  géométriques  qui  se 
rattachent  à  l'étude  du  problème  de  M.  Chris toffel,  nous  allons 
indiquer  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  dans  la  recherche  des  surfaces 
à  lignes  de  courbure  isothermes.  Cette  recherche  constitue  certai- 
nement un  des  problèmes  les  plus  difficiles  de  la  Géométrie  ;  elle 
dépend,  nous  le  verrons,  de  l'intégration  d'une  équation  non  li- 
néaire du  quatrième  ordre.  Les  surfaces  du  second  degré,  les  cy- 
clides,  les  surfaces  de  révolution,  les  cônes  et  les  cylindres,  cer- 
taines surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système  qui 
dépendent  d'une  fonction  arbitraire  (*),  les  surfaces  minima  et, 
plus  généralement,  les  surfaces  à  courbure  moyenne  constante  ont 
leurs  lignes  de  courbure  isothermes.  Toutes  ces  surfaces,  aux- 
quelles on  peut  ajouter  celles  qu'on  en  déduit  par  l'inversion  la 
plus  générale,  ne  constituent,  cependant,  que  des  solutions  extrê- 
mement particulières  du  problème  proposé,  qui  doit  conduire  à 
des  surfaces  contenant  quatre  fonctions  arbitraires  dans  leur 
équation.  Bour,  qui  a  considéré  le  premier  les  surfaces  à  lignes  de 
courbure  isothermes,  annonce,  dans  la  partie  de  son  Mémoire  que 
nous  avons  citée  plus  haut,  que,  de  toute  surface  à  lignes  de  cour- 
bure isothermes,  on  peut  déduire  une  infinité  de  surfaces  ana- 
logues, contenant  dans  leur  équation  deux  fonctions  arbitraires  ; 
mais  on  reconnaîtra  aisément  que  le  raisonnement  de  l'éminent 
géomètre  manque  de  généralité  et  s'applique  à  la  sphère  seule- 
ment. 

Il  existe  toutefois  un  moyen  de  déduire  de  toute  surface  à 
lignes  de  courbure  isothermes  une  infinité  de  surfaces  nouvelles 
contenant  dans  leur  équation  autant  de  constantes  arbitraires  qu'on 
le  veut.  Il  suffit,  pour  cela,  de  combiner  les  propositions  précé- 
dentes avec  l'application  de  l'inversion. 

Désignons,  pour  abréger,  sous  le  nom  de  surface  isothermique 
toute  surface  à  lignes  de  courbure  isothermes.  A  toute  surface 
isothermique  (I),  dont  l'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

(19)  «fr1=s  ^  C /•  €fp* -H /"!  rfpî), 


(')  G.  Darboux,  Détermination  d' une  classe  particulière  de  surf  aces  alignes 
de  courbure  planes  dans  un  système  et  isothermes  {Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  2*  série,  t.  VII,  p.  257;  i883). 
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l'inversion  fera  correspondre  une  nouvelle  surface  isothermique  (F) 
dont  l'élément  linéaire  aura  pour  expression 


\l(x-ay-T-(y  —  ô)*-r-(z-c)*]*' 


x,  y,  z  désignant  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  de  la 
surface  (I)  et  a,  bf  c  celles  du  pôle  de  l'inversion. 

Or,  d'après  la  proposition  de  Bour  et  de  M.  Christoffel,  on  peut, 
par  de  simples  quadratures,  déduire  de  la  surface  (F)  une  surface 
iso thermique  nouvelle  (F)  dont  l'élément  linéaire  aura  pour 
expression 

(ai)        ds'*=\[(.v  —  a)*->-(y  —  b)*~(z  —  c)2]s(rrfp*-t- rt  rfpf). 

Si  Ton  recommence,  avec  celte  surface  (F),  les  opérations  que 
nous  avons  appliquées  à  la  surface  primitive  (I),  on  introduira  trois 
constantes  nouvelles.  On  pourra  donc,  en  répétant  indéfiniment 
ces  opérations,  faire  apparaître  autant  de  constantes  arbitraires 
qu'on  le  voudra. 

L'expression  de  l'élément  linéaire  de  (F)  est  entière  par  rap- 
port aux  constantes  a,  6,  c.  La  même  propriété  appartient  aussi 
aux  coordonnées  oé\  y",  z,f  du  point  de  (F).  Si  Ton  pose,  en  effet, 

(aa)  0=  (x  —  a)*-*-  (y  —  b)*-h  (z  —  c)2, 

on  verra  facilement  que  l'on  a 

(*)   ^=/[xe(^P-|^)-X(,-a)(^?-^rf?l)], 

et  des  expressions  analogues  pour  y",  ztf.  Ces  formules  mettent  en 
évidence  la  propriété  annoncée.  Si  on  les  applique,  par  exemple, 
aux  surfaces  de  révolution,  on  sera  conduit  à  une  classe  de  sur- 
faces dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  dans  un  système.  Les 
plans  de  ces  lignes  enveloppent  un  cylindre,  et  ces  lignes  elles- 
mêmes,  qui  sont  reclifïables,  sont  identiques  de  forme  à  celles  que 
nous  avons  considérées  à  la  fin  du  n°  206  [I,  p.  3i6]. 

L'application  des  méthodes  précédentes  semble  être  subor- 
donnée à  la  détermination  préalable  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface;  mais  nous  démontrerons  plus  loin  qu'une  surface  isother- 
mique étant  donnée  d'une  manière  quelconque,  on  peut  toujours. 
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par  de  simples  quadratures,  intégrer  V équation  différentielle 
des  lignes  de  courbure, 

435.  Dans  un  élégant  article  publié  en  i885,  M.  J.  Wein- 
garten  (4)  a  montré  que  les  surfaces  isothermiques  peuvent  être 
définies  par  une  équation  du  quatrième  ordre  à  laquelle  doit 
satisfaire  une  des  trois  coordonnées  rectangulaires,  considérée 
comme  fonction  des  deux  autres;  et  il  a  indiqué  un  moyen  de 
former  cette  équation.  L'emploi  du  système  de  coordonnées  tan- 
genti elles  étudié  au  Livre  II  [I,  p.  245]  permet  d'obtenir  un 
résultat  équivalent  et  d'écrire  sous  une  forme  assez  simple  l'équa- 
tion du  quatrième  ordre  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  surfaces 
isothermiques. 

Employons,  par  exemple,  le  système  défini  au  n°  165  [I,  p.  a45] 
et  dans  lequel  l'équation  du  plan  tangent  est 

(24)  («+P)X-»-i(P-«)YH-(ap-i)Z-t-6  =  of 

ç  étant  une  fonction  de  a  et  de  (3.  Si  nous  conservons  toutes  les 
notations  de  ce  numéro,  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure  sera 

(25)  rcfe*—  /rfp*  =  o, 

et  l'élément  linéaire  de  la  surface  se  présentera  sous  la  forme 

ds*  =  (z  d<x-\-dq)(zd$  -+-  dp) 


(26) 

'  {        =  [(z~-s)dx-{-td$][(z  +  s)d$-hrdz], 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

i-r-ap 

Les  paramètres  u  et  v  des  lignes  de  courbure  seront  définis  par 
des  équations  telles  que  les  suivantes 

(27)  du  =  \{>/rdz  —  \/~td$),         du  =  jx  (y^ûfc  -f-  y/ld$), 


(»)  J.  Weingarten,  Ueber  die  Differentialgleichungen  der  OberJlàchen> 
welche  durch  ihre  Krummungslinien  in  unendlich  kleine  Quadrate  getheilt 
werden  kônnen  (  Sitzungsberichte  der  K.  P.  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Berlin,  t.  II,  p.  n63;  i883). 
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\  et  [A  devant  être  choisis  de  telle  manière  que  les  seconds  membres 
soient  des  différentielles  exactes;  et  il  faudra  exprimer  que  l'élé- 
ment linéaire  de  la  surface  peut  être  ramené  à  la  forme 

(28)  ds*=  E(du*-r-dv*). 

En  portant  dans  cette  formule  les  valeurs  de  du  et  de  dvy  et  en 
écrivant  que  l'expression  obtenue  est  identique  à  celle  qui  est 
fournie  par  la  formule  (26),  on  obtient  trois  équations 

Er(X«-i-i*«)  =  r(* -*-*)» 

Ef(X«-r-fi«)  =*(*-*). 
2E  y/ri(p*—  X«)  =  (z  -f-  *)*-+-  rt, 

qui  se  réduisent  à  deux,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  et  nous 
donnent 

sjrt  sjrt 

Si  donc  on  pose,  pour  plus  de  simplicité, 

^sjrt 
on  aura 

.'A  A 

x  =  — 


r-w-+- 


yrt  l         z  -r-  s  —  sfrt 


et  toute  la  difficulté  se  réduira  à  exprimer  que,  pour  une  même 
valeur  de  9,  les  deux  expressions 

yj'r  dt  —  \/'t  d§  Jr  tte-f-  y/td$ 

z  -t-  s  -f-  s/rt  z  -f-  *  —  yVf 

sont  des  différentielles  exactes.  Considérons,  par  exemple,  la 
première  ;  en  écrivant  la  condition  d'intégrabilité,  nous  obtenons 
le  résultat  suivant 

—  /r  jg  l0g(*  -f-  5  H-  /F?)  —  |/*  gj  log(*  -h  5  H-  y^i)  =  O. 

Pour  en  déduire  la  condition  d'intégrabilité  relative  à  la  seconde 
expression,  il  suffira  de  changer  le  signe  de  \J~t.  On  est  ainsi  con- 
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duit  à  deux  équations  qui  permettent  de  calculer  les  deux  dérivées 
et,  par  suite,  la  différentielle  totale  de  logô.  On  trouve  ainsi 

et  il  suffira  d'exprimer  que  le  second  membre  est  une  différentielle 
exacte  pour  obtenir  l'équation  cherchée  sous  la  forme 


(3o) 


à*     .      r        à       /t    d  .       /z-^s  +  \/rt\ 


On  voit  que  cette  équation  est  du  quatrième  ordre  et  qu'elle  est 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  de  cet  ordre.  Toutes  les  fois 
qu'elle  sera  vérifiée,  on  pourra  déterminer  9,  w,  v  par  des  quadra- 
tures et,  par  suite,  obtenir  les  lignes  de  courbure.  Ce  résultat  est, 
d'ailleurs,  un  simple  corollaire  d'une  proposition  générale  sur 
laquelle  nous  aurons  l'occasion  de  revenir. 

L'équation  précédente,  qui  n'est  irrationnelle  qu'en  apparence, 
donne  lieu  à  quelques  remarques  intéressantes.  D'abord  il  n'v 
apparaît  que  deux  fonctions  des  dérivées  de  £ 


/•  z  -+-  s  -+-  Jrt 

7    et     /='» 

1  z  -h  s  —  \jrt 


et  ces  deux  fonctions  ont  une  signification  très  simple.  La  pre- 
mière fait  connaître  les  deux  valeurs  du  rapport  -J-  relatives  au* 

lignes  de  courbure.  La  seconde  représente,  d'après  les  formules  du 
n°  165,  le  rapport  des  deux  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface.  On  peut  ainsi  vérifier  immédiatement  que  les  surfaces 
minima  sont  isothermiques.  Le  premier  membre  de  l'équation  (3o) 
se  réduit  alors  au  seul  terme 

d*    .      r 
Hd?l0g*' 
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qui  est  nul,  comme  on  le  reconnaît  en  substituant  les  valeurs  de 
r  et  de  t  qui  ont  été  calculées  au  n°  194  [I,  p.  298]. 

436.  La  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  former  l'équation 
aux  dérivées  partielles  des  surfaces  isothermiques  peut  être  rem- 
placée par  la  suivante,  qui  nous  donnera  quelques  résultats  nou- 
veaux. 

Si,  entre  les  deux  équations  d'Olinde  Rodrigues, 

dx       _  de  dx       ^,  de 

du  du  ov  dv 

on  élimine  c,  on  trouvera  l'équation 

d*x         dp  dx       dp'  dx  _ 
*  dudv       dv  du        du  dv 

où  l'on  a  désigné,  pour  plus  de  netteté,  par  p  et  p'  les  inverses  de 
R  et  deR',  c'est-à-dire  les  courbures  principales.  L'équation  linéaire 
précédente  est  celle  qui  correspond  au  système  conjugué  formé 
par  les  lignes  de  courbure.  Pour  exprimer  que  la  surface  est  iso- 
thermique, il  suffira  donc  d'écrire  que  cette  équation  a  ses  deux 
invariants  égaux,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

dp  d£ 

d       dv  è       du 


du  p  —  p'        dv  p'  —  p 
En  d'autres  termes,  l'expression 

?    -P 
devra  être  une  différentielle  exacte  dQ.  On  peut  donner  des  formes 
très  différentes  à  cette  condition.  Si  l'on  retranche  -  e/log(p  —  p'), 
on  aura 

2dQ  —  rflog(p  —  p')= — — j — 

En  exprimant  le  second  membre  au  moyen  des  coordonnées 
tangentielles  (a,  (3,  Ç)  employées  plus  haut,  on  trouvera,  après  un 
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calcul  que  nous  omettons,  que  l'expression 


( 


'-rt-i/js^yî****] 


doit  être  une  différentielle  exacte.  On  est  ainsi  conduit  à  une 
forme  nouvelle 


<3*>  35 


IV  r       p-p'     J  =  5?  L V    ?       ?-?'     J 


de  l'équation  (3o). 

Nous  signalerons  enfin  une  dernière  transformation  de  la  diffé- 
rentielle rfû,  qui  a  été  donnée  par  M.  Weingarten.  Multiplions, 
dans  l'expression  (3i),  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  pre- 
mier membre  par  p  —  p',  afin  de  rendre  le  dénominateur  rationnel, 
nous  trouverons 

(33)     rf[û-log(p-p'))= (p-p')« 

Cette  relation  permet  d'écrire,  en  coordonnées  ponctuelles, 
l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  isothermiques. 
Supposons,  en  effet,  la  surface  définie  par  une  équation  de  la  forme 
la  plus  générale 

<?(*,  y,  *)  =  o. 

Des  formules  bien  connues  permettent  d'exprimer  pp;,  p  4-  p\ 
(p  —  p')2  en  fonctions  rationnelles  des  dérivées  de  <p  par  rapport 
à  x,  y,  z.  Or,  si  l'on  désigne  par  t  une  fonction  quelconque  de 
x,  y,  z,  les  formules  d'Olinde  Rodrigues  conduisent,  par  un 
calcul  facile,  à  la  relation  suivante 

p  -r-  du  -h  p  -rdv= —  de —  de  —  -r-  ac  . 

rc>w  r  du  dr  ôy  dz 

En  remplaçant  <r  par  p  -f-  p'  et  en  se  reportant  à  l'équation  (33), 
on  reconnaît  immédiatement  que  d[û  —  log(p  —  p')]  prend  la 
forme 

|>(PP')  -  *^ée+«>±él*t+  *£££*•]  (P-?>)->. 
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Supposons  l'expression  précédente  ramenée  à  la  forme 
Pdx-hQdy-hRdz. 

Pour  exprimer  qu'elle  est  une  différentielle  exacte  lorsqu'on  se 
déplace  sur  la  surface,  on  écrira  la  condition 

do/dQ__dR\       <*p/<W__^\       ^?/^_^Q\_ 
(*°  dx\dz        dy)^  dy\dx        ôz)^  dz\dy        àx)~°J 

qui  devra  être  vérifiée  pour  chaque  point  de  la  surface.  Telle  esl 
l'équation  obtenue  par  M.  Weingarten. 

437.  De  quelque  manière  qu'on  la  forme,  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  précédente  paraît  être  d'une  intégration  difficile. 
Mais  il  résulte  des  propositions  que  nous  avons  établies  une  mé- 
thode nouvelle  de  recherche  des  surfaces  isothermiques  qui  peut 
conduire  sans  effort  à  un  grand  nombre  de  ces  surfaces.  Elles  sont 
caractérisées,  nous  l'avons  vu,  par  la  condition  que  l'équation 
ponctuelle  relative  au  système  conjugué  formé  par  les  lignes  de 
courbure  ait  ses  invariants  égaux.  Si  l'on  écrit  cette  équation  sous 
la  forme  la  plus  générale  en  y  remplaçant  0  par  fxô,  on  obtient 
(n°  154)  [I,  p.  221]  l'équation  à  laquelle  satisfont  les  cinq  coor- 
données pentasphériques  d'un  point  de  la  surface,  considérées 
comme  fonctions  des  paramètres  p  et  pt  des  lignes  de  courbure. 
En  rapprochant  tous  ces  résultats,  nous  pouvons  donc  énoncer  les 
propositions  suivantes  : 

Les  cinq  coordonnées  pentasphériques  d'un  point  de  toute 
sur/ace  isothermique  considérées  comme  fonctions  des  para- 
mètres p  et  pt  des  lignes  de  courbure  satisfont  à  une  équation 
linéaire  du  second  ordre  dont  les  invariants  sont  égaux. 

Inversement,  si  une  équation  de  la  forme 

d«0 


dpdpi 


=  X0, 


ou,  plus  généralement,  une  équation  à  invariants  égaux, 
admet  cinq  solutions  particulières  #l;  x2,  ...,  x$  liées  par 
l'équation 


r?  = 


o, 
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les  quantités  Xi  sont  les  coordonnées  pentasphériques  qui  défi- 
nissent une  surface  isothermique  rapportée  à  ses  lignes  de 
courbure  (*). 

Cette  proposition  permet,  par  exemple,  de  reconnaître  immé- 
diatement que  les  cyclides,  pour  lesquelles  les  cinq  coordonnées  Xi 
sont  définies  par  les  formules 


«v 


où  nous  conservons  les  notations  du  n°  154  [I,  p.  223],  sont  des 
surfaces  iso thermiques.  Car  les  cinq  coordonnées  précédentes  sont 

des  solutions  particulières  de  l'équation  E  ( > )  (n°  336) 

dont  les  invariants  sont  égaux. 

Pour  donner  une  application  du  théorème  précédent,   consi- 
dérons l'équation 


d«6 

=  o, 


àp  dp 

qui  est  la  plus  simple  de  toutes  celles  dont  les  invariants  sont  égaux. 
Son  intégrale  générale  étant  de  la  forme 

/■(p)-t-?(pt)i 

on  voit  que  Ton  obtiendra  une  surface  isothermique  si  l'on  peut 

trouver  cinq  fonctions  //(p)  et  cinq  fonctions  <fi(pi)j  telles  que 

l'on  ait 

s 

2[//(p)+?/(pi)]t=o. 

Les  équations  de  ce  genre  contenant  des  fonctions  arbitraires 
d'arguments  différents  se  rencontrent  souvent  en  Géométrie.  Nous 
laisserons  au  lecteur  le  soin  de  résoudre  la  précédente,  nous  con- 
tentant d'indiquer  le  résultat,  qui  donne  les  cônes  généraux,  les 


(>)  Rapprocher  cette  proposition  des  résultats  obtenus  par  M.  Caylky  dans  une 
Note  Sur  les  sur/aces  divisibles  en  carres  par  leurs  courbes  de  courbure  et 
sur  la  théorie  de  Dupin,  insérée  en  1872  au  tome  LXXIV  des  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences,  p.  nJ45.  Consulter  aussi  l'article  Sur  un  point  de 
la  t/iéorie  des  sur/aces,  publié  à  la  page  1517  du  même  tome  par  M.  Combescurb. 


SURFACES  A  LIGNES  DE  COURBURE  ISOTHERMES.  255 

surfaces  de  révolution  et  les  transformées  par  inversion  de  ces 
deux  séries  de  surfaces. 

Lorsqu'on  aura  obtenu  une  solution  du  problème,  c'est-à-dire 
déterminé  cinq  fonctions  xi  satisfaisant  à  l'équation 

(35)  _^L=xe, 

on  en  pourra  déduire  une  infinité  de  solutions  nouvelles.  II  suffira 
d'introduire  la  solution  particulière 

où  les  constantes  ai  sont  liées  par  la  relation 

et  d'employer  cette  solution  u>  pour  passer,  en  suivant  la  méthode 
de  M.  Moutard,  à  une  nouvelle  équation  de  la  forme  (35)  qui 
donnera  à  son  tour  de  nouvelles  surfaces  iso thermiques.  Ce  pro- 
cédé analytique,  que  nous  signalons  rapidement,  n'est  autre  que 
la  traduction  des  opérations  géométriques  indiquées  plus  haut  au 
n°  434. 
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CHAPITRE  XII. 

TRAJECTOIRES    ORTHOGONALES    d'uNE    FAMILLE    DE    SURFACES. 

Condition  pour  que  les  courbes  d'une  congruence  définie  par  deux  équations 
différentielles  du  premier  ordre  soient  normales  à  une  famille  de  surfaces. 
—  Interprétation  géométrique  de  la  relation  analytique  à  laquelle  on  est  con- 
duit. —  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites  d'une  congruence 
soient  les  normales  d'une  surface.  —  Propriétés  relatives  aux  deux  nappes 
de  la  surface  des  centres  de  courbure.  —  Intégrale  première,  obtenue  par  la 
Géométrie,  de  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques  tracées  sur  une 
surface  du  second  degré.  —  Étude  du  cas  où  l'une  des  nappes  de  la  surface  des 
centres  se  réduit  à  une  courbe.  —  Surface  à  lignes  de  courbure  circulaires; 
cyclide  de  Dupin.  —  Condition  pour  que  les  courbes  d'une  congruence  admet- 
tent une  famille  de  surfaces  trajectoires  orthogonales  lorsqu'on  connaît  les 
équations  £n  termes  finis  qui  définissent  chaque  courbe  de  la  congruence. 


438.  Nous  allons  maintenant  continuer  l'étude  des  congruences 
de  courbes  en  nous  plaçant  à  un  point  de  vue  nouveau.  Nous 
chercherons  la  condition  pour  que  les  courbes  d'une  congruence 
donnée  soient  les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  sur- 
faces. 

Considérons  d'abord  une  famille  de  surfaces  définie,  en  coor- 
données rectangulaires,  par  l'équation 

si  l'on  se  propose  de  déterminer  leurs  trajectoires  orthogonales, 
on  aura  à  intégrer  le  système  d'équations  différentielles 

(2) 


dx 

dv 

dz 

W 

"    àf    ~ 

àf 

dx 

ày 

dz 

Les  deux  intégrales  de  ce  système  contiendront  deux  constantes 
arbitraires  et  détermineront,  par  conséquent,  une  congruence  de 
courbes  qui  couperont  à  angle  droit  les  surfaces  considérées. 

Donnons-nous  maintenant  une  congruence  de  courbes,  et  sup- 
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posons  d'abord  que  les  courbes  qui  la  composent  soient  définies 
seulement  par  leurs  équations  différentielles,  qui  seront  de  la 
forme 

:  dx       dy       dz 

(3)  ___.  =  _, 

X,  Y,  Z  étant  des  fonctions  données  de  x,  y,  z.  S'il  existe  une 
surface  (2)  coupant  à  angle  droit  toutes  les  courbes,  on  aura, 
pour  chaque  point  de  cette  surface, 

X  Y 

(4)  p=~r     q=~T 

p  et  q  désignant  les  dérivées  de  z  considérée  comme  fonction  de 
x  et  dey. 

On  voit  qu'il  n'existe  pas,  en  général,  de  surface  normale  à 
toutes  les  courbes  de  la  congruence;  car  les  deux  équations  (4) 
peuvent  être  envisagées  comme  deux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles auxquelles  doit  satisfaire  une  même  fonction  z  de  x  et  de 
j>',  et  deux  telles  équations  n'ont  pas,  en  général,  de  solution  com- 
mune. C'est  ce  que  montre,  du  reste,  le  raisonnement  suivant. 

S'il  existe  une  fonction  z  satisfaisant  aux  deux  équations  (4)»  les 

valeurs  de  --^>  -p>  obtenues  en  différentiant  ces  deux  équations, 
devront  être  égales;  on  devra  donc  avoir 

En  développant  et  en  remplaçant/?  et  q  tar  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (4),  on  trouve 

o     «(S-?Më-SHfê-S)" 

Supposons  d'abord  que  cette  condition  ne  soit  pas  vérifiée 
identiquement.  Alors  elle  fera  connaître  zy  et  il  faudra  chercher  si 
les  valeurs  de  z  qu'elle  détermine  satisfont  aux  équations  (4). 
Cela  peut  arriver;  mais  il  n'est  pas  démontré,  et  il  n'est  pas  vrai 
en  général,  que  les  valeurs  de  z  définies  par  l'équation  (5)  soient, 
D.—  II.  17 
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en  totalité  ou  en  partie,  des  solutions  communes  des  équations  (4). 
Ainsi  : 

Quand  V équation  (5)  n'aura  pas  lieu  identiquement,  les 
courbes  de  la  congruence  ne  pourront  être  normales  qu'à  un 
nombre  limité  de  surfaces  fournies  par  les  valeurs  de  z  qui 
satisfont  à  cette  équation;  mais,  si  aucune  de  ces  valeurs  de  z 
n'est  solution  commune  des  équations  (4),  il  n'y  aura  aucune 
surface  coupant  à  angle  droit  toutes  les  courbes  de  la  con- 
gruence. 

Considérons,  par  exemple,  le  système  d'équations  différen- 
tielles 

dx  __  dy  __  dz 

x-i-bz  —  cy       y -h  ex  —  az        z  -+-  ay — bx 

La  condition  (5)  se  réduit  ici  à  la  suivante 

a x  -+-  by  -h  cz  =  o, 

et  il  est  aisé  de  voir  que  les  équations  (4)  ne  sont  pas  vérifiées 
lorsqu'on  y  substitue  la  valeur  de  z  qui  est  définie  par  cette  équa- 
tion. 

439.  Supposons  maintenant  que  l'équation  (5)  soit  identique- 
ment vérifiée;  dans  ce  cas,  les  deux  équations  (4)  admettront  une 
solution  commune  qui  contiendra  une  constante  arbitraire. 

Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  répéter  un  raisonnement  déjà 
fait  au  Livre  I.  Considérons  une  fonction  quelconque  z  satisfai- 
sant à  la  première  des  équations  (4).  Elle  ne  vérifiera  pas,  en  gé- 
néral, la  seconde  de  ces  équations.  En  tenant  compte  de  la  pre- 
mière et  de  l'identité  (5),  on  sera  conduit  à  la  relation 

qui  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y\  On  déduit  de  là 


Y       /         Y\ 


Y 

l'indice  o  indiquant  la  valeur   de  y-f-  y  pour  x  =  ,r0.  On   toit 
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Y 

Jonc  que,  si  gr  -4-  ~  est  nul  pour  x  =  x0  quel  que  soit  y,  il  sera 
nul  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  dey.  Ainsi  : 

Toute  fonction  z  satisfaisant  à  la  première  des  équations  (4) 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y,  et  à  la  seconde,  de  ces 
équations  pour  x  =  x0,  satisfera  aussi  à  cette  dernière  équation 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y. 

D'après  cela,  faisons  x  =  x0  dans  la  seconde  équation  (4),  et 
déterminons  la  fonction  zK  dey  qui  satisfait  à  cette  équation  et  se 
réduit  à  z0  pour  j>*=^0.  Cette  fonction^  contiendra  la  constante 
arbitraire  z0.  Puis  déterminons  une  fonction  z  satisfaisant  à  la 
première  équation  (4)  et  se  réduisant  à  z,  pour  x  =  x0.  En  vertu 
de  la  proposition  précédente,  cette  fonction  z,  qui  dépend  de  la 
constante  z0,  satisfera  également  aux  deux  équations  (4). 

Toutes  les  fois  que  l'équation  (5)  sera  identiquement  vérifiée, 
il  y  aura,  on  le  voit,  une  famille  de  surfaces  coupant  à  angle  droit 
toutes  les  courbes  de  la  congruence  considérée.  Soit 

/(*,.?>*)  =  « 

l'équation  de  cette  famille  de  surfaces.  On  pourra  déterminer  la 
fonctionna:,  j',  z)  par  les  trois  équations 

(6)  ^=XX,        ^=XY,         dl  =  lZ. 

'  dx  dy  dz 

En  égalant  les  différentes  valeurs  de  t— j->  •  •  •  que  l'on  peut  dé- 
duire de  ces  équations,  on  verra  que  X  doit  satisfaire  aux  trois 
équations 

X—  -Y—  -+-X/—  —  — ^  -o 
à  y  dx  \dy        àxj  ~~    ' 

,    ,  ]  vd\       _  d\       .  (d\        ÔZ\ 


Z  — —  X--hXf—  -—  Lo 
dx  dz  ~r~     \  dx        dz  j 


On  retrouverait  la  condition  (5)  en  ajoutant  ces  équations  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  Z,  X,  Y. 
Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait 

X  =  ?(*),        Y  =  *<»,        Z  =  Z(^). 
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Les  formules  (6)  nous  montrent  tout  de  suite  que  Ton  pourra 
prendre  ).  =  i ,  et  Ton  aura 

f(*>  y*  *)  =J<?(x)  d*  -h  Jty(y)  dy  -*-JySz) dz- 

440.  Après  avoir  obtenu,  sous  la  forme  (5),  la  condition  pour 
que  les  courbes  d'une  congruence  admettent  des  surfaces  trajec- 
toires orthogonales,  il  nous  reste  à  interpréter  cette  condition  et 
à  la  traduire  par  une  relation  géométrique  équivalente.  Commen- 
çons par  considérer  une  famille  de  surfaces  (S)  et  leurs  trajectoires 
orthogonales  (C).  Soit  M  un  point  quelconque  de  l'espace  par 
lequel  passe  une  surface  (S)  et  une  courbe  (C).  Considérons  toutes 
les  surfaces  (S),  engendrées  par  des  trajectoires  orthogonales, 
qui  contiennent  cette  courbe  (C);  et  cherchons  toutes  celles  de 
ces  surfaces  (S)  qui  admettent  en  M  pour  une  de  leurs  direc- 
tions principales  la  tangente  à  la  courbe  (C).  La  seconde  direc- 
tion principale  sera,  évidemment,  la  tangente  commune  en  M  à 
(S)  et  à  (2);  et,  comme  ces  deux  surfaces  se  coupent  à  angle  droit, 
cette  tangente  commune  ne  peut  être  direction  principale  de  (S) 
sans  l'être  en  même  temps  de  (S)  (*  ).  Ainsi  : 

Quand  les  courbes  d'une  congruence  sont  normales  à  une 
sur/ace  (S),  toutes  les  sur/aces  de  la  congruence  qui  passent 
en  un  point  M  de  (S)  et  admettent  en  ce  point  la  normale  à 
(2)  pour  direction  principale  forment  deux  séries  distinctes, 


(')  Considérons,  en  effet,  les  représentations  sphériques  des  deux  surfaces 
(£),  (S)  sur  une  même  sphère.  La  courbe  d'intersection  (T)  aura  deux  repré- 
sentations distinctes  (y),  (y')  suivant  qu'on  la  regardera  comme  appartenant  à 
l'une  ou  à  l'autre  des  deux  surfaces  (S),  (S);  et  les  points  m,  m'  qui  se  corres- 
pondent sur  ces  deux  courbes  sphériques,  c'est-à-dire  qui  sont  les  représentations 
sphériques  d'un  même  point  M  de  (T),  seront  toujours  à  une  distance  égale  à  un 
quadrant.  La  tangente  MT  en  M  à  la  courbe  (T)  étant,  par  hypothèse,  une  tan- 
gente principale  de  (S),  la  courbe  décrite  par  le  point  m'  aura  sa  tangente mY 
en  m'  parallèle  à  MT  (n°  142)  et,  par  suite,  perpendiculaire  à  l'arc  de  grand 
cercle  mm'.  Or  on  sait  que,  lorsqu'un  arc  de  cercle  de  longueur  invariable  se 
meut  sur  la  sphère,  il  ne  peut  être  normal  à  la  courbe  décrite  par  une  de  ses 
extrémités  sans  être  normal  à  la  courbe  décrite  par  l'autre  extrémité  m.  Il  ré- 
sulte de  là  que  la  tangente  mt  en  m  à  la  courbe  décrite  par  ce  point  est  aussi 
perpendiculaire  à  l'arc  mm!  et,  par  suite,  parallèle  à  la  tangente  MT.  Il  est  ainsi 
établi  que  MT  est  aussi  une  tangente  principale  de  (S). 
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admettant  au  point  M  deux  plans  tangents  rectangulaires 
[qui  sont  les  plans  principaux  de  (S)]. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  la  réciproque,  et  prouver  que 
cette  relation  géométrique  est  équivalente  à  l'équation  (5).  Re- 
prenons pour  cela  les  équations  différentielles  des  courbes  de  la 

congruence 

dx  __  dy  __  dz 

"X  "  Y  ""  T  ' 

Les  surfaces  engendrées  par  ces  courbes  devront  satisfaire  à 
l'équation  linéaire 

(8)  pX+qY  —  Z  =  o. 

Si  l'on  veut  exprimer  qu'une  de  leurs  directions  principales  au 
point  (#,  y,  z)  est  la  tangente  à  la  courbe  de  la  congruence,  il 
faudra,  dans  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure 

dx  -+-  p  dz  __  dy  -+-  q  dz 
dp  ~~  dq 

remplacer  dx,  dy,  dz  par  X,  Y,  Z,  ce  qui  donnera 

Xh-/?Z  _   Y  +  ?Z 

(9)  rX-wY  ~  *X-+-/Y" 

En  différentiant  l'équation  (8)  successivement  par  rapport  à  x 
et  à  y,  on  obtiendra  les  valeurs  de 

rX-*-*Y,     *X  +  /Y 

en  fonction  des  dérivées  premières;  et  ces  valeurs,  portées  dans 
l'équation  (9),  nous  donneront 


<io) 


dZ 
dx 

dX 
-pàx-- 

P 
X 

ÔX 

-qTx 

dZ 

dX 

-Péf- 

Y 

dX 
q  ày 

ÙZ 

Oz  ' 

dX 

—  1 
z 

dX 

~qTz 

Cette  équation  du  second  degré  par  rapport  à  p  et  à  q}  jointe 

à  l'équation  (8),  définira  deux  systèmes  de  valeurs  de  p  et  de  q. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  pris  le  point  considéré 
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pour  origine  des  coordonnées  et    la  langente  à  la  courbe  de  la 
congruence  pour  axe  des  x.  On  aura 


X 

= 

'  > 

Y 

= 

ax  -+- 

by 

_u 

cz 

-T-..., 

Z 

= 

a'x  -h 

b'y 

-T- 

c'z 

-4-.... 

(Il) 

L'équation  (8)  donnera 

et  l'équation  (10) 

(lî)  cq*-+-(b  —  c')q  —  b'  =  o. 

Aux  deux  valeurs  de  q  correspondent  deux  plans  tangents;  les 
surfaces  qui  satisfont  à  la  condition  proposée  doivent  être  tan- 
gentes à  l'un  ou  l'autre  de  ces  plans. 

Avec  les  valeurs  (i  i)  de  X,  Y,  Z,  la  condition  (5)  se  réduit  à  la 

suivante 

U  —  c  =  o  ; 

et  elle  exprime,  par  conséquent,  que  les  deux  plans  définis  par 
l'équation  (12)  sont  perpendiculaires.  Nous  obtenons  donc  la  pro- 
position suivante  : 

Etant  donnée  une  congruence  quelconque,  les  sur/aces  de 
la  congruence  qui  sont  assujetties  à  contenir  une  courbe  (K) 
de  cette  congruence  et  à  admettre  en  un  de  ses  points  M  la 
tangente  MT  à  la  courbe  comme  direction  principale  forment 
deux  séries  distinctes  et  sont  tangentes  à  deux,  plans  différents 
passant  par  la  droite  MT.  Réciproquement,  toute  sur/ace  de 
la  congruence  tangente  en  M  à  un  de  ces  deux  plans  satisfait 
à  la  condition  proposée. 

Pour  que  les  courbes  de  la  congruence  admettent  des  sur- 
faces trajectoires  orthogonales,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 
plans  précédents  soient  toujours  rectangulaires  (■  ). 


(')  On  peut  proposer  une  autre  interprétation  géométrique  de  la  condition 
d'orthogonalité.  Etant  donnée  la  courbe  (K)  et  un  point  M  déterminé  de  cette 
courbe,  considérons  les  courbes  infiniment  voisines  de  la  congruence,  et  prenons 
sur  chacune  d'elles  le  point  M'  pour  lequel  la  tangente  à  cette  courbe  vient  ren- 
contrer la  tangente  en  M  à  la  courbe  (K).  Le  lieu  des  points  M',  ou  mieux  le 
lieu   des  droites  MM',  est  un  conc   du  second  degré  contenant  la  tangente  en  M; 
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441.  Pour  montrer  par  des  exemples  l'utilité  de  la  proposition 
précédente,  supposons  que  l'on  connaisse  deux  familles  de  sur- 
faces orthogonales  se  coupant  mutuellement  suivant  des  lignes  de 
courbure  communes.  Si  l'on  considère  la  congruence  formée  par 
toutes  ces  lignes  de  courbure,  la  condition  précédente  sera  évi- 
demment vérifiée  :  il  existera  donc  une  troisième  famille  de  sur- 
faces coupant  à  angle  droit  les  lignes  d'intersection  et,  par  consé- 
quent, les  surfaces  des  deux  premières  familles.  Ainsi  : 

Lorsqu'on  a  deux  familles  de  surfaces  se  coupant  mutuelle- 
ment à  angle  droit,  et  suivant  des  lignes  de  courbure  com- 
munes, il  existe  nécessairement  une  troisième  famille  de  sur- 
faces qui  forme  avec  les  deux  premières  un  système  triple 
orthogonal. 

Supposons  encore  que  la  congruence  soit  formée  de  droites. 
Toutes  les  surfaces  de  la  congruence  passant  en  un  point  M  d'une 
droite  (d)  de  la  congruence  admettront  cette  droite  pour  tan- 
gente asymptotique.  Mais  elle  sera,  en  même  temps,  direction 
principale  si  la  surface  réglée  est  Tune  des  surfaces  développables 
de  la  congruence.  Donc  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites 
d'une  congruence  soient  les  normales  d'une  surface  est  que 
les  développables  de  la  congruence  se  coupent  à  angle  droit. 

C'est  là  une  proposition  très  importante  au  point  de  vue  géo- 
métrique (*)  et  dont  il  sera  utile  de  développer  les  conséquences. 

Nous  savons  que  les  droites  d'une  congruence  sont,  en  général, 
tangentes  à  deux  surfaces  (S),  (S').  Des  deux  familles  de  dévelop- 
pables, les  unes  ont  leurs  arêtes  de  rebroussement  (C)  sur  la  pre- 


nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  le  démontrer.  Pour  que  les  courbes  admet- 
tent des  trajectoires  orthogonales,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  droites  d'inter- 
section de  ce  cône  par  le  plan  normal  à  la  courbe  (K)  soient  rectangulaires, 
c'est-à-dire  que  le  cône  soit  équilatère. 

(')  Elle  était  connue  de  Malus  et  de  Dupin;  mais  elle  a  été  établie  pour  la 
première  fois,  d'une  manière  complète,  par  M.  J.  Bertrand,  dans  le  Mémoire  sur 
la  théorie  des  sur/aces  inséré  en  18^4  au  Journal  de  Liouville,  (ir*  série,  t.  IX, 
p.  i33). 
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mière  surface  et  touchent  la  seconde  surface  suivant  des  courbes 
(D;);  les  autres  touchent  la  première  surface  suivant  des  courbes 
(D)  conjuguées  des  courbes  (C)  et  ont  leurs  arêtes  de  rehausse- 
ment (C),  conjuguées  des  courbes  (D'),  sur  la  seconde  surface.  Si 
donc  les  deux  séries  de  développables  se  coupent  à  angle  droit, 
les  courbes  (C)  et  les  courbes  (C7)  auront,  en  chaque  point,  leur 
plan  osculateur  normal  à  la  surface  sur  laquelle  elles  sont  tracées. 
Les  lignes  qui  sont  tracées  sur  une  surface  et  qui  satisfont  à 
cette  condition  que  leur  plan  osculateur  soit  toujours  normal  à  la 
surface  ont  reçu  le  nom  de  lignes  géodésiques.  11  résulte  donc  de 
ce  qui  précède  la  proposition  suivante  : 

Quand  des  droites  sont  normales  à  une  sur/ace,  les  arêtes  de 
rebroussement  des  développables  formées  avec  ces  droites  sont 
des  lignes  géodésiques  de  celle  des  nappes  de  la  surf  ace  focale 
sur  laquelle  elles  sont  tracées. 

Réciproquement,  les  tangentes  à  une  famille  de  lignes  géo- 
désiques tracées  sur  une  surface  sont  les  normales  d'une  autre 
surface.  Dans  ce  cas,  en  effet,  les  plans  focaux  de  chaque  tan- 
gente sont  le  plan  tangent  à  la  surface  et  le  plan  osculateur  de  la 
ligne  géodésique;  et  ces  deux  plans  sont  rectangulaires,  d'après 
la  définition  même  des  lignes  géodésiques. 

Ces  propositions  sont  immédiatement  applicables  dans  l'élude 
des  lignes  de  courbure.  Comme  conséquence  des  remarques  pré- 
cédentes, nous  obtenons  les  résultats  suivants. 

Soient  (S)  une  surface  donnée,  (S)  et  (2')  les  deux  nappes  de  la 
surface  des  centres  de  courbure  de  (S).  Toute  normale  en  un 
point  M  de  (S)  est  tangente  en  un  point  C  à  (S),  en  un  point  C  à 
(S7);  C  et  C  sont  les  centres  de  courbure  principaux.  Toules  les 
surfaces  réglées,  engendrées  par  des  normales  de  (S),  qui  con- 
tiennent la  normale  en  M  sont  tangentes  en  C  à  la  nappe  (S)  et 
en  (C)  à  la  nappe  (S7).  Les  plans  tangents  en  C  et  en  C  sont  rectan- 
gulaires; ce  sont  les  plans  principaux  de  (S)  pour  le  point  M. 

Si  l'on  se  déplace  sur  une  des  lignes  de  courbure,  la  normale  à 
la  surface  engendrera  une  surface  développable  dont  l'arête  de 
rebroussement,  lieu  du  point  C  par  exemple,  sera  une  ligne  géo- 
désique de  (S);  cette  développable  sera  tangente  à  la  nappe  (If) 
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en  tous  les  points  de  la  courbe  (D')  décrite  par  le  point  C.  Si  l'on 
se  déplace  de  même  sur  l'autre  ligne  de  courbure,  le  centre  de 
courbure  correspondant  C  décrira  sur  la  nappe  (S')  une  ligne 
géodésique,  arête  de  rebroussement  de  la  développable  engendrée 
par  la  normale;  cette  développable  touchera  la  première  nappe 
(S)  en  tous  les  points  d'une  courbe  (D)  décrite  par  le  point  C. 

Si,  plaçant  l'œil  en  un  point  quelconque,  on  regarde  dans  la 
direction  de  Tune  des  normales  de  (S),  les  deux  nappes  de  la 
surface  des  centres  paraîtront  se  couper  à  angle  droit. 

Réciproquement,  étant  données  deux  surfaces  (5),  (S'),  s9 il 
existe  des  tangentes  communes  à  ces  deux  surfaces,  formant 
une  congruence  et  telles  que  les  deux  surfaces  paraissent  se 
couper  à  angle  droit  lorsqu'on  regarde  dans  la  direction  de 
Vune  de  ces  droites,  ces  tangentes  communes  seront  les  nor- 
males d'une  surface. 

442.  Cette  dernière  proposition  trouve  une  application  très 
intéressante  dans  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré.  On  sait, 
en  effet,  qu'étant  données  deux  surfaces  homofocales  du  second 
ordre  (S),  (S'),  elles  paraissent  se  couper  à  angle  droit  quand  on 
les  regarde  d'un  point  quelconque  de  l'espace;  en  d'autres  termes, 
les  cônes  de  même  sommet  circonscrits  aux  deux  surfaces  sont 
orthogonaux.  11  suit  de  là  que  les  tangentes  communes  à  deux 
surfaces  homofocales  quelconques  sont  les  normales  d'une 
famille  de  surfaces  parallèles.  Les  arêtes  de  rebroussement  des 
développables  formées  par  ces  tangentes  communes  seront  donc 
des  lignes  géodésiques  de  celle  des  surfaces  (S),  (5')  sur  laquelle 
elles  sont  tracées. 

Ces  simples  remarques  donnent  immédiatement  l'intégrale  pre- 
mière de  l'équation  différentielle  du  second  ordre  qui  caractérise 
les  lignes  géodésiques  dans  le  cas  des  surfaces  du  second  degré. 
Adjoignons,  en  effet,  à  la  surface  donnée  (S)  une  surface  homo- 
focale  (S').  L'équation  différentielle  du  premier  ordre  qui  définit 
les  lignes  de  (S)  dont  les  tangentes  sont  aussi  tangentes  à  (S') 
sera,  évidemment,  une  intégrale  première  de  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  géodésiques;  car  elle  contient  une  constante  qui 
dépend  du  choix  de  (S').  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  sujet 
au  Chapitre  XIV  et  nous  montrerons  que  les  remarques  précé- 
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dentés  conduisent  à  la  détermination  complète  des  lignes  géodé- 
siques  pour  les  surfaces  du  second  degré. 

443.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  se  rapportent 
au  cas  où  la  congruence  formée  par  les  normales  admet  une  véri- 
table surface  focale.  Il  peut  arriver  que  les  nappes  de  la  surface 
focale  se  réduisent  à  des  courbes;  on  obtient  sans  difficulté  la 
définition  géométrique  des  surfaces  correspondantes. 

Supposons,  en  effet,  que  les  normales  à  une  surface  rencontrent 
toutes  une  courbe  (C).  Alors  il  en  passera  une  infinité  par  chaque 
point  M  de  (G);  et,  comme  toutes  ces  normales  forment  un  cône, 
qui  est  une  surface  développable,  leurs  pieds  décriront  une  ligne 
de  courbure  de  la  surface;  de  plus  elles  seront  toutes  de  même 
longueur.  La  sphère  décrite  du  point  M  avec  un  rayon  égal  à  la 
longueur  d'une  de  ces  normales  sera  donc  tangente  à  la  surface 
considérée  en  tous  les  points  d'une  courbe;  et,  par  suite,  cette 
surface  est  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  variable  dont  le 
centre  décrit  une  courbe  (C).  Réciproquement,  il  est  évident  que 
toute  surface  susceptible  de  ce  mode  de  génération  jouira  de  la 
propriété  indiquée. 

Dans  ce  cas,  l'une  des  nappes  de  la  surface  focale  se  réduit  à 
une  courbe;  l'autre  nappe  est,  en  général,  une  véritable  surface 
dont  on  peut  donner  la  génération  suivante. 

Considérons  une  sphère  variable  dont  le  centre  (x,  y,  z)  décrit 
une  courbe  (C)  et  dont  le  rayon  R  est  une  fonction  de  la  position 
du  centre  sur  la  courbe  (C).  Elle  enveloppera  une  surface  (S) 
dont  on  obtiendra  l'équation  en  éliminant  le  paramètre  variable 
entre  les  deux  équations 

'  \  (X  —  x)dx-ï-(Y  —  y)dy-i-(Z  —  z)dz-±-  RrfR  =  o. 

Ces  deux  équations,  prises  simultanément,  représentent  une 
des  lignes  de  courbure  circulaires  de  la  surface.  L'équation 

,  (X-aOî-f-fY-jOi-KZ-*)» 
0  0  <  T/v  x  dx  dy        ,„         s^V 

|     =L(X"J")5R  +  (Y~-y)^ï"t"(Z~")5Rj' 
que  l'on  obtient  en  les  combinant  et  qui  est  homogène  par  rap- 
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port  à  X  —  .r,  Y — y,  Z  —  z,  représente  évidemment  le  cône  de 
révolution  formé  par  les  normales  en  tous  les  points  de  cette  ligne 
de  courbure  circulaire.  Par  suite,  en  prenant  l'enveloppe  de  ce 
cône,  on  devra  retrouver  la  deuxième  nappe  de  la  surface  des 
centres  de  courbure.  Associons  à  l'équation  précédente  sa  dérivée 
par  rapport  au  paramètre;  nous  aurons 

f        dT*-hdr*+dz*       /v         x  d    ldx\  "1 

Le  premier  facteur,  égalé  à  zéro,  nous  donne  une  surface 
imaginaire  qui  est  l'enveloppe  d'un  plan  tangent  à  la  courbe 
(C)  et  au  cercle  de  l'infini  ;  le  second 

d    [dx\  dx*+-dy*+dz* 

fait  connaître  la  courbe  de  contact  du  cône  avec  la  surface  des 
centres  ou  le  lieu  des  centres  de  deuxième  courbure  correspon- 
dants à  tous  les  points  de  la  ligne  de  courbure  circulaire;  ce  lieuT 
on  le  voit,  sera  une  conique. 

Ainsi  la  deuxième  nappe  de  la  surface  des  centres  sera  une  sur- 
face engendrée  par  des  coniques  et  telle  que  le  plan  tangent  en 
tous  les  points  de  chaque  conique  enveloppe  un  cône  de  révo- 
lution. 

444.  La  proposition  précédente  permet  de  définir  immédiate- 
ment la  surface  dont  les  normales  rencontrent  deux  courbes  (C)r 
(C7).  En  effet,  (C)  devra  contenir  les  centres  de  courbure  prin- 
cipaux situés  sur  toutes  les  normales  passant  par  un  point  de  (C). 
Donc  (C)  sera  une  conique,  il  en  sera  de  même  de  (C)  ;  et  chacune 
de  ces  deux  coniques  devra  être  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
de  révolution  passant  par  Vautre, 

On  sait  qu'il  existe  deux  coniques  satisfaisant  à  ces  conditions  : 
ce  sont  les  focales  de  Dupin.  Si  nous  nous  contentons  d'étudier 
le  cas  le  plus  général,  la  première  est  une  ellipse,  qu'on  peut 


?68  LIVRE    IV.    —   CHAP.    XII. 

définir  par  les  équations 

/    a\  X*  Y* 

l'autre  est  une  hyperbole 

a*—  6*  ""  F* 


^7)  r  =  Ot  7T£-ÏÎ-XÎ=I- 


Prenons  un  point  quelconque  M'(.r',  y')  sur  la  première,  un 
point  quelconque  M"^",  z")  sur  la  seconde.  On  trouvera  faci- 
lement 

M' M    =  (  - x' x*  )  ; 

V        a  >/a*-b*     ) 

et,  par  suile,  les  deux  sphères  qui  ont  leurs  centres  respectivement 
sur  les  deux  focales  et  qui  sont  définies  par  les  équations 

(,8)  (X-x')*+{\-y'y  +  l*  =  (^-b\<  +  k}\ 

(19)  (X-a?')»-i-Y»+(Z-.01  =  /rT=^-^-HitVJ 

sont  constamment  tangentes  l'une  à  l'autre,  la  distance  de  leurs 
centres  étant  toujours  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  leurs 
rayons.  Elles  enveloppent,  par  conséquent,  la  même  surface;  et 
cette  surface  répond  évidemment  aux  conditions  posées  :  par  suite 
de  son  double  mode  de  génération,  ses  normales  rencontrent 
nécessairement  les  deux  coniques  (*). 

La  variation  de  la  constante  k  fera  connaître  toutes  les  surfaces 
parallèles  dont  les  normales  rencontrent  les  deux  coniques. 

Le  moyen  le  plus  simple  de  définir  la  surface  précédente  à 
laquelle  Dupin  avait  donné  le  nom  de  cyclide,  mais  que  nous 
nommerons  cyclide  de  Dupin  pour  la  distinguer  des  cyclides  les 
plus  générales,  consiste  à  employer  les  coordonnées  tangentielles. 

L'équation  tangentielle  de  la  première  sphère  est 


vy-^p  =  r x-h  A-, 


(')    Nous  avons   déjà  employé  ces  propositions  de   Dupin  aux  nM  103  et  104 
[If  P-  I29]- 
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en  supposant 

ut  _+-  v*  _+_  wl  —  ! . 

L'enveloppe  sera  donc  définie  par  l'équation 
(20)  aAw~"^ — y  -+-^^=(7?  —  *)». 

On  trouverait  de  même,  en  employant  la  seconde  sphère, 
l'équation 

(a*  —  b*)(u a         )—b*w*=(p  —  ky, 

\  \Ja%—bx) 

évidemment  équivalente  à  la  précédente;  car,  en  la  retranchant 
,  de  cette  équation,  on  obtient  l'identité 

6Î(WÎH-  V*-\-  W*  —  l)  =  O. 

445.  Jusqu'ici  nous  avons  défini  les  courbes  de  la  congruence 
par  leurs  équations  différentielles.  Supposons  maintenant  que 
l'on  connaisse  leurs  équations  en  termes  finis;  et  commençons  par 
le  cas  le  plus  simple,  celui  où  ces  équations  sont  résolues  par 
rapport  aux  constantes  arbitraires. 

Soient 


b  =  y(x,y,  z) 

les  équations  des  courbes  de  la  congruence.  On  déduit  de  là  par 
la  différentiation 

dx  __  dy  __  dz 

da  db        da  db  ~~  da  db        da  db  ~~  da  àb       da  ôb 
dy  dz        dz  ày       dz  dx       dx  dz       dx  dy       dy  dx 

Appliquons  l'équation  (5)  en  y  remplaçant  X,  Y,  Z  par 

da  db       da  db       da  db       da  db       da  db       da  db 
dy  dy        dz  dz  '      dz  dx       dx  dz  '     dx  dy       dy  dx  ' 

nous  trouverons  ainsi 

(da  db      da  db\V  à ^ /^  ^_^f  ^\       _^_ /^  ^.  _^f  ^\]  _ 

[dy  dz  ~~  dz  dy}  [dz  \dz  dx      dx  dz)       dy  \dx  dy      dy  dx)  y'"  ~~  °' 

les  termes  non  écrits  se  déduisant  des  précédents  par  des  permu- 
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tations.  La  relation  paraît  compliquée,  mais  on  peut  lui  donner 
une  forme  assez  élégante 

.      da   ,àb        àa   .db        da   ,db        db    ,da        db    ,da       db   ,da 
àx     Ox       dy     dy        âz      ôz        Ox     Ox        Oy     Oy       Oz     Oz 

les  différentielles  totales  d  se  rapportant  à  un  déplacement  effectué 
sur  la  courbe  même  de  la  congruence. 

Soit,  par  exemple,  une  congruence  définie  par  les  formules 

(  *  =  ?i(*)+/i(.r>-*-+i(*)- 

L'équation  à  laquelle  il  s'agira  de  satisfaire  sera 

(?'?î  -  ?'?i)  ^  +  Wx-ffl)  dy  +  (♦'♦;  -  Wi)  **  =  o. 

11  faudra  donc  que  la  fonction 

/(?  Y  -  ?Y)  dx  +J(f/;-f/i)  dy  +fm\  -  YVÔ  * 

soit  constante  en  tous  les  points  de  chacune  des  courbes;  ce  qui 
exige,  on  s'en  assure  aisément,  qu'elle  soit  une  combinaison 
linéaire  à  coefficients  constants  des  seconds  membres  des  équa- 
tions (23). 

On  obtient  ainsi  les  équations  de  condition 

I?Yi  — ?Yi  =  »»?'-*- *?'t> 
♦Yi-+Ti  =  w+'+»+i. 

où  m  et  n  sont  deux  constantes,  et  qui  feront  connaître  les  fonc- 
tions 'f  i,/i,  ^i  lorsqu'on  se  donnera  arbitrairement  y,  ®,  i(. 

Ces  équations  sont  vérifiées   si  l'on  considère  la  congruence 
définie  par  les  formules 

«  =  <?(*)  ■+-  f(y)  -+-<K>3), 

£  =  «?(*)+ P/O0-+- Y  <K*)î 

il  suffit  de  remplacer  m  et  n  par  zéro.  Alors  les  surfaces  trajec- 
toires orthogonales  auront  pour  équation 
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446.  Écrivons  maintenant  les  équations  de  la  congruence  sous 
la  forme  plus  générale 

(  f(x,y,z,a,b)  =  oy 

On  calculera  successivement  les  dérivées  de  a  et  de  b  par  rap- 
port à  x,  à  y  et  à  z\  et  on  les  portera  dans  l'équation  (22).  On 
obtient  ainsi  le  résultat  suivant 


(26) 


dx     Ox 

4 

oa 

-S! 

wào 

a — - 

àa 

Udb 

F 

oa 

¥  ! 
ôb  1 

E 

Oa 

àf 
àb 

do 

cfcp     ! 

dv 

cte 

G 

Oa 

56  ; 

F 

ôa 

àb 

=0, 


où  les  différentiations  se  rapportent  encore  à  un  déplacement 
effectué  sur  la  courbe  et  où  Ton  a  posé,  pour  abréger, 

<«>     -s(g)".    '-SES-    *-*&)'• 

le  signe  S  indiquant  toujours  une  somme  étendue  aux  trois  coor- 
données. 

La  forme  même  de  l'équation  (26)  nous  conduit  aune  remarque 
analogue  à  celle  qui  a  été  développée  au  n°  313.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  les  courbes  de  la  congruence  soient  algé- 
briques ;  j-j  jri  -t-^t  -^  seront  des  fonctions  de  degré  déterminé 

et,  par  suite,  le  nombre  des  points  de  chaque  courbe  de  la  con- 
gruence qui  satisfont  à  la  relation  (26)  dépendra  de  la  nature  de 
la  courbe  plutôt  que  de  la  manière  dont  a  et  b  entrent  dans  les 
coefficients.  Soit/?  le  nombre  des  points  ainsi  obtenus;  on  pourra 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  courbes  de  la  congruence  ne  peuvent  être  normales  à 
plus  de  p  surfaces  sans  être  normales  à  toute  une  famille  de 
surfaces. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  courbes  de  la  congruence 
soient  planes  et  de  Tordre  m.  Prenons  pour  plan  des  xy  le  plan 
qui  contient  Tune  des  courbes  et   supposons   que  la  première 
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équation  /=o  représente  le  plan  de  la  courbe.  On  aura  des  ré- 
sultats de  la  forme  suivante  : 


/=•• 


àa 


m  x  -+-  ny  ■+-  qz  -+■  r, 


àf 

^  -m  x-hny  +  q  z-hr. 


Si  Ton  suppose  que  la  seconde  équation  de  la  courbe  représenlc 

le  cylindre  qui  la  projette  sur  le  plan  des  xy,  y,  -%-  =  ç,,  tJ  =  $• 

seront  trois  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y.  L'équation  (26 
prendra  alors  la  forme  suivante 

[(2)>OTS*"£*o(-ë*'î)] 


(a8) 


do 
dx 

dx 

ty 

dot 
"dx 

?t        ±:        ±7 


A,  B,  C  étant  trois  constantes  qui  dépendent  de  m,  n,  q\  m\  n\ 
q' .  L'application  du  théorème  des  fonctions  homogènes  permet 
de  réduire  cette  équation  au  degré  3 {m  —  1).  On  aura  donc  ici 

p  —  3  m  (m  —  1). 

Pour  les  congruences  de  cercles,  on  peut  prendre 

?p  =  x*-\-y* —  /•*, 

et  ©,,  e2  se  réduisent,  on  le  verra  aisément,  à  des  fonctions  du 
premier  degré.  On  a  alors 

(£)**£)■-"•■ 

et  le  déterminant  qui  figure  dans  la  relation  (  28)  peut  se  ramener 
au  premier  degré;  le  premier  membre  de  cette  relation  se  réduit 
donc  au  premier  degré  et  l'on  a 


p=zï. 
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On  est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

Lorsque  les  cercles  d'une  congruence  sont  normaux  à  plus 
de  deux  surfaces,  ils  coupent  à  angle  droit  toute  une  famille 
de  surfaces, 

qui  a  été  donné  par  M.  Ribaucour  et  que  nous  démontrerons 
plus  loin,  avec  tous  les  développements  qu'il  comporte,  par  une 
analyse  plus  élégante. 

Lorsque  les  fonctions  /  et  y  sont,  Tune  et  l'autre,  de  degré 
supérieur  à  i ,  on  peut  encore,  en  introduisant  les  coordonnées 
homogènes  x,  y,  z,  t,  abaisser  le  degré  de  la  condition  (26).  Si, 
pour  abréger,  on  désigne  par  (P,  Q)  le  déterminant  fonctionnel 
des  quatre  fonctions  P,  Q,/,  'f ,  considérées  comme  dépendant  des 
variables  homogènes  x,y,  z,  t,  on  pourra  mettre  l'équation-  (26) 
sous  la  forme  suivante  : 

S(2")+g(£>)*S0H 

-2(2- »)-£(£■  »)-£GH 
■»'[(*■  2)  -(%■%)) 

m-\-rip/<fo     dj\        m-h  n  c  /àf    df\  __ 

n         \da9  ùb)  m  \da    ùb)  ~~    ' 

m  et  n  étant  les  degrés  de  /  et  de  o,  et  A  désignant  le  déter- 
minant 

ôf  d'f  ùf  do 

Oa  db  Ob  da 

Le  premier  membre  de  l'équation  précédente  est  du  degré 
3(/n  -f-  n  —  2)  par  rapport  aux  coordonnées  x,  y,  z,  t.  Par  suite, 
si  une  congruence  est  formée  des  courbes  qui  sont  V intersection 
complète  de  deux  surfaces  d'ordres  m  et  n,  les  courbes  de  la 
congruence  ne  pourront  être  normales  à  plus  de 
3/nn(/i>-h/t  —  2) 

surfaces  distinctes,  à  moins  qu'elles  ne  soient  les  trajectoires 
orthogonales  d} une  famille  de  surfaces* 

Pour /i  =  1,  on  retrouve  la  proposition  indiquée  plus  haut,  et 
qui  a,  d'ailleurs,  été  déjà  énoncée  par  M.  Ribaucour* 
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CHAPITRE  XIII. 

DROITES    NORMALES    A    UWE    SURFACE. 

Théorie  directe  pour  les  congruenccs  rectilignes.  —  Condition  pour  que  des 
droites  partant  des  différents  points  d'une  surface  soient  normales  à  une  autre 
surface.  —  Remarque  d'Hamilton.  —  Équation  aux  dérivées  partielles  d'une 
famille  de  surfaces  parallèles.  —  Applications.  —  Théorème  de  Malus.  —  Pro- 
positions de  Dupin  relatives  aux  cas  où  les  développâmes  formées  par  les 
rayons  incidents  ne  sont  pas  détruites  par  la  réflexion.  —  Définition  des  axes 
optiques  d'une  surface.  —  Pour  que  des  rayons  incidents  normaux  à  une  sur- 
face aient  leurs  dévcloppablcs  conservées  par  la  réflexion,  il  faut  et  il  suffit 
que  ces  dévcloppablcs  découpent  sur  la  surface  réfléchissante  un  réseau  oon- 
jugué.  —  Ombilics  catoptriques  de  Dupin.  —  Exemples  particuliers.  —  Cas  où 
les  rayons  incidents  émanent  d'un  point  unique.  —  Cas  où  la  surface  réfléchis- 
sante est  du  second  degré. 


447.  Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  rattaché  la  théorie 
des  congruences  rectilignes  à  des  propositions  qui  s'appliquent 
aux  congruences  les  plus  générales.  On  peut  aussi  la  traiter  direc- 
tement de  la  manière  suivante. 

Traçons  dans  l'espace  une  surface  quelconque  (S),  assujettie  à 
Tunique  condition  de  ne  pas  être  formée  par  des  droites  de  la 
congruence.  Les  cosinus  directeurs  m,  v7  w  de  Tune  quelconque 
des  droites  de  cette  congruence  sont  des  fonctions  déterminées 
des  coordonnées  rectangulaires  x,  r,  z  du  point  où  cette  droite 
rencontre  la  surface  (S).  Nous  allons  montrer  que  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  que  les  droites  soient  normales  à  une 
même  surface  est  que  l'expression 

u  dx  -+-  v  dy  -+■  w  dz 

soit  une  différentielle  exacte,  pour  tous  les  déplacements  qui 
s'effectuent  sur  la  sur/ace  (S). 

Cette  condition  est  nécessaire;  car  elle  est  remplie  toutes  les 
fois  que  les  droites  sont  normales  à  une  surface  (S).  Soient,  en 
effet,  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  où  la  droite  de  la  con- 
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gruence  est  normale  à  (2).  On  aura,  pour  tous  les  déplacements 
considérés, 

(i)  udX  +  vdY  +-w<TL  =  o. 

D'ailleurs  on  peut  écrire 
(?.)  X  =  x  —  up,        Y=j  — i>p,         Z  =  z  —  tvp, 

p  désignant  la  distance  des  deux  points  (x,  y,  z),  (X,  Y,  Z).  Si 
Ton  remplace  X,  Y,  Z  par  ces  valeurs  dans  l'équation  (1  ),  on  trouve 

(  3-)  dp  =  u  dx  -h  v  dy  -\-  w  dz\ 

le  second  membre  est  donc  la  différentielle  de  la  fonction  p. 

Réciproquement,  si  le  second  membre  est  la  différentielle 
exacte  d'une  certaine  fonction  p,  le  point  défini  par  les  équations 
(a)  vérifiera  la  relation  (i);  et  toutes  les  droites  de  la  congruence 
seront  normales  à  la  surface  lieu  du  point  (X,  Y,  Z).  La  propo- 
sition que  nous  avions  énoncée  se  trouve  ainsi  établie. 

448.  La  démonstration  précédente  conduit  par  une  voie  na- 
turelle aux  remarques  suivantes,  qui  sont  dues  à  Hamilton. 

Imaginons  que,  par  chaque  point  (xf  y,  z)  de  l'espace,  on 
mène  une  droite.  Les  cosinus  directeurs  de  cette  droite  sont  des 
fonctions  données,  mais  quelconques,  de  x,  y,  z  ;  et  la  droite 
dépend,  en  général,  de  trois  paramètres.  Dans  un  Mémoire  que 
nous  allons  citer  tout  £  l'heure y  Malus  a  considéré  pour  la  pre- 
mière fois  de  tels  assemblages  de  droites,  qui  sont  bien  connus 
depuis  les  travaux  de  Pliïcker  et  qui  ont  reçu  le  nom  de  com- 
plexes. Ces  définitions  étant  admises,  voici  en  quoi  consiste  la 
proposition  d'Hamilton  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites 
forment  une  congruence  {au  lieu  de  former  un  complexe)  et 
soient  normales  à  une  surface  es't  que  V expression 

u  dx  -h  v  dy  -+-  w  dz 

soit  une  différentielle  exacte  pour  tous  les  déplacements  pos- 
sibles du  point  (x,  y,  z). 

La  condition  est  nécessaire;  il  suffit,  pour  le  reconnaître,  de 
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répéter  la  démonstration  que  nous  venons.de  faire;  il  reste  donc 
à  prouver  seulement  qu'elle  est  suffisante. 
Puisque  Ton  a,  par  hypothèse, 

(4)  u  dx  -+-  v dy  -+-  w  dz  =  rf6, 

on  pourra  écrire 

e)0  ^e  <ffl 

<>>  "=dx'  Ç=ày*  W=dz-' 

ce  qui  donnera 

(SMSHS)"- 

La  proposition  d'Hamilton  se  ramène  donc  à  la  suivante,  qui  est 
bien  connue  : 

Étant  donnée  une  fonction  0  satisfaisant  à  l'équation  pré- 
cédente, les  surfaces 

(7)  6  =  const. 

sont  toutes  parallèles  à  l'une  d'elles. 

Au  reste,  on  peut  démontrer  directement  cette  proposition  de 
la  manière  suivante  :  Menons  aux  surfaces  représentées  par 
l'équation  (7)  des  plans  tangents  parallèles;  les  points  de  contact 
de  ces  plans  seront  distribués  sur  les  courbes  représentées  par  les 
deux  équations 

(8  )  u  =  -—  =  const..        p  =  —  =  const. 

v    '  dx  '  dy 

Ces  courbes,  on  le  reconnaît  immédiatement,  sont  des  trajec- 
toires orthogonales  de  la  famille  de  surfaces  (7).  On  a,  en  effet, 


d6   du       àb  du       db  du 

(*6  <P6       M     <M6         db  <*»e 

dx  dx       dy  dy       dz  dz 

~  dx  dx%  "^  dy  dx  dy        dz  dxdz  ~    ' 

car  le  second  membre  n'est  autre  que  la  dérivée  par  rapport  à 
x  du  premier  membre  de  l'équation  (6). 

Comme  le  plan  tangent  a  une  direction  invariable  aux  points  où 
toutes  les  surfaces  (7)  sont  coupées  par  les  lignes  (8),  ces  trajec- 
toires orthogonales  se  réduisent  nécessairement  à  des  droites;  et, 
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par  suite,  l'équation  (7)  représente  une  famille  de  surfaces  pa- 
rallèles. D'ailleurs  la  droite  menée  par  un  point  quelconque  de 
l'espace  et  définie  par  les  cosinus  directeurs  u,  t>,  w  est  évidem- 
ment la  normale  à  celle  des  surfaces  parallèles  qui  passe  par  le 
point;  et  elle  est,  par  conséquent,  normale  commune  à  toutes  les 
surfaces.  La  remarque  d'Hamilton  se  trouve  ainsi  complètement 
justifiée. 

449.  Les  propositions  précédentes  sont  d'un  emploi  très  com- 
mode dans  les  applications.  Supposons,  par  exemple,  que  les 
équations  d'une  droite  soient  écrites  sous  la  forme 

(  x  —  az  -+■  /?, 

(9)  ir-*'-*-*. 

a,  b,  p,  q  étant  des  fonctions  de  deux  paramètres  ;  si  l'on  con- 
sidère le  point  de  la  droite  qui  se  trouve  dans  le  plan  des  xy  et 
qui  a  pour  coordonnées/?,  gr,  o,  on  aura  ici 

/x  j  j  ,         adp  -\-  b  dq 

(  ro)  u  a  x  4-  v  dy  -h  w  dz  =  -    r  -  - , 

et  cette  expression  devra  être  une  différentielle  exacte  pour  toutes 
les  congruences  de  normales. 

Si  la  droite  est  définie  de  la  manière  la  plus  générale  par  les 

équations 

/   b  z  —  cy  h-  a  =  o, 

(11)  \   ci-a5  +  ô'  =  o, 

l  ay  —  bx  -h  c'  =0, 

données  au  n°  139  [I,  p.  19^]»  on  aura 
u       v       w  1 


a~  b~~  c  ~~  yjâ* -+-&+-& 

En  substituant  à  l'expression 

u  dx  -4-  v  dy  -h  vt>  dz 
la  suivante 

x  du  -+-  y  dv  -+  z  dw, 

qui  est,  en  même  temps  que  la  première,  une  différentielle  exacte, 
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on  sera  conduit  à  l'expression 

I  da     db     de 

3.1 
(12)  (<a2-f-  6*-+-  c1)   *!     a       b       c 

|    a       b'      c' 

qui  devra  être  une  différentielle  exacte  pour  toutes  les  congruences 
de  normales. 

450.  On  peut  déduire  des  résultats  précédents  un  théorème 
célèbre,  dont  la  première  idée  revient  à  Malus,  mais  qui  n'a  été 
complètement  établi  que  par  les  efforts  combinés  de  Dupin,  de 
Gergonne,  de  Quételet.  En  voici  l'énoncé  : 

Si  des  rayons  lumineux  sont  normaux  à  une  surface,  ils  ne 
cessent  pas  de  conserver  cette  propriété  après  un  nombre  quel- 
conque de  réflexions  et  de  réfractions. 

Il  suffit  évidemment,  la  réflexion  pouvant  être  assimilée  à  une 
réfraction  d'indice  —  i ,  de  démontrer  le  théorème  pour  le  cas  de 
la  réfraction.  Voici  comment  on  peut  énoncer  la  loi  de  Descaries. 

Portons  sur  le  rayon  incident  (fig.  3o)  une  longueur  MA  =  i, 

Fie.  3o. 


M.   ^ 

/ 


Q 


et  sur  le  rayon  réfracté  une  longueur  MB  =  n>  n  désignant  l'indice 
de  réfraction.  Composons  MA,  MB  suivant  la  loi  du  parallélo- 
gramme, la  résultante  MC  sera  normale  à  la  surface  dirimante. 
En  effet,  dans  le  triangle  MBC,  on  aura 


BC  MB 


sinBMC        siuMCB 
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ou,  ce  qui  esl  la  même  chose, 

u3)  sinAMk  =  nsinBMII. 

C'est  la  loi  connue  de  la  réfraction. 

Soient  a,  jî,  y,  //,  t>,  tv,  m',  v'f  wr  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  la  surface,  du  rayon  incident  et  du  rayon  réfracté.  En 
égalant  la  projection  de  MC  à  la  somme  des  projections  MA,  MB, 
on  a 

I/i  m' '-+-  u  =  X«, 
nv'-r  v  =  Xp, 
nw' -r-  w  =  X*{, 

X  désignant  la  longueur  MC.  Soient  .r,  y,  z  les  coordonnées  rec- 
ta ngulaires  de  M.  On  a,  pour  tout  déplacement  de  M  sur  la  sur- 
face dirimante, 

(i5)  %  dx  ■+■  p  dy  -h  7  dz  =  o, 

ou,  en  éliminant  a,  [3,  y  au  moyen  des  équations  précédentes, 

(16)  u  dx  -a-  v  dy  -h  «'  dz  =  —  «  (  m'  cfa?  +  p'  ^7  +  w'  <fc  ). 

Cela  posé,  supposons  que  les  rayons  incidents  soient  normaux,  à 
une  surface  (S).  Le  premier  membre  sera  la  différentielle  d'une 
fonction  p  qui  est,  nous  l'avons  vu  plus  haut,  la  distance  du  point 
M  au  point  P  où  le  rayon  coupe  normalement  la  surface  (S).  En 
vertu  de  la  formule  précédente, 

u'  dx  -r-  v'  dy  -r-  w*  dz 

sera  aussi  une  différentielle  exacte  —  d  (  -  )  >  et,  par  suite,  les 

rayons  réfractés  seront  aussi  normaux  à  une  sur/ace  (S').  On 
obtiendra  le  point  P7  où  le  rayon  réfracté  coupe  normalement  (2') 

en  portant  la  longueur  —  -  »  dans  le  sens  déterminé  par  son  signe, 

sur  le  rayon  réfracté.  On  verra  facilement  que  les  plans  normaux. 
aux  deux  rayons,  incident  et  réfracté,  en  P  et  en  P',  vont  se  couper 
suivant  une  droite  située  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface 
dirimante;  celle  relation  entre  les  plans  tangents  aux  trois  sur- 
faces est  d'ailleurs  évidente  dans  lé  système  des  ondulations.  On 
en  déduit  que,  si  p,  p'  et  0  désignent  les  termes  tout  connus  dans 
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les  équations  des  plans  tangents  en  P,  F  et  M  aux  surfaces  (S),  (S7) 
et  à  la  surface  dirimante,  on  a 

04)'  np'  ■+■  P  =  *ôi 

\  ayant  la  même  valeur  que  dans  les  formules  (i4)- 

Les  surfaces  normales  aux  rayons  réfractés  ont  reçu  le  nom 
à' anticaustiques;  les  résultats  précédents  peuvent  donc  s'énoncer 
ainsi  : 

Si  les  rayons  incidents  sont  normaux  à  une  surface  (S), 
considérons  cette  surface  comme  l'enveloppe  de  sphères  ayant 
leurs  centres  sur  la  surface  dirimante.  Pour  obtenir  V anti- 
caustique relative  aux  rayons  réfractés,  il  faut  prendre  V en- 
veloppe de  toutes  les  sphères  que  l'on  obtient  en  réduisant  le 
rayon  des  précédentes  dans  le  rapport  de  l'unité  à  l'indice  de 
réfraction  ('). 
• 

Il  résulte  de  cette  construction  qu'il  sera,  en  général,  impossible 


(')  Voici  quelques  indications  au  sujet  de  la  découverte  de  cette  belle  propo- 
sition. Dans  un  Mémoire  portant  ce  simple  titre  :  Optique  et  inséré  en  1808  au 
XIV*  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  Malus  démontre,  en  pre- 
mier lieu,  une  propriété  intéressante  de  ces  assemblages  de  droites  auxquels 
nous  donnons  le  nom  de  complexes.  Imaginons  qu'à  chaque  point  de  l'espace 
on  fasse  correspondre,  suivant  une  loi  quelconque,  une  droite  passant  par  ce 
point,  et  soit  M  un  point  quelconque  par  lequel  passe  une  droite  (d)  du  sys- 
tème. Si  l'on  cherche  les  points  M',  infiniment  voisins  de  M,  pour  lesquels  la 
droite  correspondante  rencontre  (</),  on  trouve  que  le  lieu  des  directions  MM' 
est  un  cône  du  second  degré.  Après  avoir  établi  cette  proposition,  l'illustre  phy- 
sicien étudie  les  assemblages  de  droites  qui  dépendent  de  deux  paramètres,  c'est- 
à-dire  les  congruences ;  et  il  montre  que  l'on  peut,  en  général,  distribuer  les 
droites  de  la  congruence  en  deux  systèmes  différents  de  surfaces  développables. 
Il  cherche  la  condition  pour  que  ces  deux  familles  de  développables  se  coupent 
à  angle  droit,  et  il  reconnaît  qu'elle  est  remplie  lorsque  les  droites  sont  les  nor- 
males d'une  surface. 

Faisant  ensuite  l'application  de  ces  principes  généraux  à  l'Optique,  Malus  dé- 
montre que,  lorsque  des  rayons  incidents  émanés  d'un  point  fixe  se  réfléchissent 
sur  une  surface  quelconque,  ils  demeurent,  après  la  réflexion,  normaux  à  une 
surface. 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  insérée  à  la  page  84  du  même  Cahier, 
Malus  étend  cette  proposition  au  cas  d'une  réfraction  unique,  et  il  essaye  (p.  101) 
de  l'étendre  aussi  au  cas  de  plusieurs  réfractions;  mais,  trompé  par  une  faute  de 


DROITES    NORMALES    A    UNE    SURFACE.  28 1 

de  séparer  analytiquement  les  deux  sytèmes  de  rayons  réfractés 
qui  correspondent  à  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de 
l'indice  de  réfraction. 

451.  Dans  son  étude  du  théorème  précédent,  qu'il  a  démontré 
seulement  pour  le  cas  de  la  réflexion,  Dupin  s'était  proposé  la 
question  suivante,  qui  donne  naissance  à  des  recherches  intéres- 
santes. 

Si  les  rayons  lumineux  sont  normaux  à  une  surface,  on  peut  les 
assembler  en  deux  familles  de  développables  orthogonales.  La 
réflexion  sur  une  surface  donnée  transforme,  en  général,  ces  déve- 
loppables en  surfaces  gauches.  Dupin  donne  de  belles  propositions 
relatives  au  cas  où  les  rayons  incidents  formant  une  développable 
se  réfléchissent  suivant  des  rayons  formant  également  une  dévelop- 
pable; et  il  a  reconnu  que  les  traces  des  deux  séries  de  dévelop- 
pables sur  la  surface  réfléchissante  doivent  former  un  système 
conjugué.  Les  démonstrations  de  Dupin  reposent  sur  les  pro- 
priétés de  l'indicatrice  et  sur  celles  des  surfaces  de  révolution  du 


calcul,  il  croit  que  les  rayons  lumineux  cessent,  en  général,  après  une  deuxième 
réfraction,  d'être  normaux  à  une  surface. 

C'est  à  Dupin  que  revient  le  mérite  d'avoir  énoncé,  pour  la  première  fois,  dans 
un  Mémoire  sur  les  routes  de  la  lumière  que  nous  citerons  plus  loin,  le 
théorème  général,  et  d'en  avoir  donné  une  démonstration  géométrique  très 
simple,  mais  pour  le  cas  de  la  réflexion  seulement.  D'ailleurs  Cauchy,  comme 
l'indique  Dupin,  avait  repris  et  corrigé  les  calculs  de  Malus,  de  sorte  qu'aucun 
doute  ne  subsistait  plus  sur  la  portée  et  la  généralité  du  théorème.  Dupin 
s'est  contenté  de  le  regarder,  dans  le  cas  de  la  réfraction,  comme  un  simple 
corollaire  des  propositions  qu'il  avait  données  dans  sa  théorie  des  déblais  et  des 
remblais;  cette  vue  était  exacte,  mais  les  théorèmes  sur  lesquels  s'appuyait 
Dupin  étaient  incomplètement  démontrés. 

Quelques  années  plus  tard,  Quételct  a  introduit  une  idée  neuve  dans  cette 
théorie  en  substituant  aux  caustiques,  dont  la  détermination  est  très  pénible, 
les  caustiques  secondaires  ou  mieux  les  anticaustiques  qui  sont  normales  aux 
rayons  réfléchis  ou  réfractés.  C'est  grâce  à  ses  efforts  et  à  ceux  de  Gergonne  que 
le  théorème  a  été  enfin  simplement  et  complètement  démontré.  (Voir  le  tome  I 
de  la  Correspondance  mathématique  et  physique,  1825,  le  tome  XVI  des  An- 
nales  de  Gergonne  et  les  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  de  Bruxelles, 
t.  III  et  IV,  1826  et  1827.) 

Dans  l'étude  que  nous  avons  citée  [p.  237],  M.  Lévistal  a  étendu  le  théorème 
de  Malus  et  de  Dupin  au  cas  de  la  double  réfraction. 
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second  degré  (!).  On  peut  leur  substituer  les  suivantes,  qui  nous 
donneront  d'ailleurs  des  résultats  nouveaux. 

Commençons  par  considérer  des  rayons  lumineux  formant  une 
seule  développable,  et  cherchons  la  condition  pour  que  les  rayons 
réfléchis  engendrent  également  une  surface  développable. 

Soit  AA'  . . .  une  ligne  de  courbure  de  la  développable  formée 
par  les  rayons  incidents.  Les  génératrices  qui  passent  aux  points 
A,  A',  . . .  rencontrent  la  surface  réfléchissante  (S)  en  M,  M',  . . . 
et  se  réfléchissent  suivant  des  rayons  MB,  M'B',  ....  Prenons 
MB  =  MA,  MB'  =  M' A',  ....  La  courbe  BB'  . .  .  sera  une  trajec- 
toire orthogonale  des  rayons  réfléchis  et,  par  suite,  elle  sera  néces- 
sairement une  ligne  de  courbure  si  ces  rayons  réfléchis  forment, 
eux  aussi,  une  développable.  Les  sphères  de  centres  M,  M',  ...  et 
de  rayons  MA,  MA',  . . .  enveloppent  une  surface  (S)  à  lignes  de 
courbure  circulaires,  et  les  deux  courbes  AA7,  ...,  BB',  ...  de- 
vront être  des  lignes  de  courbure  non  circulaires  de  cette  surface. 
Par  suite,  les  tangentes  à  ces  deux  lignes,  aux  points  correspon- 
dants A  et  B,  seront  deux  génératrices  d'un  cône  de  révolution 
circonscrit  à  la  surface  (S)  suivant  un  cercle,  et  elles  se  ren- 
contreront nécessairement.  Considérons  maintenant  la  surface 
réglée  (A)  engendrée  parla  droite  AB;  d'après  la  propriété  que 
nous  venons  de  démontrer,  ce  sera  une  surface  développable, 
puisqu'elle  admet  le  même  plan  tangent  aux  deux  points  distincts 
A  et  B.  Soient  AB,  A'B'  deux  positions  consécutives  deAB;  comme 
elles  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  deux  plans  tan- 
gents en  M  et  en  M'  à  la  surface  réfléchissante  (S),  elles  seront 
aussi  perpendiculaires  à  l'intersection  de  ces  deux  plans  M*,  qui 
est  la  tangente  conjuguée  de  MM'.  Ainsi  : 

La  développable  (A)  engendrée  par  la  droite  AB  a,  à  chaque 
instant,  son  plan  tangent  perpendiculaire  à  la  tangente  M/. 

Par  suite,  le  plan  normal  mené  par  MA  à  la  développable  des 
rayons  incidents,  plan  qui  est  évidemment  perpendiculaire  à  la  tan- 


(•)  Consulter,  dans  les  Applications  de  Géométrie  et  de  Aféchanique,  le  Qua- 
trième Mémoire  intitulé  :  Sur  les  routes  suivies  par  la  lumière  et  par  les 
corps  élastiques,  en  général,  dans  les  phénomènes  de  la  réflexion  et  de  la 
réfraction,  (Présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  le  22  janvier  1816.) 
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génie  en  A  à  la  ligne  de  courbure  AA/  ...  de  cette  développable, 
coupera  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  réfléchissante  suivant  la 
droite  qui  est  perpendiculaire  à  la  tangente  en  A,  c'est-à-dire  sui- 
vant la  tangente  M  t.  En  d'autres  termes,  le  plan  tangent  à  la 
développable  suivant  le  rayon  incident  et  le  plan  normal  qui 
contient  ce  rayon  doivent  couper  le  plan  tangent  à  la  surface 
réfléchissante  suivant  deux  droites  conjuguées. 

Cette  condition,  qui  est  nécessaire,  est  aussi  suffisante  :  il  suffira, 
pour  le  reconnaître,  de  reprendre  dans  un  ordre  inverse  les  raison- 
nements précédents.  On  en  déduit  la  conséquence  suivante. 

La  tangente  à  la  courbe  d'incidence  et  sa  tangente  conjuguée  se 
trouvent  dans  deux  plans  rectangulaires  contenant  le  rayon  inci- 
dent; ces  deux  plans  sont  évidemment  des  plans  diamétraux  con- 
jugués de  tout  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  le  rayon 
incident.  Par  suite,  les  droites  considérées  sont  des  diamètres 
conjugués  de  la  section  de  ce  cylindre  par  le  plan  langent  en  M. 

D'après  cela,  si  l'on  se  donne  un  rayon  incident  quelconque 
coupant  la  surface  réfléchissante  en  M,  il  n'y  aura  que  deux  direc- 
tions possibles  pour  la  tangente  à  la  courbe  d'incidence  en  M  :  ce 
seront  celles  des  deux  diamètres  conjugués  communs  à  l'indica- 
trice de  la  surface  et  à  la  section  du  plan  tangent  par  le  cylindre  de 
révolution  dont  Taxe  est  le  rayon  incident. 

On  remarquera  l'analogie  de  cette  théorie  avec  celle  des  lignes 
de  courbure;  au  reste,  les  deux  théories  se  confondent  si  l'on  sup- 
pose le  rayon  incident  normal  à  la  surface  réfléchissante  ('). 

452.  La  construction  précédente  nous  conduit  à  considérer  une 
classe  de  droites  qui  possèdent  des  propriétés  optiques  remar- 
quables. Supposons  que  les  deux  coniques  employées  dans  cette 


(')  Les  résultats  établis  par  notre  méthode  comprennent  ceux  sur  lesquels 
Dupin  s'est  appuyé;  car,  si  la  surface  réfléchissante  est  une  surface  de  révolution 
du  second  degré  à  deux  foyers  F,  F',  les  rayons  lumineux  qui  émanent  de  F  se 
réfléchiront  vers  F'.  Construisons  le  cône  formé  par  les  rayons  incidents  qui  ren- 
contrent la  section  de  la  surface  par  un  plan  (P)  ;  le  plan  normal  suivant  chaque 
génératrice  devra  contenir  la  tangente  conjuguée  de  la  tangente  à  la  section 
plane  et,  par  suite,  passera  par  le  pôle  du  plan  (P).  Or,  un  cône  est  évidemment 
de  révolution  lorsque  son  plan  normal  va  passer  par  un  point  fixe.  Ainsi,  toutes 
tes  sections  planes,  vues  du  foyer,  paraîtront  des  cercles. 
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construction  soient  semblables,  c'est-à-dire  que  le  rayon  incident 
soit  Taxe  de  l'un  des  quatre  cylindres  de  révolution  qui  con- 
tiennent l'indicatrice;  alors  les  directions  de  la  courbe  d'incidence 
ne  seront  plus  déterminées.  Ainsi  : 

Si  l'on  considère  en  chaque  point  d'une  surface  les  quatre 
droites,  axes  des  cylindres  de  révolution  qui  coupent  le  plan 
tangent  suivant  V indicatrice ,  ou  encore  lieux  des  points  d'où 
l'on  voit  deux  tangentes  conjuguées  quelconques  sous  un  angle 
droit,  ces  droites  formeront  quatre  systèmes  de  rayons  recti- 
lignes  dont  les  développables  se  réfléchiront  suivant  des  déve- 
loppables. 

Ces  droites  sont  imaginaires  si  l'indicatrice  est  hyperbolique; 
dans  le  cas  d'une  indicatrice  elliptique,  il  y  en  a  deux  qui  sont 
réelles  :  ce  sont  les  asymptotes  de  l'hyperbole  focale;  elles  sont 
dans  le  pian  principal  qui  contient  les  deux  foyers  de  l'indicatrice 
et  placées  symétriquement  par  rapport  à  la  normale.  Elles  forment 
deux  systèmes  différents  et  chacun  d'eux  s'obtient  par  la  réflexion 
de  l'autre  sur  la  surface.  Nous  les  appellerons,  pour  abréger,  axes 
optiques.  On  peut  encore  les  construire  comme  il  suit. 

Menons  par  les  deux  tangentes  asymptotiques  de  la  surface  ré- 
fléchissante les  plans  tangents  au  cercle  de  l'infini.  Ces  quatre 
plans  se  couperont  suivant  quatre  droites,  placées  deux  à  deux 
symétriquement  par  rapport  au  plan  tangent,  et  qui  seront  les 
quatre  axes  optiques  relatifs  au  point  considéré. 

Il  suit  de  là  que,  dans  le  cas  d'une  surface  du  second  degré,  les 
axes  optiques  de  la  surface  sont  les  génératrices  reclilignes  des 
surfaces  du  second  degré  homofocales  à  la  proposée.  On  peut  dé- 
terminer sans  aucune  intégration  les  développables  formées  par 
ces  droites;  car  on  sait  qu'elles  sont  les  tangentes  doubles  de  la 
développable  dans  laquelle  sont  inscrites  toutes  les  surfaces  ho- 
mofocales. Or,  quand  des  droites  d'une  congruence  sont  les  tan- 
gentes doubles  d'une  développable,  il  est  évident  qu'il  y  en  a  une 
infinité  dans  chaque  plan  tangent  de  la  développable.  Ce  plan 
touche,  en  effet,  la  développable  suivant  une  droite  (d)  et  la  coupe 
suivant  une  courbe  (C);  toutes  les  tangentes  de  (C)  seront  des 
tangentes  doubles  de  la  développable  et  devront  êlre  considérées 
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comme  formant  elles-mêmes  une  surface  développable.  Ainsi, 
dans  le  cas  des  surfaces  du  second  degré,  nous  saurons  distribuer 
les  axes  optiques'  en  deux  séries  de  développables.  Remarquons 
d'ailleurs  que  ces  deux  séries  de  développables  sont  imaginaires. 

453.  Les  axes  optiques  jouissent,  dans  tous  les  cas,  d'une  remar- 
quable propriété.  Imaginons  que  des  rayons  lumineux  émanent 
d'un  point  de  l'une  de  ces  droites  et  forment  un  pinceau  infini- 
ment petit  autour  de  la  droite.  D'après  la  propriété  des  axes 
optiques,  les  rayons  réfléchis,  de  quelque  manière  qu'on  les  as- 
semble, doivent  être  considérés  comme  formant  une  surface  déve- 
loppable;  et,  par  conséquent,  le  faisceau  réfléchi  paraîtra,  lui 
aussi,  émaner  d'un  point  unique. 

On  peut  établir  cette  conclusion  d'une  manière  plus  rigoureuse 
en  donnant  le  complément  suivant  à  notre  première  proposition. 
Imaginons  un  rayon  AM  venant  rencontrer  en  M  la  surface  réflé- 
chissante et  se  réfléchissant  suivant  un  rayon  MB;  et  supposons 
que  AM  fasse  partie  d'une  développable  qui  se  réfléchit  suivant  une 
développable.  Lorsqu'on  passera  de  AM  au  rayon  infiniment 
voisin  A7 M',  le  plan  AMB  sera  remplacé  par  un  plan  A'M'B'  qui 
coupera  le  premier  suivant  une  droite  ajxjî,  a,  jjl,  {3  étant  les  points 
de  cette  droite  situés  respectivement  sur  AM,  sur  la  normale  en  M 
et  sur  BM.  Les  plans  AMB,  A'M'B'  passant  par  deux  génératrices 
infiniment  voisines  de  la  développable  engendrée  par  AM,  la 
position  limite  de  a  est  le  point  de  contact  du  rayon  AM  avec  la 
courbe  qu'il  enveloppe;  et,  de  même,  (3  est  le  point  de  contact  du 
rayon  réfléchi  BM  avec  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable 
engendrée  par  ce  rayon.  Quant  à  ja,  c'est  évidemment  le  point  où  la 
normale  au  point  M'  de  la  courbe  d'incidence  infiniment  voisin 
de  M  vient  couper  le  plan  AMB.  Nous  avons  donc  le  théorème 
suivant  : 

Quand  une  développable  se  réfléchit  suivant  une  dévelop- 
pable, la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  rayons  in- 
cident et  réfléchi  avec  les  courbes  qu'ils  enveloppent  vient 
couper  la  normale  à  la  surface  réfléchissante  au  point  où  la 
surface  gauche  formée  par  les  normales  en  tous  les  points  de 
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la  courbe  d'incidence  est  tangente  au  plan  du  rayon  incident 
et  du  rayon  réfléchi. 

En  particulier,  quand  il  s'agit  d'un  axe  optique,  qui  est  né- 
cessairement situé  dans  un  plan  principal,  toutes  les  normales 
infiniment  voisines  de  la  normale  viennent  couper  ce  plan  en  un 
point  dont  la  position  limite  coïncide  avec  celui  des  deux  centres 
principaux  où  le  plan  principal  est  tangent  à  la  surface  des  centres. 
Si  y  désigne  ce  centre,  on  voit  que  [5  devra  être  sur  la  ligne  ay; 
et  cette  construction  est  toujours  la  même,  quelles  que  soient  les 
développables  formées  par  les  rayons  incidents.  Si  donc  ceux-ci 
émanent  de  a,  les  rayons  réfléchis  paraîtront  émaner  de  J3. 

Les  propriétés  établies  donnent  lieu  à  un  certain  nombre  de 
^conséquences  qu'il  ne  sera  pas  inutile  d'énoncer  explicitement. 

Si  les  rayons  incidents  sont  formés  par  un  système  d'axes  op- 
tiques de  la  surface,  les  développables  incidentes  se  réfléchissent 
suivant  d'autres  développables,  que  les  rayons  incidents  soient  ou 
ne  soient  pas  normaux  à  une  surface.  En  dehors  de  ce  cas  excep- 
tionnel, on  peut  dire  que,  si  la  réflexion  ne  détruit  pas  les  deux 
séries  de  développables,  supposées  distinctes,  formées  par  les 
rayons  incidents,  ceux-ci  sont  nécessairement  normaux  à  une 
surface.  Nous  avons  vu  en  effet  que,  si  le  rayon  incident  AM  est 
donné,  les  deux  seules  droites  qui  puissent  être  les  tangentes  en 
M  de  la  trace  d'une  développable  sur  la  surface  réfléchissante  sont 
dans  deux  plans  rectangulaires  passant  par  le  rayon  incident. 
Donc,  si  les  deux  séries  distinctes  de  développables  formées  par 
les  rayons  incidents  doivent  subsister  après  la  réflexion,  il  est  né- 
cessaire qu'elles  se  coupent  à  angle  droit  et  qu'elles  découpent  sur 
la  surface  réfléchissante  un  système  conjugué.  Ces  deux  conditions 
sont  d'ailleurs  suffisantes.  Ainsi  : 

Toutes  les  fois  que  les  deux  séries  de  développables  formées 
par  les  rayons  incidents  se  réfléchissent  toutes  suivant  des  dé- 
veloppables, les  rayons  incidents  sont  normaux  à  une  surface, 
à  moins  qu'ils  ne  constituent  un  des  quatre  systèmes  d'axes 
optiques  de  la  surface. 

Pour  que  des  rayons  incidents  normaux  à  une  surface  aient 
leurs  développables  conservées  par  la  réflexion,  il  faut  et  il 
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suffit  que  ces  développa  blés  découpent  sur  la  sur/ace  réfléchis- 
sante un  système  conjugué. 

454.  Considérons,  par  exemple,  une  surface  (S),  que  nous  sup- 
poserons quelconque,  et  des  rayons  lumineux  émanés  d?un  point 
O.  Ces  rayons  lumineux,  qui  forment  un  système  (I),  se  réflé- 
chissent sur  (S)  et  donnent  un  système  (R)  de  rayons  réfléchis 
normaux  à  une  surface  (Sf),  enveloppe  des  sphères  qui  passent 
par  le  point  O  et  ont  leur  centre  sur  (2).  Cette  surface  (S,)  est 
évidemment  homolhétique  à  la  podaire  de  O  par  rapport  à  (2); 
car  elle  est  le  lieu  des  symétriques  du  point  O  par  rapport  à  tous 
les  plans  tangents  de  (2).  Soit  OM  un  rayon  incident  se  réfléchis- 
sant au  point  M  de  (2).  Supposons  l'œil  placé  en  un  point  O'  sur 
la  direction  du  rayon  réfléchi;  il  recevra  un  pinceau  de  rayons 
émanés  de  O  et  réfléchis  dans  la  région  de  (2)  qui  avoisine  le 
point  M.  Ce  pinceau  de  rayons  réfléchis,  formé  par  des  normales 
à  (Si),  aura,  en  général,  deux  lignes  focales,  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre  et  placées  aux  deux  centres  de  courbure  principaux 
de  (2,)  qui  sont  sur  la  normale  O'M.  L'image  du  point  lumineux, 
pour  l'observateur  placé  en  O',  sera  plus  ou  moins  confuse;  elle 
sera  rapportée  par  cet  observateur  à  un  point  qu'aucune  règle 
précise  ne  permet  de  déterminer.  Mais,  dans  le  cas  particulier  où 
la  ligne  OM  est  un  des  axes  optiques  du  point  M,  tous  les  rayons 
réfléchis  paraîtront  émanés  d'un  point  unique  que  nous  avons 
appris  à  construire.  L'image  du  point  lumineux  sera  devenue  nette 
et  les  rayons  réfléchis  auront  un  foyer  qui  pourra  être  réel  ou 
virtueL  Le  ^>oint  M  a  reçu  de  Dupin  le  nom  d'ombilic  catop- 
trique  justifié  par  l'analogie  qu'il  présente  avec  les  ombilics  ordi- 
naires, avec  lesquels  il  se  confond  d'ailleurs  lorsque  le  rayon 
incident  est  normal  à  la  surface.  Si  la  surface  (2)  est  du  second 
degré,  il  y  aura,  pour  chaque  point  O,  douze  ombilics  catop- 
triques,  dont  quatre  seront  réels,  situés  à  l'intersection  de  cette 
surface  et  des  deux  génératrices  rectilignes  de  l'hyperboloïde- 
homofocal  qui  passe  au  point  O. 

Ici  les  rayons  incidents,  de  quelque  manière  qu'on  les  assemble, 
forment  toujours  des  cônes  et,  par  suite,  des  développables.  Pro- 
posons-nous de  déterminer  les  cônes  formés  par  les  rayons  inci- 
dents auxquels  correspondent  des  rayons  réfléchis  formant  une 


288  LIVRE   IV.    —   CIIAP.    XIII. 

développable.  D'après  les  propositions  précédentes,  ces  cônes 
devront  découper  sur  la  surface  réfléchissante  deux  systèmes  de 
lignes  conjuguées  qui  paraîtront  se  couper  à  angle  droit  lorsqu'on 
les  regardera  du  point  O.  D'ailleurs  la  détermination  de  ces  cônes 
équivaut  à  celle  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  (S,)  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  de  la  podaire  de  (S)  relativement  au  point 
O.  Ainsi  : 

Étant  donnée  une  surface  (S)  et  un  point  O,  les  lignes  de 
courbure  de  la  podaire  de  (S)  relative  au  point  O  corres- 
pondent à  deux  systèmes  de  lignes  conjuguées  tracées  sur  (5) 
et  qui  paraissent  se  couper  à  angle  droit  pour  un  observateur 
placé  en  O. 

Cette  proposition,  que  le  lecteur  établira  très  simplement  d'une 
manière  directe,  permet  de  déterminer  les  développables  formées 
par  les  rayons  réfléchis  lorsque  la  surface  (S)  est  du  second  degré. 
On  obtient  alors  la  construction  suivante,  que  nous  nous  conten- 
terons d'énoncer  : 

Les  courbes  d'incidence  des  cônes  qui  se  réfléchissent  suivant 
des  développables  sont  à  l'intersection  de  (S)  et  des  cônes  du 
second  degré,  de  sommet  O,  homofocaux  au  cône  de  même 
sommet  circonscrit  «(S);  elles  sont  aussi  les  courbes  de  contact 
des  développables  circonscrites  à  (2)  et  à  l'une  quelconque  des 
surfaces  du  second  degré  qui  passent  par  l'intersection  de  (2) 
et  de  la  sphère  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  point  O. 

455.  Dans  deux  Notes  publiées  en  1872  (*),  M.  Ribaucour  a 
indiqué  d'autres  applications  très  intéressantes  du  théorème  de 
Dupin.  Elles  reposent  essentiellement  sur  la  remarque  suivante, 
qui  est  à  peu  près  évidente  : 

Pour  que  les  développables  d'une  congruence  découpent  sur 
une  surface  du  second  degré  un  réseau  conjugué,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  deux  plans  focaux  de  chaque  droite  de  la  con- 


(  *  )   Ribaucour,   Sur  la  ttiéorie  des  lignes  de  courbure  (  Comptes  rendus, 
t.  LXXIV,  p.  1^89  et  1570,  i,r  semestre  1872). 
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gruence  soient  conjugués  par  rapport  à  cette  surface,  c'est- 
à-dire  que  chacun  d'eux  contienne  le  pôle  de  l'autre  ('). 

La  condition  précédente  étant  indépendante  du  point  où  chaque 
droite  de  la  congruence  coupe  la  surface,  on  en  déduit  tout  d'abord 
la  proposition  suivante  : 

Si  les  développables  formées  par  les  droites  d'une  con- 
gruence découpent,  à  leur  entrée,  un  réseau  conjugué  sur  une 
surface  du  second  degré,  elles  découpent  aussi  à  la  sortie  un 
second  réseau  conjugué. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  les  développables  se  coupent 
à  angle  droit.  On  aura  alors  une  congruence  de  normales  (I)  dont 
les  développables  découperont,  par  hypothèse,  un  réseau  conjugué 
sur  la  surface  du  second  degré  (S).  Les  deux  plans  focaux  de 
chaque  droite  (d)  de  la  congruence,  étant  à  la  fois  normaux  et 
conjugués  par  rapport  à  (S),  seront  aussi  conjugués  par  rapport  à 
toutes  les  surfaces  (S,-)  qui  sont  homofocales  à  (S);  par  consé- 
quent, les  développables  de  (I)  découperont,  sur  toutes  les  sur- 
faces (S/),  soit  à  Tentrée,  soit  à  la  sortie,  des  réseaux  conjugués. 
Si  donc  on  envisage  les  droites  de  la  congruence  comme  formant 
un  système  de  rayons  incidents  (I),  on  pourra  faire  réfléchir  ces 
rayons  sur  une  quelconque  (84)  des  surfaces  (S/).  On  aura  ainsi 
un  premier  système  de  rayons  réfléchis  (^  )  dont  les  développables 
correspondront  à  celles  de  (I);  et,  comme  elles  découpent  sur 
(Sf)  le  même  réseau  conjugué  que  les  développables  de  (I),  elles 
découperont  encore  sur  toutes  les  surfaces  homofocales  des  ré- 
seaux conjugués.  On  peut,  maintenant,  faire  réfléchir  le  faisceau 
(L)  sur  une  autre  surface  homofocale  (S2);  et  ainsi  de  suite.  En 
continuant  de  cette  manière,  on  obtient  une  suite,  en  général 
illimitée,  de  congruences  de  normales  (I),  (I|),  (12)?  •••  dont  les 
développables  se  correspondent  mutuellement  et  découpent  sur 


(')  Soit,  en  effet,  M  un  point  de  la  surface,  (d)  la  droite  de  la  congruence  qui 
passe  en  ce  point  et  Ml,  Ml'  les  traces  des  deux  plans  focaux  de  cette  droite  sur 
le  plan  tangent  en  M.  Le  plan  focal  passant  par  Ml  a,  comme  on  sait,  son  pôle 
sur  la  tangente  conjuguée  de  Ml.  Pour  que  les  deux  plans  focaux  soient  con- 
jugués, il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  Ml  et  Ml'  soient  des  tangentes 
conjuguées. 

D.  -  II.  19 
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toutes  les  surfaces  homofocales  des  réseaux  conjugués.  Si  Ton  \eul 
suivre  un  des  rayons  incidents,  on  reconnaîtra  aisément  que  les 
deux  surfaces  homofocales  qui  sont  tangentes  à  ce  rayon  de- 
meurent aussi  tangentes  à  toutes  ses  positions  successives. 

Ces  propriétés  si  élégantes  nous  ont  paru  mériter  d'être  si- 
gnalées. Dans  le  Chapitre  suivant,  nous  allons  poursuivre  celte 
étude,  qui  nous  permettra  d'ailleurs  de  compléter  les  résultats 
donnés  plus  haut  sur  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  du  second 
degré. 
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CHAPITRE   XIV. 

LA    SURFACE   DE    M.    LIOUVILLE 

KT    LES     SURFACES     DONT     LES     PLANS     PRINCIPAUX     SONT     CONJUGUÉS 

PAR    RAPPORT    A    UNE    SURFACE    DU    SECOND    DEGRÉ. 

Les  surfaces  dont  les  plans  principaux  sont  conjugués  par  rapport  à  une  surface 
du  second  degré.  —  Théorème  de  M.  Ribaucour  relatif  aux  développables 
formées  par  les  normales.  —  Indication  de  deux  surfaces  remarquables  satis- 
faisant à  la  définition  précédente.  —  Système  des  surfaces  h  o  m  o  foc  a  les  du  second 
degré.  —  Surface  qui  admet  pour  normales  les  tangentes  communes  à  deux 
homofocales.  —  Lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde.  —  Équation  en  coordonnées 
elliptiques  d'une  droite  quelconque;  théorème  de  Jacobi  relatif  à  l'intégration 
des  équations  abéliennes  les  plus  simples.  —  Propositions  analogues  aux  théo- 
rèmes de  M.  Chasles  sur  les  polygones  de  périmètre  maximum  ou  minimum  in- 
scrits ou  circonscrits  à  une  ellipse.  —  Intégration  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  dont  les  plans  principaux  sont  conjugués  par  rapport  à 
une  surface  du  second  degré.  —  L'intégrale  générale  est  de  forme  transcendante, 
mais  le  théorème  d'Abel  permet  de  définir  un  nombre  illimité  de  solutions 
algébriques.  —  Extension  de  la  méthode  précédente  à  la  détermination  d'un 
système  triple  orthogonal  qui  dépend  de  trois  fonctions  arbitraires  d'une  va- 
riable. 


io6.  Considérons,  d'une  manière  générale,  une  surface  (2) 
dont  les  plans  principaux  soient  conjugués  par  rapport  à  une  sur- 
face du  second  degré  (S),  représentée  en  coordonnées  tangen- 
tielles  par  l'équation 

(i)  Aa*-+-B^-+-C(v*—  p*  =  o. 

Soient  u,  t>,  <v,  p  les  coordonnées  d'un  plan  tangent  quelconque 
de  (2).  Nous  supposerons  que  Ton  ait 

(2)  M*  ■+-  V*  -4-  W*  =  I 

et  que  Ton  ait  choisi  comme  variables  indépendantes  les  para- 
mètres a  et  {3  des  lignes  de  courbure.  On  pourra  écrire  alors 

(3)  du*  -4-  d\>*  -f-  dw*  =  edx*-r-  g d}*> 

et    m,  r,  «v,  p  seront  (n°  431)   des   solutions   particulières   de 
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l'équation 

(4)  àzà$       <ie   d,3  àz       7$  àz  dr?  ~°' 

D'autre  part,  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  étant 

(5)  «X  +  vY  +  wZ+/)  =  o, 

les  plans  principaux  sont  définis  par  les  équations  suivantes 

(^!1\      ^ÎI  y      ^—  7      ^£  — 
dz  "         dz     "^  dz  dz  ~~    ' 


au  „        dv  .,       dw , 


t  =  < 


que  Ton  obtient  en  prenant  les  dérivées  de  la  précédente  par  rap- 
port à  a  et  à  p.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces 
plans  soient  conjugués  par  rapport  à  la  surface  du  second  degré 
(S)  est,  comme  on  sait, 

.  du  du        n  àv  àv  dw  dw        dp  dp 

Or  cette  condition  est  équivalente  à  la  suivante  :  la  fonction 
(8)  <r=  Aws-i-  Be* -+- C «>*-/>* 

doit  être  une  solution  particulière  de  l'équation  linéaire  (4)>  de 
sorte  que  la  recherche  des  surfaces  (S)  qui  satisfont  à  la  condition 
indiquée  peut  se  ramener  au  problème  suivant  : 

Trouver  une  équation  de  la  forme 

«P6  M         àO 

rj/  àzà$  àz  à$ 

admettant  cinq  solutions  particulières  u,  r,  <v,  py  ?  liées  par 
les  relations  (2)  et  (8). 

Cette  forme  particulière  donnée  au  problème  va  nous  conduire 
à  une  propriété  de  la  surface  (£).  Remplaçons  successivement, 
dans  l'équation  (4),  0  par  u,  c,  w>,  p\  et  ajoutons  les  équations 

obtenues,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  A-r-> 
B-A  C  -r->  —  -p-  En  tenant  compte  de  l'équation  (7),  nous  au- 
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rons 

En  intégrant,  on  trouve 

■»>    ■Kg)'-fê)*+c(s)'-(ï)'— 

a,  désignant  une  fonction  de  a;  et,  si  l'on  remplace  e  par  sa  valeur 
déduite  de  l'équation  (3),  on  a 

.,.,   ,»_„>(£)■.<.-*>(£)■*«:-.,>£)■-(£)•_* 

Tout  étant  symétrique  en  a  et  fJ,  on  peut  joindre  à  cette  relation 
la  suivante 


(12)      ( 


i_h)(*i)v,.-h)($),+«o-h,(5),-(j)'.» 


où  p,  est  une  fonction  de  (î. 

Si  l'on  se  reporte  aux  équations  (6),  on  reconnaît  que  ces  rela- 
tions expriment  la  propriété  suivante  : 

Les  normales  à  la  surface  cherchée  en  tous  les  points  d'une 
ligne  de  courbure  de  la  surface  (S)  forment  une  développable 
qui  est  circonscrite  à  l'une  des  surfaces  du  second  degré  ho- 
mofocales  à  (S). 

En  efTet,  l'équation  (î  î)  exprime  que  le  plan  principal  qui  cor- 
respond à  la  ligne  de  courbure  (a)  demeure  tangent  à  une  surface 
homofocale  dont  le  paramètre  a,  ne  dépend  que  de  a. 

La  propriété  précédente  est  due  à  M.  Ribaucour  qui  l'a  énoncée 
dans  les  articles  déjà  cités;  le  lecteur  pourra  l'établir  aussi  par  la 
Géométrie. 

4o7.  Nous  laisserons  de  côté,  dans  l'étude  qui  va  suivre,  le  cas 
où  l'une  des  fonctions  at,  (3,  se  réduirait  à  une  constante.  Alors 
une  des  nappes  de  la  surface  des  centres  de  (2)  se  réduira  à  une 
surface  (S,)  homofocale  à  (S).  Il  suffira  évidemment,  d'après  les 
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remarques  que  nous  avons  présentées  au  n°44l ,  de  tracer  sur  (Sf  ) 
une  famille  quelconque  de  lignes  géodésiques ;  leurs  tangentes 
seront  les  normales  de  la  surface  cherchée.  L'étude  de  ce  cas  spé- 
cial se  ramène  donc  à  celle  des  lignes  géodésiques  d'une  surface 
du  second  degré,  que  nous  présenterons  plus  loin. 

On  peut,  dès  à  présent,  indiquer  des  solutions  assez  étendues 
du  problème  proposé.  Considérons  la  surface  définie  en  coordon- 
nées tangentielles  par  l'équation 

(i'i)  Am'  +  Bp^Cw1  — pl  —  lau  -r-  ibv  -r-  iav  -+-  ihp  -+-  A\ 

où  a,  6,  c,  A,  k  sont  des  constantes  quelconques  et  où  l'on  sup- 
pose //,  t>,  w  liés  par  la  relation  (2).  Pour  tous  les  points  de  cette 
surface,  la  solution  que  nous  avons  désignée  par  a  sera  une  fonc- 
tion linéaire  de  u,  v,  w,  p  et,  par  suite,  elle  satisfera  aussi  à  l'équa- 
tion (4).  Donc  : 

La  surface  représentée  en  coordonnées  tangentielles  par 
l'équation  (i3)  jouit  de  la  propriété  que  les  normales  en  tous 
les  points  d'une  ligne  de  courbure  soient  tangentes  à  une 
même  surface  du  second  degré  homofocale  à  (S). 

Ce  théorème  équivaut,  évidemment,  à  l'intégration  de  l'équa- 
tion différentielle  des  lignes  de  courbure;  car,  si  Ton  exprime 
que  la  normale  est  tangente  à  une  surface  homofocale  déterminée, 
on  aura  une  équation  en  termes  finis  qui  déterminera  le  lieu 
décrit  par  le  pied  de  la  normale.  • 

Nous  retrouverons  plus  loin  la  surface  définie  par  l'équa- 
tion (i3). 

458.  On  peut  répéter  la  théorie  précédente  en  coordonnées 
ponctuelles.  Soient  #,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  (S)  et 
posons 

d4  >  'ir  =  x*  -f-  j*  -f-  c«. 

Nous  savons  (n°  113)  que  x7  y,  z,  r,  considérés  comme  fonc- 
tions des  paramètres  a,  (3  des  lignes  de  courbure,  satisferont  à  une 
équation  de  la  forme 

<l5>  3î3p-Hm*S-4-,,*55=0- 
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Les  plans  principaux  de  la  surface  auront  ici  pour  équations 

/  v  àx       v  ày       „  <)z        dr 

\       du  dz  dot        dz 

^«6>  <         ^ 

J       dx       „ày        „  dz        dr 

En  exprimant  qu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  (S),  nous 
obtiendrons  la  relation 

dx  dr  ày  dy        r  ôz  dz        dr  dr  _ 

àï  d^~^      t* .3jj  "*"  LJ*  à$~Tz  IFi  ~"°* 

Cette  équation  exprime  que  la  fonction 

(17  >  <ti  =  Aj»  -+-  Hy*  -+-  C5*  —  r* 

est  une  solution  particulière  de  l'équation  (i5);  et  le  problème 
est  ramené  à  trouver  une  équation  de  celte  forme  pour  laquelle 
on  ait  cinq  solutions  x,  y,  5,  r,  Tf  liées  par  les  deux  relations  (  1  4  ) 
et  (17). 

La  surface  pour  laquelle  ces  cinq  solutions  sont  liées  par  une 
relation  linéaire  à  coefficients  constants 

(18)  <Ji  =  ax  -r-  by  -\-  r  z  -+-  dr  -+-  e 

est  une  cyclide  générale;  elle  donne  lieu  aux  mêmes  remarques 
que  précédemment;  et  l'on  reconnaît  ainsi,  par  une  nouvelle 
méthode,  que  les  lignes  de  courbure  de  cette  surface  sont  algé- 
briques. 

4o9.  Les  deux  propositions  précédentes  nous  font  connaître 
des  surfaces  pour  lesquelles  les  développables  formées  par  les 
normales  interceptent  sur  une  surface  du  second  degré  un  réseau 
conjugué.  Mais  ces  surfaces  sont  loin  d'être  les  seules  qui  pos- 
sèdent la  propriété  précédente  :  si  l'on  exprime,  en  effet,  que  les 
deux  plans  principaux  relatifs  à  chaque  point  d'une  surface  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré,  on  sera 
évidemment  conduit  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre.  Lorsqu'on  emploie  les  coordonnées  ponctuelles,  on 
reconnaît  aisément  que  cette  équation  est  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  du  second  ordre  de  z,  mais  elle  est  d'une  forme  assez 
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compliquée  par  rapport  à  x,  y,  z  et  aux  dérivées  premières.  Nous 
allons  montrer  qu'on  peut  l'intégrer;  mais  nous  devons,  aupara- 
vant, rappeler  des  résultats  très  importants  que  la  théorie  des  sur- 
faces homofocales  doit  à  Jacobi  et  à  M.  Liou ville. 
Considérons  les  surfaces  homofocales  définies  par  l'équation 

X*  vî  Z* 

(19)  .   -f-  /     r  -\ =r  —  I  =  o, 

*  a  —  A        b  —  A        c  —  A 

où  nous  supposerons 

a  >  b  >  c. 

On  peut  les  distribuer  en  trois  familles  (n°  122)  [I,  p.  îS^], 
les  ellipsoïdes  (p2),  les  hyperboloïdes  à  une  nappe  (p,)  et  les  hy- 
perboloïdes à  deux  nappes  (p).  On  a 


(*>) 

pi  <  c    :  ?i  <  b  <  p  <  a; 

si  l'on  pose 

(21) 

\  f{u)^--\{a  —  u)(b  —  u)(c  —  u), 

)     o(u)^- (u  —  p)(ll  —  pi)(U  —  ?t), 

on  aura  identiquement 

(  *22) 

**     ,     r*     ,     **       ,_,?(") 

a  —  u       b—u       c  —  u                 /(w) 

et  l'élément  linéaire  de  l'espace  sera  déterminé  par  la  formule 

la  somme  2  étant  étendue  ici,  et  dans  la  suite,  aux  valeurs  o,  1 ,  2 
de  l'indice. 

On   sait  que,  lorsqu'on  a  un  système  orthogonal  quelconque 
dans  lequel  l'élément  linéaire  a  pour  expression 

i  >4)  ^2  =  Hf  rfp'n-  Hî  dp\  -+-  H*  dpi 

on  peut  écrire  les  formules  suivantes 

'  <)x    àx        ùy   dy         <)z   ôz  '     w      ^  H/  <*p/   <>p/ 
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relatives  à  deux  fonctions  0,  0|  que  Ton  suppose  exprimées  en 
fonction  de  x,  y,  z  dans  les  premiers  membres  des  équations  et 
en  fonction  de  p,  p,,  p2  dans  les  derniers.  L'équation 

<*7)  A(e,  e,)  =  o 

exprime  la  condition  pour  que  les  deux  familles  de  surfaces 

0  ==  const.,         Bi  =  const. 

se  coupent  à  angle  droit. 

Si  Ton  applique  ces  formules  aux  coordonnées  elliptiques,  on 
aura 

*'  ;       ^cp'(p,)  dp*    àpt 

Cela  posé,  voici  la  remarque  essentielle  que  l'on  doit  à  M.  Liou- 
ville(*). 

160.  Il  existe  évidemment  une  fonction  0  dont  les  dérivées  sont 
données  par  les  formules 

(3o)  Wi)  =       /(PO       '        «  =  0>'>*)> 

où  A  et  B  désignent  deux  constantes;  et  cette  fonction  0  satisfait, 
on  le  reconnaît  en  appliquant  la  formule  (28),  à  l'équation 

(3i)  A(8)=-=i. 

Si  Ton  remplace  A  et  B  respectivement  par  —  (a  +  (5)  et  ajï, 
on  a 


-VY*^*** 

les  radicaux  pouvant  être  pris  avec  des  signes  quelconques. 
Il  résulte  immédiatement  de  l'identité  (25)  que  l'équation 

8  =  const. 


(»)J.  Liou ville,  Sur  un  théorème  de  M.    Chastes  {Journal  de  Ltouville, 
t.  XVI,  p.  6;  i85i).  Voir  aussi  l.  XII  du  môme  Recueil,  p.  4*8  et  suiv. 
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représente,  en  coordonnées  elliptiques,  une  famille  de  surfaces 
parallèles.  M.  Liouville  a  montré  que  ces  surfaces  sont  celles 
dont  l'existence  avait  été  établie  a  priori  par  M.  Chasles  et  dont 
les  centres  de  courbure  sont  distribués  sur  deux  surfaces  homofo- 
cales  (n°  412);  les  constantes  a  et  [3  sont  précisément  les  para- 
mètres de  ces  deux  surfaces.  Voici  comment  on  peut  établir  cette 
belle  proposition. 

L'équation  (3i)  étant  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et 
de  (î,  on  peut  la  différentier  par  rapport  à  chacune  de  ces  con- 
stantes, ce  qui  donnera  les  deux  relations 


(33) 


(*5)-- 


qui  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et  de  (3. 

Si  Ton  remarque  d'ailleurs  (n°356)  que  chacun  des  termes 
de  0,  et  par  suite  0,  considéré  comme  fonction  de  a  et  de  t3,  salis- 
fait  à  l'équation 

(34)  ("-«3ï3?-5  s-*-;*?3"0' 

on  reconnaîtra  immédiatement  que  l'on  peut  ajouter  aux  deux 
équations  (33)  la  suivante 

qui  s'obtient  en  les  retranchant  l'une  de  l'autre. 

Différentions .enfin  par  rapport  à  P  la  première  équation  (33); 
nous  obtiendrons 

ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  précédente, 

<36)  aU'<>f)=0' 

équation  qu'il  serait  aisé  de  vérifier  directement. 

L'ensemble  des  trois  équations  (33)  et  (36)  exprime  que  les 
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trois  familles  de  surfaces  représentées  par  les  équations 

O;)  e  =  const. 

os  de 

(38)  -r-  =  81  =  const.,         -75  =  8j  =  const. 

se  coupent  mutuellement  à  angle  droit;  et,  comme  la  première 
famille  est  composée  de  surfaces  parallèles,  les  deux  autres  le 
sont  des  deux  séries  de  développables  dans  lesquelles  on  peut 
distribuer  les  normales  aux  surfaces  de  la  première  famille. 

461.  11  ne  reste  plus  qu'à  obtenir  la  signification  des  constantes 
a  et  (3.  Remarquons  d'abord  que  ces  constantes  sont  réelles  toutes 
les  fois  qu'il  en  est  de  même  des  surfaces  parallèles  ou,  ce  qui  est 
la  même  chose,  de  la  fonction  0.  En  effet,  /(p)  et  /(pî)  sont  po- 
sitives; mais  /(p^est  négative.  Il  faut  donc,  pour  que  les  dérivées 
de  6  soient  réelles,  que  l'on  ait 

(p--*)(p-?)>of        (Pi-«)(Pi-P)<o,        (j>i- *)(pi- ?)>o: 

ces  inégalités  montrent  non  seulement  que  a  et  p  sont  réelles, 
mais  aussi  que  l'on  a 

(39;  p2<  3  <  pt<  a  <  p; 

a  et  p  pourront  être  les  paramètres  de  deux  hyperboloïdes  à  une 
nappe,  mais  non  ceux  de  deux  ellipsoïdes  ou  de  deux  hyperbo- 
loïdes à  deux  nappes. 

Considérons  maintenant  une  des  développables  représentées  par 
l'équation 

-:-  =  0i  =  consl., 

07. 


qui,  diflférentiée,  nous  donne 

2*V  (p/-'«)/(?i/ 


<*»  2ii/,-    "l'7,i-,d?i=o. 


On  voit  que,  si  0/  devient  égal  à  a,  on  a 

rfp/=  o. 

Donc  toutes  ces  développables  sont  tangentes  à  la  surface  homo- 
focale  dont  le  paramètre  est  a. 
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De  même  les  développables 

(40  -jô  =  ei=  const- 

sont  toutes  tangentes  à  la  surface  homofocale  de  paramètre  |3.  Par 
suite,  les  deux  faomofocales  de  paramètres  a  et  [3  forment  bien  les 
deux  nappes  de  la  surface  des  centres  de  courbure  pour  les  surfaces 
parallèles  représentées  par  l'équation  (3y). 

462.  Nous  allons  d'abord  développer  les  conséquences  des  ré- 
sultats précédents  en  ce  qui  concerne  les  lignes  géodésiques  des 
surfaces  du  second  degré. 

Les  développables 

OS 
(4a)  —  =  6i  =  const. 

étant  tangentes  à  la  surface  homofocale  de  paramètre  a  ont,  par 
suite,  leur  arête  de  rebroussement  sur  la  surface  de  paramètre  $ 
(n°  441).  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  cette  surface  soit 
un  ellipsoïde  :  en  faisant,  dans  l'équation  précédente,  p2  =  fi,  on 
trouvera 


(43 >    Ma^àf) d?  +MpA)/(p.) d?i = const- 

Cette  équation  représentera  une  ligne  géodésique  de  l'ellipsoïde 
(P),  et  il  résulte  des  remarques  présentées  au  numéro  cité  que 
Ton  aura  loutes  les  lignes  géodésiques  en  faisant  varier  a  et  la  con- 
stante du  second  membre  (').  Il  suffira  d'ajouter  que,  d'après  la 
forme  même  de  l'équation  (43),  toutes  les  lignes  géodésiques  qui 


(')  C'est  à  Jacobi  que  Ton  doit,  comme  l'on  sait,  la  détermination  des  lignes 
géodésiques  de  l'ellipsoïde.  (  Voir  la  Note  von  der  geodàtischen  Linie  au/  einem 
Ellipsoïd  und  den  verse kiedenen  Anwendungen  einer  merkwiirdigen  analyti- 
schen  Substitution,  publiée  en  1839  au  tome  XIX  du  Journal  de  Crellet  p.  309.  ) 
Cette  Note,  très  importante  pour  l'histoire  des  idées  de  Jacobi  et  de  ses  décou- 
vertes en  Mécanique,  a  été  reproduite  en  i84i  dans  le  Journal  de  Liouville 
(t.  VI,  p.  267).  Elle  a  provoqué  presque  immédiatement  une  foule  de  travaux  in- 
téressants qui  figurent  dans  les  tomes  suivants  de  ce  Recueil.  Dans  ces  dernières 
années,  la  théorie  des  lignes  géodésiques  a  été  reprise  par  MM.  CAYLEYet  Weier- 
strass  et  par  plusieurs  autres  géomètres. 
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correspondent  à  une  même  valeur  de  a  seront  tangentes  à  une 
même  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde;  car,  si  a  est,  par  exemple, 
le  paramètre  d'un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  on  trouve  dp  =  o 
en  faisant  p  =  a. 

463.  On  peut  se  proposer  de  déterminer  l'élément  linéaire  de 
l'espace  lorsqu'on  prend  pour  coordonnées  curvilignes  les  fonc- 
tions 0,  0|,  Ba,  c'est-à-dire  lorsqu'on  rapporte  les  points  au  sys- 
tème triple  orthogonal  formé  par  les  surfaces  parallèles  (0)  et  les 
deux  familles  de  développables.  Un  calcul  facile  donne  alors 

d*>  =  rfe»  -  n  («-p)(--p.X'-P»)  rfeî 

(î4)  j  ,(i*-p)(ft-Pt)(ft-?^ 

Si  l'on  remplace  p2  par  [3,  on  aura  l'élément  linéaire  de  l'ellip- 
soïde (P) 

(45)  <fr»=rfe«-H4(p-a)(«-pi)rfei; 

et  il  suffit  d'appliquer  un  théorème  de  Gauss  que  nous  donnerons 
plus  tard  pour  retrouver  les  résultats  précédents,  c'est-à-dire  pour 
reconnaître  que  les  courbes 

Oj  =  const. 

sont  des  lignes  géodésiques.  La  formule  précédente  fera  ainsi 
connaître  la  longueur  de  l'arc  et  les  trajectoires  orthogonales  des 
géodésiques  tangentes  à  une  même  ligne  de  courbure. 

464.  Nous  nous  sommes  étendu  sur  les  remarques  précédentes 
qui  Complètent  les  résultats  déjà  donnés  au  n°  442.  Nous  allons 
maintenant  développer  d'autres  conséquences  et  considérer  les 
deux  équations  simultanées 

de  de 

(46)  —  =  const.,  vô  =  const., 

qui  représentent  l'intersection  de  deux  développables  appartenant 
à  des  sytèmes  différents,  c'est-à-dire  une  droite  tangente  aux  deux 
surfaces  homofocales  (a)  et  ((3). 

D'après  la  définition  de  0,  la  longueur  s  portée  sur  la  droite  à 
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partir  d'une  origine  convenablement  choisie  sera  égale  à  B.  On 
aura 

(47)  *  =  «■ 

Si  nous  diflerenlions  celte  équation  en  même  temps  que  les 
ileux  précédentes,  nous  obtiendrons  un  système  que  Ton  ramènera 
aisément  à  la  forme  suivante  : 

C ^ -. 


Wîpi-  «)(p*-P)/<p/) 


Pi  dpi  =Q 

.         •(>'/-  »)(P/-P)/(P/)         ' 

f  y        p'rfp/        =  ^ 
l^^(p/-«)(p/-P)/(p/> 

chaque  radical  devant  être  pris  avec  le  même  signe  dans  les  trois 
équations. 

Les  deux  premières,  qui  ne  contiennent  pas  s,  sont  évidemment, 
en  coordonnées  elliptiques,  les  équations  différentielles  d'une 
droite  tangente  aux  deux  surfaces  homofocales  (a)  et  (,3). 
Cette  proposition  de  Jacobi  (')  donne,  dans  le  cas  le  plus  simple, 
l'interprétation  géométrique  du  théorème  d'Abel.  On  voit  que  les 
équations  (48)  peuvent  être  intégrées  de  deux  manières  différentes  : 
on  peut  d'abord  employer  des  quadratures  qui  établiront  des  re- 
lations entre  des  intégrales  hyperelliptiques  ;  maison  peut  aussi 
les  intégrer  algébriquement;  car  il  suffira  d'écrire  les  équations 

(4g)  ,r  =  ms  -t-  ;i,         f  =  w'i  +  n',         z  =  m" s  -f-  /i, 

et  d'adjoindre  à  la  condition 

m*  -f-  m'*  -h  m"1  =  i 

les  deux  relations  qui  expriment  que  la  droite  est  langenle  aux 
deux  surfaces  homofocales  de  paramètres  a  et  {3.  On  remplacera 


(')  Voir  la  Note  déjà  citée  plus  haut  et  la  trentième  Leçon  des  Vorlesiuigen 
iiber  Dynamik,  On  pourra  consulter  aussi  le  second  Mémoire  sur  quelques  cas 
particuliers  où  les  équations  du  mouvement  d'un  point  matériel  peuvent  s'in- 
tégrer publié  par  M.  Liouville  en  18^7  (Journal  de  Liouville,  t.  XII,  1™  série, 
p.  410). 
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ensuite  x,y,  z  en  fonction  de  p,  pt9  p2  et  l'on  obtiendra  les  in- 
tégrales algébriques  du  système  (48).  Ces  intégrales  peuvent  être 
présentées  sous  des  formes  très  variées  5  mais  nous  nous  attacherons 
surtout  aux  propriétés  géométriques. 

«465.  Jusqu'ici  nous  avons  fait  abstraction  des  signes  des 
radicaux.  Si  Ton  veut  déterminer,' par  exemple,  les  droites  de  la 
congruence  qui  passent  par  un  point  de  l'espace,  il  faudra  en 
tenir  compte.  Considérons  p,  pM  p2  comme  donnés,  les  deux 
premières  équations  (48)  déterminent  les  rapports  des  différen- 
tielles rfp,  tfpt,  dp 2.  En  attribuant  aux  radicaux  tous  les  signes 
possibles,  on  obtiendra  quatre  directions  différentes  et,  par  suite, 
quatre  droites  passant  par  le  point  considéré.  Ces  droites  sont  les 
intersections  des  deux  cônes  circonscrits  aux  surfaces  (a)  et  (j3) 
qui  ont  leur  sommet  au  point  considéré;  elles  sont  placées  symé- 
triquement par  rapport  aux  trois  normales  aux  surfaces  homofo- 
cales  qui  se  croisent  en  ce  point.  L'une  d'elles  donnera  toutes  les 
autres  si  on  la  considère  comme  un  rayon  incident  qui  se  réfléchit' 
successivement  sur  les  trois  surfaces  homofocales;  et,  si  l'on  veut 
passer  de  Tune  d'elles  à  celle  qui  est  placée  symétriquement  par 
rapport  à  la  normale  de  la  surface  (p/),  il  suffira  de  changer  le 
signe  du  radical  qui  entre  dans  les  termes  en  rfp,-.  Ces  remarques 
très  simples  nous  conduisent  à  la  généralisation  suivante  des  beaux 
théorèmes  de  Chasles  sur  les  polygones  de  périmètre  maximum 
ou  minimum  inscrits  ou  circonscrits  à  une  ellipse. 

Considérons  un  rayon  lumineux,  tangent  aux  deux  surfaces 
homofocales  (a)  et  ({3),  qui  se  réfléchit  successivement  sur  les 
surfaces  homofocales  (Sf),  (S2),  ....  Supposons  qu'après  un 
certain  nombre  de  réflexions  il  vienne  coïncider  avec  sa  position 
initiale.  Nous  allons  montrer  que,  s'il  en  est  ainsi,  la  même  pro- 
priété appartiendra  à  tous  les  rayons  qui  sont  tangents  aux  mêmes 
surfaces  homofocales  que  le  rayon  considéré.  En  d'autres  termes, 
si  un  polygone  est  circonscrit  à  deux  surfaces  homofocales  et 
si  ses  sommets  sont  placés  sur  d'autres  surfaces  homofocales 
aux  premières,  de  telle  manière  que  la  normale  en  chacun  de 
ces  sommets  à  la  surface  homofocale  qui  contient  ce  sommet 
soit  la  bissectrice  intérieure  de  V angle  formé  par  les  deux 
côtés  qui  se  croisent  en  ce  sommet,  il  y  aura  une  infinité  de 
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polygones  ayant  les  mêmes  propriétés,  l'un  quelconque  des 
sommets  de  ces  polygones  pouvant  se  déplacer  arbitrairement 
sur  la  surface  qu'il  est  assujetti  à  décrire. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de  netteté,  que  tous  les  sommets 
du  polygone  décrivent  la  même  surface,  par  exemple  un  ellipsoïde 
(E)  de  paramètre  y.  Admettons  encore  que  les  côtés  soient  tan- 
gents à  un  ellipsoïde  (E0)  de  paramètre  (3,  qui  sera  nécessairement 
intérieur  à  (E),  et  à  un  hyperboloïde  à  une  nappe  (H0),  de  para- 
mètre a.  Considérons  les  côtés  du  polygone  comme  limités  aux 
sommets  A,,  A2,  A3,  . . . ,  Am.  Le  polygone  sera  tout  entier  entre 
(E)  et  (E0);  et,  si  l'on  désigne  par  p,  p,,  p2  les  coordonnées  ellip- 
tiques d'un  de  ses  points,  on  aura,  d'après  cette  remarque  et  les 
inégalités  déjà  établies, 

(5o>  v  <  pt<  ?  <  c<?!<  *<  b  <  p  <a. 

Cela  posé,  considérons  les  coordonnées  elliptiques  de  chaque 
point  du  polygone  comme  des  fonctions  de  la  distance  de  ce  point 
au  sommet  initial  At,  distance  s  qui  croît  de  zéro  jusqu'à  la  valeur 
totale  du  périmètre.  Si,  pour  abréger,  on  pose 

r>.)  AV>=/(«)(«--*)(«  — P). 

on  aura,  sur  chaque  côté, 

dp  dç>j  dpt     __ 

(       '  W(p)  +  A(Pl)  ^A(pt)         °' 

?*dp       p\dpx        PÎdpt^j- 
A(p).    '    A(p.)        A(pt) 

les  radicaux  étant  pris  chaque  fois  avec  le  signe  convenable.  Ce!» 
équations  nous  donnent 


(53) 


dp     __  ds 

dpi    __  —  ds 


H?i)      (P  —  Pi)(Pi — pi) 

dpt    __  ds 

mm  ""  (p— pikpi— p»)" 
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Par  conséquent,  lorsque  s  croîtra,  les  trois  différentielles 

d?        _    dpt  dpt 

A(p)'  A(p,)'      A(pt) 

demeureront  toujours  positives. 

Cette  remarque  étant  admise,  intégrons  la  première  équation 
(5*i),  l'intégrale  étant  étendue  à  tout  le  contour  P  du  polygone,  ce 
qui  donnera 

<5<>        J  iév  s&W  Mp7r°- 

Nous  allons  calculer  la  valeur  de  chacune  des  trois  intégrales 
qui  figurent  dans  cette  équation.  Pour  la  troisième,  p2  commencera 
par  varier  de  y  à  P  lorsqu'on  passera  de  A,  au  point  de  contact  de 
A,A2  avec  l'ellipsoïde  (E0).  Ensuite,  lorsqu'on  passera  de  ce 
point  de  contact  au  sommet  A2,  p2  décroîtra  de  (3  à  y;  mais, 
comme  l'élément  de  l'intégrale  doit  rester  positif,  il  faudra 
changer  le  signe  de  A(p2).  On  aura  donc,  pour  le  premier  côté, 

•>.  /     -A*  Comme  il  en  est  de  mémo  pour  tous  les  autres,  la 

dernière  intégrale  de  l'équation  précédente  aura  pour  valeur 


VT    MpT)' 


A  étant  pris  avec  le  signe  +. 

Considérons  maintenant  les  deux  premières  intégrales.  Leurs 
éléments  ne  présentent  aucune  discontinuité  aux  sommets  du 
polygone.  En  effet,  p  et  p!  varient  toujours  dans  le  même  sens 

quand  on  passe  d'un  côté  au  suivant;  et,  comme  t~->  .  ,^\  con- 
1  !  '  ^     H?)    ^(pi) 

servent  leurs  signes,  il  en  est  de  même  des  radicaux  A(p),  A(o,); 
p  et  pt  varient  donc  toujours  dans  un  sens  déterminé  jusqu'à  ce 
qu'ils  atteignent  une  des  limites  entre  lesquelles  ils  sont  néces- 
sairement compris;  p,  par  exemple,  doit  être  compris  entre  b  et  a; 
s'il  a  commencé  à  croître,  il  atteindra  «,  puis  il  décroîtra  néces- 
sairement jusqu'à  6,  et  ainsi  de  suite;  quand  on  sera  revenu  au 
point  de  départ,  il  reprendra  sa  valeur  initiale,  à  laquelle  il  par- 
viendra nécessairement  en  croissant,  comme  cela  avait  lieu  au 
départ.  On  aura  donc,  tous  les  éléments  de  l'intégrale  étant 
D.  —  II.  20 
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positifs, 

J     HF)  =  *nJb   M?)' 

le  radical  étant  pris  dans  le  second  membre  avec  le  signe  -+-. 

n  est  un  nombre  pair;  car  il  est  égal  au  nombre  des  points  du 
polygone  pour  lesquels  p  prend  la  valeur  b\  et  ces  points,  qui, 
par  suite  des  inégalités  (3o),  sont  les  seuls  où  le  polygone  coupe 
le  plan  des  xz,  sont  nécessairement  en  nombre  pair. 

On  trouvera  de  même 


J       A(Pl)  nJc     Mp,) 


le  radical  A  (pi  )  étant  pris  dans  le  second  membre  avec  le  signe  -f- 
et  n'  étant  encore  un  nombre  pair. 

En  substituant  les  diverses  valeurs  obtenues  dans  l'équation, 
on  a  donc  l'égalité 

n  et  n!  étant  des  nombres  pairs.  Si  l'on  avait  employé  la  seconde 
équation  (32),  on  aurait  trouvé  de  même 

r??*d?î      ra?d?     >  r*?id?\ 
(55>«         »     T7-^-^nl  h*—*!  77-^=°- 

Jy      MPl)  Jb      A(P)  Je       Mpl) 

Nous  pouvons  conclure  immédiatement  de  ces  deux  relations 
qu'iV  n'est  pas  possible  en  général  d'inscrire  dans  l'ellipsoïde 
un  polygone  circonscrit  aux  deux  sur/aces  (E0)  et  (H0). 

466.  Supposons  que  les  deux  équations  précédentes  soient 
vérifiées  et  qu'il  y  ait  un  polygone  (P),  inscrit  dans  (E),  circon- 
scrit à(E0)età(H0).  Soient  jx  et  pi,  les  valeurs  de  p  et  de  p,  pour  le 
sommet  At.  Si  l'on  prend  un  point  B,  infiniment  voisin  de  A,  et 
que  Ton  mène  de  ce  point  la  tangente  commune  à  (E0),  (H0)  qui 
est  très  voisine  de  A,  A*,  puis  que,  du  point  Ba  où  sette  tangente 
coupe  (E),  on  mène  la  tangente  commune  voisine  de  A2A3,  et 
ainsi  de  suite;  on  finira  par  obtenir  sur  (E)  un  point  B',  qui  sera 
très  voisin  de  BI}  la  ligne  brisée  B,  B2. .  .B/nB'l  s'écartant  très  peu 
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de  A|  A2..*AmÀ|.  H  faut  prouver  que  cette  ligne  brisée  se  fer- 
mera, c'est-à-dire  que  B',  coïncide  avec  B,.  Soient  p'  et  p',  les 
valeurs  de  p  et  de  pf  relatives  au  point  B'r  Nous  aurons  évidem- 
ment 

!dp'  dp\  dp  dpx 

Mp')      MpI;      Mp)      MpO' 
?'  dp'        p\  dp\         pjlp  _^_  pxdpx 
l(p')        A(p'i)         A(p)    '     A(Pl)' 

p  et  p,  désignant  les  coordonnées  elliptiques  du  point  B,  et  les 
radicaux  correspondants  ayant  les  mêmes  signes  dans  les  deux 
membres.  Ces  deux  relations  peuvent  être  considérées  comme  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  p'  et  p',  en  fonction  de 
p  et  de  pf.  Et,  comme  elles  ne  se  présentent  pas  sous  forme  indé- 
terminée pour  p  =  [jl,  p,  =  |à|,  p'  =  jx,  p'f  =  {X| ,  elles  admettent 
un  seul  système  de  solutions  déterminé  par  ces  conditions  initiales. 
Or  ce  système  est  évident;  il  est  le  suivant 

?'=?>        Pi  =  Pi- 

Donc  le  point  B',  coïncide  avec  le  point  B,,  et  la  proposition  est 
établie. 

Tous  les  polygones  ainsi  obtenus  sont  isopérimètres.  Cela  est 
évident  par  la  Géométrie;  mais  on  peut  aussi  le  reconnaître  en  ap- 
pliquant les  raisonnements  qui  précèdent  à  la  troisième  équation 
(52).  On  trouve  ainsi  que  la  longueur  du  périmètre  est  (f  ) 

r^pidpi      .  r*p\d?x       rapidp 

Jy       Mp,)  Jc        MPI)  Jb       A(p) 


(')  Les  théorèmes  relatifs  aux  polygones  inscrits  et  circonscrits  ont  été 
énoncés  par  l'auteur  dans  une  Note  Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à 
l'ellipsoïde  {Bulletin  de  la  Société  philomathique,  t.  VII,  p.  92,  1870).  Mais 
nous  préférons  renvoyer  le  lecteur  au  Mémoire  Geometrische  Deutung  der  Addi- 
tions- Théorème  der  hyperelliptischen  Intégrale  und  Functionen  1.  Ordnung 
im  System  der  confocalen  Flàchen  2.  Grades,  publié  par  M.  O.  Staude, 
dans  les  Mathematische  Annalen  (t.  XXII,  p.  1  et  i/|5;  i883).  Cet  intéressant 
travail  est,  à  notre  connaissance,  le  premier  qui  contienne  une  application  déve- 
loppée des  propriétés  des  fonctions  B  à  quatre  périodes  dans  la  géométrie  des 
surfaces  du  second  degré.  Nous  renverrons  plus  spécialement  au  Chapitre  IV, 
où  sont  étudiées  les  propositions  relatives  aux  polygones  inscrits  et  circonscrits* 

Il  importe  de  le  remarquer;  le  théorème  donné  dans  le  texte  suppose  essen- 
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467.  L'élude  que  nous  venons  de  faire  nous  a  permis  de  com- 
pléter les  résultats  donnés  au  n"  4-42.  Nous  allons  maintenant  re- 
venir au  problème  que  nous  avions  posé  et  déterminer  les  surfaces 
pour  lesquelles  les  développables  formées  par  les  normales  dé- 
coupent sur  les  surfaces  homofocales  un  réseau  conjugué.  Voici 
comment  on  peut  y  parvenir. 

Soit  (S)  la  surface  cherchée  et  M  un  de  ses  points.  La  normale 
en  M  est  tangente  à  deux  surfaces  homofocales  de  paramètres  a  et 
(î;  et  nous  savons,  d'après  le  théorème  de  M.  Ribaucour,  que  l'un 
de  ces  deux,  paramètres  demeurera  constant  lorsqu'on  se  dé- 
placera sur  Tune  ou  l'autre  des  lignes  de  courbure  de  la  surface. 
Cela  posé,  considérons  la  surface  de  Liouville  (8),  dont  les 
centres  de  courbure  sont  disposés  sur  les  deux  homofocales  (a) 

et  disposons  de  la  constante  C  de  telle  manière  que  la  surface  (6  ) 
soit  tangente  en  M  a  la  surface  (ï).  G  sera  évidemment  une 
fonction  J  (a,  (3)  de  a  et  de  [3,  de  sorte  que  la  surface  cherchée 
sera  l'enveloppe  des  surfaces  (8)  représentées  par  l'équation 

(09)  H  =  #(a,  p), 

lorsqu'on  fera  varier  a  et  [3.  Pour  avoir  le  point  M  de  contact,  il 
faudra  joindre  à  l'équation  précédente  ses  dérivées  par  rapport  à 


tiellemcnt  que  les  côtés  du  polygone  soient  formés  par  les  parties  réelles  et  non 
virtuelles  du  rayon  réfléchi.  Il  existe  des  polygones  fermés  d'une  tout  autre  na- 
ture. Étant  donnés,  par  exemple,  deux  ellipsoïdes  homofocaux  (E0),  (E,)  si,  par 
une  droite  quelconque,  on  leur  mène  des  plans  tangents,  on  aura  quatre  point* 
de  contact  a«,  b0  sur  (E0),  a,,  bx  sur  (E,).  Le  quadrilatère  a0alb0bl  sera  tel  que 
les  bissectrices  des  angles  a0  bx  soient  les  normales  de  (  Et  ),  et  les  bissectrices 
des  angles  av,  à0  les  normales  de  (E0),  mais  il  ne  constituera  pas  une  route  réelle 
pour  un  rayon  lumineux  ;  deux  de  ses  côtés  seront  formés  par  les  parties  vir- 
tuelles des  rayons  réfléchis.  De  tels  polygones  mériteraient  aussi  d'être  étudiés; 
leur  théorie  offre  les  rapports  les  plus  étroits  avec  celle  de  l'addition  des  fonc- 
tions hyperelliptiques  et  de  certaines  surfaces  algébriques  que  nous  définirons 
plus  loin. 
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7.  et  à3, 
_  ,  de     à.i        cm      ôi 

Or  il  résulte  de  l'élude  que  nous  venons  de  faire  que  ces  deux 
équations,  considérées  indépendamment  de  la  première,  repré- 
sentent en  coordonnées  elliptiques  la  normale  commune  en  M 
aux  surfaces  (8)  et  (S).  Si  Ton  fait  varier  a  ou  ^  seulement,  il 
faut  que  la  normale  engendre  une  surface  développable.  Faisons 
varier  a  par  exemple;  les  deux  équations  nouvelles  que  Ton 
obtiendra 


(6i) 


d%*         ~di*  dt  d$        dt  0$ 


jointes  aux  équations  (fio),  détermineront  le  centre  de  courbure 
principal  et  devront,  par  suite,  se  réduire  à  trois.  Cette  condition, 
qui  est  nécessaire,  est  d'ailleurs  suffisante. 

Or  on  a,  d'après  l'équation  (3>{)  à  laquelle  satisfait  B, 

Remplaçant  -r—r*  par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde  équation  (6i), 
on  trouve 

Réciproquement,  si  ^(a,  (3)  satisfait  à  cette  équation,  les  quatre 
équations  (6o),  (6i)  se  réduiront  à  trois.  La  question  proposée 
est  donc  complètement  résolue,  et  nous  pouvons  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Les  sur/aces  dont  les  plans  principaux  sont  conjugués  par 
rapport  à  une  sur/ace  du  second  degré,  et,  par  suite,  par  rap- 
port à  toutes  les  surfaces  ho  mo focales,  se  divisent  en  deux 
classes.  Les  unes,  considérées  au  n°  457,  ont  leurs  normales 
tangentes  à  une  même  surface  homofocale  et  leur  théorie  se 
ramène  à  celle  des  lignes  géodésiques  de  cette  surface.  Les 
autres  sont  les  enveloppes  des  surfaces  de  Liouville  définies 
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par  l'équation 

oà    J(a,  {3)   est    une   solution    quelconque    de    l'équation    li- 
néaire (62). 

468.  Celle  équation  linéaire  a  été  déjà  rencontrée  plusieurs 
fois  (n°  356).  Nous  savons  l'intégrer  par  l'application  des  mé- 
thodes de  Poisson  et  de  Riemann.  Son  intégrale  générale  est 
transcendante  et  de  forme  compliquée,  mais  l'application  du 
théorème  d'Abel  va  nous  permettre  de  reconnaître  qu'il  existe  uni» 
infinité  de  surfaces  algébriques  déterminées  par  l'équation  pré- 
cédente. 

Posons,  pour  abréger, 

<6j)     F(a)  =  (u  -  a)(n  -  P)/(«)  =  4 (a  -  a)(w-p)(*  -  u(b  -  i/)(e  —  m), 

et  soient  P(w)  et  Q(w)  deux  polynômes 

P(u)=      ui*     -h  mxuPt-h.. ., 


(65) 

f  Q(m)  =  nuP-*-t-  ;i,a/'-*-h 

Considérons  l'équation 

<66)  Pî(w)-F(m)Qî(m)  =  o, 

et  désignons  ses  racines  par 

p,   pi»   Pîï    /»1»    /'ii    •••!    htp-z* 

Ces  racines,  au  nombre  de  2/>,  dépendent  des  2/?  —  2  coeffi- 
cients qui  entrent  dans  P(m)  et  Q(«);  mais  nous  supposerons 
toujours  que  l'on  ail 

<67)  »  =  C, 

C  désignant  une  constante  numérique,  de  sorte  que  les  deux  poly- 
nômes contiendront  seulement  ip  —  3  coefficients  arbitraires.  Il 
y  aura  donc  entre  les  racines  trois  relations,  qui  contiennent  d'ail- 
leurs a  et  p.  Nous  allons  montrer  que,  si  l'on  élimine  a  et  (î, 
et  si  l'on  regarde  hî9  ...,  h2ps  comme  des  constantes,  on  aura,  en 
coordonnées  elliptiques,  l'équation  d'une  des  surfaces  cherchées. 
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En  effet,  d'après  le  théorème  d'Àbel  et  l'hypothèse  que  nous 
avons  faite  sur  le  coefficient  /i,  les  relations  entre  p,  p,,  p2,  «,  $  se 
présentent  sous  la  forme  transcendante  suivante  : 


<08) 


V  f    dP*     =V  f   dhi 

**J  >/pïp7)    **J  v^Tm' 

**J  )/vî?T)      **J  /F( 


~*7)' 

On  verra  aisément  que  ce  système  est  celui  que  Ton  obtient 
lorsqu'on  introduit  dans  l'équation  (63)  la  solution  particulière 
suivante  de  l'équation  (62) 

cl  lorsqu'on  joint  à  cette  équation  ses  deux  dérivées  prises  par 
rapport  à  a  et  à  (î. 

Les  surfaces  que  nous  venons  de  définir  paraissent  mériter  une 
étude  approfondie.  Elles  comprennent  comme  cas  particulier  les 
surfaces  du  second  degré  et  les  cyclides,  lorsque  p  est  égal  ou  infé- 
rieur à  4.  Les  normales  donnent  lieu  à  des  propriétés  remarquables 
relatives  à  leur  réflexion  sur  les  surfaces  homofocales  de  paramètre 
///.  Nous  nous  contenterons  d'indiquer  ici  comment  on  obtiendra 
les  équations  qui  déterminent  la  surface. 

Dans  l'identité 

<7o)     P1(M)-Q,(tt)F(a)  =  (M-p)(a-p,)(a-pf)n(tt-A/), 
on  fera  d'abord  u  =  A/,  ce  qui  donnera  ip  —  3  équations 


P(A/)  =  Q(A/)|/F<À/), 

qui,  jointes  à  l'équation  (67),  feront  connaître  les  coefficients 
de  P(w)  et  de  Q(e/)  en  fonction  rationnelle  des  radicaux 
\'{hi — a)(A, — P).  Puis  on  substituera  dans  l'identité  (70)  les 
valeurs  a,  b,  c  pour  m,  ce  qui  donnera  des  équations  de  la  forme 
suivante  : 

P(«)  =  /(*  —  P)(«-pi)(«  —  Pi)  /n(a-A,), 
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c'est-à-dire 

(71)  P(a)  =  v/(a  —  b){a  —  c)xjll(a  -  A,), 

x  désignant  Tune  des  coordonnées  rectangulaires  du  point  de  la 
surface  cherchée;  on  obtiendra  des  expressions  analogues  pour  j' 
et  z.  Les  coordonnées  rectangulaires  sont  donc  des  fonctions  ra- 
tionnelles, à  dénominateur  commun,  des  radicaux  \]{hi — a) (A/ —  jî). 
La  même  propriété  appartient  aux  coordonnées  penlasphériques 
et  Ton  reconnaît  aisément  que  la  surface  ne  coupe  le  plan  de 
l'infini  qu'en  tous  les  points  du  cercle  de  l'infini. 

469.  Les  propositions  précédentes  comportent  une  généralisa- 
lion  que  nous  allons  indiquer,  bien  qu'elle  ne  se  rattache  pas 
directement  au  sujet  traité  dans  ce  Chapitre. 

Considérons,  d'une  manière  générale,  un  système  orthogonal 
pour  lequel  l'élément  linéaire  soit  donné  par  la  formule 

où  Ton  a 

<?(«0  =  (M  —  ?)(tt  —  Pi)(tt—  pi), 

etoù/(p)  est  un  polynôme  algébrique.  La  forme  précédente  de 
l'élément  linéaire  convient  à  deux  systèmes  déjà  rencontrés, 
celui  des  surfaces  du  second  degré  et  celui  des  cyclides;  et  ces 
systèmes  sont  d'ailleurs  les  seuls  pour  lesquels  elle  ait  lieu.  La 
condition  d'orthogonalité  prendra  la  forme 

(73)  i(e,et)  =  MVMf?  =  o. 

D'après  cela,  posons 

(,„  ,^/|/"-*;|'fa'» 

La  fonction  8,  considérée  comme  dépendante  de  a,  {3,  y,  satis- 
fera aux  trois  équations 


(«-?) 


d*e      1  de      1  de 


dzd$        2  dot        a  d$ 


=  0, 


/n  ,  /0       x  ^e       1  de      1  de 

d*e       1  de      1  de 

4  '  cfy  dz        2  dy        2  dp 


de      df 

OS        dZ 

de        df 

àoL         dz 

à?~ày 

*t  -  iht 
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Cela  posé;  $  étant  une  fonction  de  a,  (3,  y  satisfaisant  aux  trois 
équations  précédentes,  considérons  le  système 

(76) 

qui  détermine  a,  [3,  y  en  fonction  de  p,  piy  p2.  Nous  allons  montrer 
que  a,  p,  y  sont  les  paramètres  de  trois  familles  d'un  système 
orthogonal. 

On  peut  joindre,  en  effet,  aux  relations  précédentes  les  suivantes 

d*e  _  d*,i  d*e  _  d*S  d*e^  _  d*,i 

^77)  dxô$~~  dzd$'m       d%J~(~daLd*('         dp  dy  ~~  <^  (Jy  ' 

qui  en  sont  des  combinaisons  linéaires  en  vertu  des  équations  (  75  ). 
Or,  si  Ton  différence  les  équations  (76)  en  tenant  compte  des 
précédentes,  on  aura 

,   ^de      /d*e      d*f\  , 

(78)  ■rf5f-f-V^ï-5pJrf?=°' 

/   .è%      /d*e     dKl\  , 

le  signe  d  indiquant  les  différentielles  prises  par  rapport  à  p,  pt, 
p2  seulement.  Ces  formules  permettent  de  calculer  immédiatement 
les  dérivées  de  a,  [3,  y  par  rapport  à  p,  p,,  p2  et  de  vérifier  la  re- 
lation d'orthogonalité. 

Le  théorème  ainsi  établi  comprend  comme  cas  particulier  le 
précédent,  qui  s'en  déduit  en  faisant  y  =  00.  La  fonction  J(a,  [3,  y) 
contient  dans  son  expression  la  plus  générale  trois  fonctions 
arbitraires  d'une  variable;  mais,  ici  encore,  on  peut  appliquer  le 
théorème  d'Abel  et  obtenir  une  infinité  de  systèmes  orthogonaux 
algébriques.  Nous  nous  contenterons  maintenant  de  ces  indica- 
tions. 
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CHAPITRE    XV. 

LES    CONGRUENCES    DE    CERCLES    ET    LES    SYSTEMES    CYCLIQUES. 

Définition  de  certaines  congruences  spéciales  dans  lesquelles  chaque  courbe  est 
rencontrée  seulement  par  deux  courbes  infiniment  voisines.  —  Cas  où  les 
courbes  de  la  congruence  sont  des  cercles.  —  Enveloppes  d'une  famille  de 
sphères  dépendant  de  deux  paramètres.  —  Lignes  principales  de  l'enveloppe. 
—  Elles  correspondent  à  un  système  conjugué  tracé  sur  la  surface  des  centres 
des  sphères.  —  Étude  détaillée  du  cas  où  les  lignes  de  courbure  se  correspon- 
dent sur  les  deux  nappes  de  l'enveloppe.  —  Les  six  coordonnées  de  la  sphère 
variable  satisfont  alors  à  une  même  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre.  —  Les  systèmes  cycliques  de  M.  Ribaucour;  théorèmes 
divers.  —  Différentes  manières  d'obtenir  des  systèmes  cycliques.  —  Pour  que 
les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  surface 
focale  d'une  congruence  rectiligne,  il  faut  et  il  suffit  que  les  six  coordonnées 
de  chaque  droite  de  la  congruence  vérifient  une  même  équation  linéaire  du 
second  ordre. 


470.  Les  propriétés  des  équations  linéaires  du  second  ordre, 
que  nous  avons  employées  surtout  dans  la  théorie  des  congruences 
rectilignes,  peuvent  être  appliquées  aussi  à  l'étude  de  certaines 
congruences  particulières  formées  avec  des  courbes  de  degiv 
quelconque. 

Considérons  des  surfaces  (2)  représentées  par  une  équation  de 
la  forme 

i-n 

0)  J^XiOi{x,y,  z)  =  o, 

i  =  i 

où  les  symboles  ©,  désignent  des  fonctions  déterminées  de  x,  y,  z 
et  où  les  coefficients  A/  sont  des  constantes  arbitraires.  Si  l'on 
prend,  par  exemple,  en  faisant  i  =  /\, 

1  ?  *^î  y  y  **i 

pour  les  fonctions  cp/,  on  aura  l'équation  la  plus  générale  d'un 
plan.  Si,  faisant  i  =  5,  on  ajoute  aux  fonctions  précédentes 
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on  a  l'équation  d'une  sphère,  et  ainsi  de  suite.  H  est  clair  que,  si 
l'on  choisit  convenablement  le  nombre  *  et  les  fonctions  <j><-,  on 
peut  obtenir  l'équation  la  plus  générale  des  surfaces  algébriques 
qui  passent  par  un  nombre  déterminé  de  points  fixes  ou  con- 
tiennent certaines  courbes  fixes. 

Deux  surfaces  (S)  se  coupent  suivant  une  courbe  (C)  définie 
par  deux  équations  de  la  forme 

(    ]SA/?/(*%  ?i  *)  =  <>- 

et  il  est  clair  que  deux  courbes  (C)  ne  peuvent  se  couper  en  des 
points  distincts  dont  le  nombre  dépasse  celui  des  points  communs 
à  trois  surfaces  (S).  Il  faudra,  pour  que  ce  nombre  maximum  soit 
atteint,  qu'il  y  ail  une  relation  linéaire  entre  les  premiers  membres 
des  équations  des  deux  courbes.  Par  exemple,  si  les  surfaces  (ï) 
sont  des  sphères,  les  courbes  (C)  seront  des  cercles;  et,  pour  que 
deux  cercles  se  coupent  en  deux  points,  il  faut  que  Tune  des 
quatre  équations  qui,  prises  deux  à  deux,  représentent  les  deux, 
cercles  soit  une  combinaison  linéaire  des  trois  autres. 

Cela  posé,  supposons  que  les  coefficients  A/,  B,  soient  des 
fonctions  quelconques  de  deux  paramètres  variables  a  et  b  :  on 
obtiendra  une  congruence  de  courbes  (C).  Nous  allons  chercher 
la  condition  pour  que  chacune  de  ces  courbes  soit  coupée  dans  le 
nombre  maximum  de  points  par  deux  courbes  infiniment  voi- 
sines de  la  congruence. 

Substituons  aux  variables  a  et  b  les  deux  fonctions  p  et  pt  de 
ces  variables  qui  demeurent  constantes  lorsqu'on  associe  les 
courbes  de  la  congruence  qui  se  coupent  consécutivement.  Si  l'on 
joint  aux  équations  (»)  leurs  dérivées  par  rapport  à  p 

(3)  l2£v(*.*->—. 


12^-' *(*■.*  *>=<>, 


on  aura  à  exprimer  que  les  premiers  membres  des  équations  (2) 
et  (3)  sont  liés  par  une  relation  linéaire;  ce  qui  conduit  à  une 
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série  de  relations  de  la  forme 

(i)  M^'  +  N^-PA^QB,, 

où  M,  N,  P,  Q  sont  des  fonctions  déterminées  de  p  et  de  pt  ;,et  il 
faudra  qu'il  en  soit  de  même  lorsqu'on  prendra  les  dérivées  par 
rapport  à  p,,  ce  qui  donnera  les  relations  analogues 

<•"'  *%■>-*%  ~*>\+w. 

qui  doivent  avoir  lieu,  comme  les  précédentes,  pour  toutes  les 
valeurs  de  l'indice  i. 

On  peut  résoudre  comme  il  suit  le  système  des  équations  (4) 
et  (5).  Substituons  à  la  fonction  A,  la  combinaison  linéaire 

MA/  +  NB/, 

ce  qui  ne  change  pas  les  équations  de  la  courbe  (C).  L'équation 
(4)  prendra  la  forme 

f^PA^QB, 

et  elle  déterminera  B,(*).  Si  l'on  porte  la  valeur  ainsi  obtenue 
dans  la  seconde  équation  (2)  et  dans  l'équation  (5),  on  est  conduit 
au  résultat  suivant  : 

Les  équations  qui  déterminent  les  courbes  (C)  doivent  être 
de  (a  forme 

^AiOi(x,y,z)  =  0, 
(6)  *         ak 


(')  L'hypothèse  que  l'on  néglige,  où  Q  serait  nul,  ne  peut  conduire  qu'à  des 
rongruences  comprises  dans  la  formule  générale  que  nous  allons  obtenir  ou  à 
celles  qui  sont  définies  par  les  deux  équations 


qui  ne  sont  pas  données,  il  est  vrai,  par  le  système  (6),  mais  qui  sont  comprises 
comme  cas  particulier  dans  les  formules  (12),  que  nous  substituerons  plus  loin 
aux  équations  (6). 
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les  différentes  fonctions  A/  étant  des  solutions  particulières 
d'une  même  équation  linéaire 

(7)  — 7 h«—  h-  b  - •-  c6  —  o, 

t^p  dp,  dp  dp! 

«A  a%  b,  c  désignent  des  fonctions  quelconques  de  p  <?/  de  pt. 

471.  Cette  proposition  permet  d'obtenir  sans  aucune  intégra- 
lion  les  congruences  cherchées.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton 
\  euille  déterminer  toutes  les  congruences  de  cercles  pour  lesquelles 
chaque  cercle  est  coupé  seulement  par  deux  cercles  infiniment 
voisins,  mais  en  deux  points  par  chacun  d'eux.  On  choisira  cinq 
fonctions  quelconques  8/  de  deux  paramètres  x  et  (3  et  Ton  écrira 
l'équation  linéaire  de  la  forme 

dont  les  coefficients  sont  déterminés  par  la  condition  que  l'équa- 
tion admette  les  cinq  solutions  particulières  8/.  Les  cercles  de  la 
congruence  seront  déterminés  par  les  deux  équations 


\2«i*r 


I  V/».™<_, , 


où  x,  sont  cinq  fonctions  linéaires  de  x2  -4-t)'2  -H  s2,  .r,  r,  ^,  1, 
par  exemple  les  coordonnées  pentasphériques  d'un  point,  et  où 

le  rapport  -  est  défini  par  la  condition  que  l'équalion  différen- 
tielle 

n  d%  —  m  d$  =  o 

soit  celle  de  Tune  des  caractéristiques  de  l'équation  (8).  En  effet, 
si  Ton  ramène  l'équation  (8)  à  la  forme  normale,  en  intégrant  les 
équations  différentielles  des  caractéristiques,  les  équations  (<)) 
prendront  précisément  la  forme  (6). 

Revenons  à  ces  équations  générales;  p  et  p,  n'y  entrent  pas 
symétriquement;  mais  on  peut  obtenir  des  formules  plus  élé- 
gantes. Nous  avons  vu,  en  effet,  au  n°  402,  qu'étant  donnée  une 
solution  quelconque  6  de  r  équation  (7),  il  est  possible  de  trouver 
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une  fonction  o\  telle  que  Ton  ail 

(10)  -=/«8  +  «-,  - —  =  »0, 

dp  dp  Opi        ' 

<r  satisfaisant  à  une  équation  de  la  forme 
d2cr  d*        n  di 

€?p  €>pi  dp  '    dp! 

À  chacune  des  solutions  A/  correspondra  de  cette  manière  une 
solution  ai  de  l'équation  en  t  et  les  équations  (6)  prendront  la 
forme 


il -A) 


2^  <?/(*%  7,^)  =  o. 


où  p  et  p(  entrent  de  la  même  manière  et  où  les  ai  sont  des  solu- 
tions particulières  de  l'équation  (n).  Cette  détermination  nou- 
velle des  courbes  de  la  congruence  donne  lieu  aux  remarques 
suivantes. 

Etant  donnée  une  congruence  quelconque,  appelons  pour  un 
instant  surfaces  singulières  de  la  congruence  les  surfaces  engen- 
drées par  des  courbes  de  la  congruence  qui  se  coupent  consécuti- 
vement. 11  y  a  généralement  (n°  315)  autant  de  séries  de  surfaces 
singulières  qu'il  y  a  de  points  focaux  sur  chaque  courbe  de  la 
congruence.  Ici,  au  contraire,  il  y  a  deux  séries  seulement  de 
surfaces  singulières.  Les  unes  contiennent  toutes  les  courbes  de  la 
congruence  pour  lesquelles  p  a  une  même  valeur;  les  autres  toutes 
celles  pour  lesquelles  pt  demeure  constant.  On  obtiendrait  les 
unes  et  les  autres  en  éliminant,  soit  p,  soit  p,  entre  les  deux 
équations  (12);  nous  allons  montrer  que  chacune  de  ces  deux 
équations  (12),  considérée  seule,  représente  une  surface  qui  est 
tangente,  en  tous  les  points  delà  courbe  de  la  congruence,  à  l'une 
des    deux  surfaces    singulières    qui    contiennent   celle    courbe. 

Posons,  pour  abréger, 

03)  p=2«/?/('.^,*); 

P,  considérée  comme  fonction  de  p  et  de  p,,  satisfera  à  l'équa- 
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lion 

<■»  ^^p^=°' 

et  les  équations  (12)  prendront  la  forme  plus  simple 

(i5)  —  =  o,  —  =  o. 

dp  '  àpi 

Si  nous  différentions  totalement  ces  équations,  nous  trouve- 
rons, en  tenant  compte  de  l'équation  (i4)> 

dp  dp*     r  dpi  dp\      r 

la  différentielle  rf  portant  seulement  sur  x,yy  z.  L'équation  du 
plan  tangent  à  la  surface  p  =.  const.  sera  donc 

d—  =  o; 
dp 

et  il  est  ainsi  établi  que  la  surface  représentée  par  la  première  des 
équations  (12)  ou  (1 5)  est  tangente  en  tous  les  points  de  la  courbe 
à  une  des  surfaces  singulières.  S'il  s'agit,  par  exemple,  d'une  con- 
gruence  rectiligne,  les  deux  équations  (i5)  représentent  les  plans 
focaux  de  la  droite.  Si  la  congruence  est  formée  de  cercles,  elles 
représentent  deux  sphères  que  l'on  pourrait  aussi  appeler  les 
sphères  focales;  elles  contiennent  un  des  deux  cercles  infiniment 
voisins  du  cercle  proposé  qui  le  coupent  en  deux  points. 

472.  L'étude  des  congruences  spéciales  de  cercles  que  nous 
venons  de  définir  doit  être  associée  à  celle  de  la  congruence  rec- 
tiligne formée  par  les  axes  de  ces  cercles.  Soient  (K)  un  cercle  de 
la  congruence  et  (d)  son  axe.  Les  droites  (d)  seront  tangentes  à 
deux  surfaces  fixes  (2),  (2,)  ;  désignons,  comme  nous  l'avons  fait 
jusqu'ici,  par  les  lettres  (C)  et  (C^)  les  courbes,  tracées  respec- 
tivement sur  (S)  et  (S|),  qui  sont  les  arêtes  de  rebroussemenl 
des  diverses  développables  formées  par  les  droites  (d).  Lorsque  le 
cercle  (K)  se  déplace  de  telle  manière  que  deux  de  ses  positions 
consécutives  se  coupent  en  deux  points,  il  est  évident  que  son  axe 
doit  engendrer  une  développable;  car  les  axes  de  deux  cercles 
qui  se  coupent  en  deux  points  vont  se  couper  au  centre  de  la 
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sphère  qui  contient  ces  deux  cercles.  On  voit  donc  que,  pour 
obtenir  les  surfaces  singulières  de  la  congruence  de  cercles,  il 
faudra  déterminer  les  développables  formées  avec  les  axes  (d)  de 
ces  cercles.  On  obtiendra  ces  développables  lorsque  la  droite  (d) 
se  déplacera  de  manière  à  rester  tangente  à  une  des  courbes  (C) 
ou  (Ci).  A  chaque  cercle  (K)  correspondent  deux  points  M,  Mf 
où  l'axe  du  cercle  est  tangent  respectivement  à  (S)  et  à  (Sf). 
Décrivons  de  ces  points  comme  centres  deux  sphères  (S),  (Si) 
contenant  le  cercle  (K).  Lorsque  le  point  M  décrira  une  courbe 
(C),  la  sphère  (S)  enveloppera  une  des  surfaces  singulières  qu'elle 
touchera  suivant  les  positions  successives  du  cercle  (K).  Lorsque 
le  point  M,  décrira  de  même  la  courbe  (Ci),  la  sphère  (Sj)  enve- 
loppera une  surface  singulière  de  l'autre  série  qu'elle  touchera 
suivant  les  positions  successives  du  cercle  (K).  Ces  relations  géo- 
métriques sont  à  peu  près  évidentes;  elles  résultent  de  ce  que  les 
sphères  (S)  et  (S<)  contiennent  chacune,  en  même  temps  que  le 
cercle  (K),  un  des  deux  cercles  infiniment  voisins  qui  le  coupent 
•  en  deux  points.  On  voit  qu'aux  deux  familles  de  surfaces  singu- 
lières correspondent,  sur  (2)  par  exemple,  deux  familles  de 
courbes  conjuguées  décrites  par  le  point  M,  les  courbes  (C)  tan- 
gentes aux  axes  (d)  et  les  courbes  (  D)  qui  correspondent  (n°  319) 
aux  courbes  (  Cf  )  tracées  sur  (Si  ). 

Les  remarques  précédentes  montrent  qu'il  convient  d'associer 
l'étude  des  congruences  de  cercles  à  celles  des  surfaces  enveloppes 
de  sphères. 

Considérons  une  sphère  définie  en  coordonnées  pentasphé- 
riques  par  l'équation 

(16)  ^  UjXj  =  o, 

î 

et  supposons  que  les  cinq  quantités  iii  soient  des  fonctions  quel- 
conques de  deux  paramètres  a  et  (3.  Il  y  aura  toujours  une  équa- 
tion de  la  forme  (8)  admettant  les  cinq  solutions  particulières  w/. 
Supposons  cette  équation  ramenée  à  la  forme  normale  (7)  et 
proposons-nous  de  rechercher  la  propriété  géométrique  qui  carac- 
térise les  courbes  de  paramètres  p  et  p,  tracées  sur  l'enveloppe 
des  sphères. 

Chaque  sphère  touche  celte  enveloppe  (E)  en  deux  points  A  et 
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B,  qui  sont  définis  par  l'équation  (16)  jointe  aux  deux  suivantes  : 

Si  Ton  fait  varier  infiniment  peu  p  etpi,  on  aura  deux  nouveaux 
points  de  contact  A' et  B';  cherchons  la  condition  pour  que  les 
quatre  points  A,  B,  A',  B'  soient  sur  un  même  cercle  et,  par 
suite,  dans  un  même  plan. 

L'équation  générale  des  sphères  passant  par  les  points  A  et  B 
est  évidemment 

(18)  2àVUi~*-*iï-i-tLiàflri=so' 

à,  [jl,  |jl,  étant  trois  arbitraires.  Pour  que  l'une  de  ces  sphères 
contienne  les  points  A',  B',  il  faudrait  que  l'on  ait 

(i9)  2(Xa'^^^*|ï)*r/  =  0' 

lorsqu'on  passera  de  A  à  A'  ou  de  B  à  B'. 

Or,  si  l'on  différentie  les  équations  (16)  et  (17),  on  trouvera, 
en  tenant  compte  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle 
satisfont  les  cinq  quantités  u/, 

(2^')rfpi"*"2£l|£r/=s0' 

L'emploi  de  ces  formules  permet  de  ramener  l'équation  (19)  à 
la  forme 

(*9)«       ^(2^^^P+Ki(2^a7vc?pi=o; 

et  cette  nouvelle  équation  devra  être  vérifiée  lorsqu'on  y  rem- 
placera les  quantités  Xi  par  les  coordonnées  des  points  A  et  B. 
Cela  ne  peut  arriver,  en  général,  que  si  l'équation  est  identique- 
ment vérifiée,  ce  qui  donne  les  deux  conditions 

[Lch  =  0,         pi  dpi  =  o. 

D.  —    II.  21 
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On  obtient  donc  les  deux  solutions 

fi   ^o,        dpi  ^o; 
(Xi  =  o,        dp    —  o. 

Pour  la  première,  par  exemple,  on  a 

dpx  r=  o, 

et  les  sphères  représentées  par  l'équation 
(20)  2v"/'*'fI|5^)a?'==0 

passent,  quel  que  soit  le  rapport  — ,  par  les  quatre  points  A,   B, 

A',  B'.  Ces  quatre  points  sont  donc  sur  un  cercle,  et  nous  pouvons 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Sur  toute  enveloppe  de  sphères  à  deux  paramètres,  il  y  a  en 
général  deux  séries  de  lignes  que  nous  appellerons  lignes  prin- 
cipales de  V enveloppe;  elles  sont  définies  par  cette  propriété 
que,  lorsqu'on  se  déplace  sur  l'une  d'elles,  les  quatre  points  de 
contact  des  deux  sphères  infiniment  voisines  avec  l'enveloppe 
soient  sur  un  même  cercle  que  nous  appellerons  cercle  principal. 
Les  lignes  principales  sont  les  caractéristiques  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  qui  admet  comme  solutions  particulières 
les  cinq  coordonnées  homogènes  des  sphères  variables  (K). 

Lorsque  les  quatre  points  de  contact,  deux  à  deux  infiniment 
voisins,  A,  B,  A',  B'  sont  sur  un  même  cercle,  les  cordes  de  contact 
AB,  A'B'  se  rencontrent;  par  suite,  les  plans  focaux  de  la  droite 

(  «  )  Nous  avons  admis  que  la  sphère  représentée  par  l'équation  (19  )a  ne  peut  con- 
tenir, quand  le  rapport  ^—f1  varie,   les   deux   points   A  et   B.  Cela  est   vrai,  en 

général;  mais  on  reconnaîtra  aisément  qu'il  n'en  est  plus  de  même  dans  le  cas 
exceptionnel  où  les  cinq  fonctions 

Zu<x<>  m*»  Lot*»  HV"  2>wXi 

ne  sont  pas  linéairement  indépendantes.  Mais  alors  les  quantités  ut  ne  seront 
pas  linéairement  indépendantes;  l'enveloppe  sera  une  surface  anallagmatique,  les 
cordes  de  contact  des  sphères  iront  passer  par  un  point  fixe,  et  les  lignes  princi- 
pales seront  indéterminées. 
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AB  sont  tangents,  sur  les  deux  nappes,  aux  lignes  principales*, 
ces  lignes  se  trouvent  donc  sur  les  développa  blés  de  la  con- 
gruence  engendrée  par  la  corde  de  contact  des  sphères.  Celte 
proposition  pourrait  leur  servir  de  définition;  mais  elle  mettrait 
moins  bien  en  évidence  la  propriété  essentielle  des  lignes  princi- 
pales qui  est  de  se  conserver  par  V inversion,  comme  le  montre 
immédiatement  la  définition  que  nous  avons  adoptée. 

D'après  les  résultats  précédents  et  la  formule  (20),  l'un  des 
cercles  principaux  aura  pour  équations 

(ai)  2a'*<  =  °'         25^?/=OÎ 

el,  si  l'on  rapproche  ces  résultats  de  ceux  que  nous  avons  obtenus 
au  n°  470,  on  reconnaîtra  immédiatement  que  toute  congruence 
de  cercles  dans  laquelle  chaque  cercle  est  rencontré  par  deux 
cercles  infiniment  voisins  seulement  est  formée  par  les  cercles 
principaux  d'une  enveloppe  de  sphères. 

473.  C'est  ici  le  lieu  de  faire  connaître  une  proposition  qui  est 
due  à  M.  Ribaucour  ('). 

Considérons  une  surface  (S)  et  soient  x,  y,  z  les  coordonnées 
d'un  de  ses  points.  L'équation 

(22)       X*  -f-  Y«  -h  Z»  —  zxX  —  iy  Y  —  asZ  -+-  X*  -+- y*  -f-  ~s  —  R«  =  o 

représente  une  sphère  ayant  son  centre  sur  la  surface.  Supposons 
que  la  valeur  de  R  soit  déterminée  pour  chaque  point  de  la  sur- 
face; la  sphère  enveloppera  une  des  surfaces  à  deux  nappes  que 
nous  venons  de  considérer  d'une  manière  générale.  Nous  allons 
montrer  que  les  lignes  principales  de  cette  enveloppe  corres- 
pondent à  un  système  conjugué  tracé  sur  (2). 

Prenons  comme  variables  les  paramètres  p,  p,  du  système  con- 
jugué qui  correspond  à  la  fonction  x~  -i- y2  -f-  z2  —  R2  (n°  107) 
[I,  p.  i35].  Alors  les  fonctions 

i,  x,  y.  z,  x*  -+-y*  -hz*  —  R* 


(*)  A.    Ribaucour,   Sur  une  propriété  des  surfaces  enveloppes  de  sphères 
{Comptes rendus,  t.  LXVII,  p.  i33'f  ;  18G8). 
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satisferont  à  une  équation  linéaire  de  la  forme  (i  i)  et  le  premier 
membre  de  l'équation  (22)  sera  un  cas  particulier  de  l'expression 
générale  définie  par  l'équation  (i3),  correspondant  aux  valeurs 
précédentes  des  fonctions  a/.  Les  formules  (12)  deviendront  ici 

\  (X  —  a?)—  -+-... -i-R-r-  =0, 
;  °?  dp 

f  (X  —  x)- h...TRr=o. 

\  àpt  dpi 

Elles  définissent  la  corde  de  contact  de  la  sphère  variable  (22) 
avec  son  enveloppe.  Si  l'on  remarque  maintenant  que,  d'après  la 
théorie  générale,  les  deux  plans  représentés  par  les  équations 
précédentes  sont  les  plans  focaux  de  cette  corde  de  contact,  on 
sera  conduit  au  théorème  de  M.  Ribaucour  : 

Si  une  sphère  variable  dépend  de  deux  paramètres,  la  corde 
de  contact  de  cette  sphère  avec  son  enveloppe  engendre  une 
congruence  dont  les  développables  correspondent  à  deux  fa- 
milles de  courbes  conjuguées  tracées  sur  la  surface  des  centres 
(S),  et  les  tangentes  à  ces  courbes  en  un  point  de  (S)  sont  per- 
pendiculaires aux  plans  focaux  de  la  corde  correspondante. 

En  adoptant  les  définitions  précédentes,  nous  voyons  que  les 
cercles  principaux  de  l'enveloppe  ont  pour  axes  lés  tangentes  aux 
deux  familles  de  courbes  conjuguées  tracées  sur  la  surface  des 
centres. 

474.  Si  l'on  examine  la  démonstration  que  nous  avons  donnée 
du  théorème  de  M.  Ribaucour,  on  reconnaît  que  la  sphère  n'y 
intervient  que  d'une  manière  accessoire  et,  en  quelque  sorte, 
comme  élément  de  construction.  Rien  ne  serait  changé  aux  ré- 
sultats si  l'on  substituait  à  l'équation  (22)  la  suivante 

<p(X,  Y,  Z)  —  a* X  —  2^Y  -2^Z  +  e  =  o, 

où  cp (X,  Y,  Z)  désigne  une  fonction  absolument  quelconque 
de  X,  Y,  Z,  6  étant  d'ailleurs  une  fonction  donnée  d'une  manière 
arbitraire  des  paramètres  qui  fixent  la  position  du  point  (x,y,  z) 
sur  la  surface.  Cette  remarque  permet  de  former  un  grand  nombre 
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de  théorèmes  analogues  à  celui  de  M.  Ribaucour.  Nous  signa- 
lerons seulement  le  suivant  : 

U,  V,  W,  P  désignant  des  coordonnées  tangentielles,  écrivons 
l'équation 


(24)  Vx  -+-  \y  -+-  \Yz  -+-  P  —  R  /U«  -t-  \  *  -t-  W«  =  o, 

qui  représente  une  sphère  ayant  son  centre  sur  la  surface  (S). 
Soient  maintenant  p,  p,  les  paramètres  du  système  conjugué,  tracé 
sur  cette  surface,  qui  correspond  à  la  fonction  R  (n°  107)  et  non 
plus  à  la  fonction  x2  -\-y2  -+-  z2 —  R2.  Alors  x,  y,z,R  seront 
quatre  solutions  particulières  d'une  équation  de  la  forme 

àpOpi  dp       r  0^ 

et,  si  Ton  remplace  6  par  8R,  on  reconnaîtra  que  tï>  r  >  5>  »  satis- 
font encore  à  une  équation  toute  semblable,  de  sorte  que  Ton 
pourra  appliquer  le  théorème  général  à  l'équation  (a4)  divisée 
par  R.  Les  deux  équations 


(26) 


»£(«H4;(i)+w£(*)+p4:(i)- 


auxquelles  on  est  conduit,  définissent  une  droite  qui  est  l'inter- 
section des  plans  tangents  à  la  sphère  aux  deux  points  où  elle 
touche  son  enveloppe.  Elle  se  trouve  dans  le  plan  tangent  à  (S) 
et  elle  est  la  polaire  de  la  corde  de  contact  par  rapport  à  la  sphère. 
D'après  la  proposition  générale,  interprétée  en  coordonnées 
tangentielles,  les  deux  points  focaux  de  cette  droite  sont  déter- 
minés par  chacune  des  équations  précédentes,  considérée  seule. 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  sphère  variable  dont  le  centre  décrit  une 
surface  (S),  les  deux  plans  tangents  à  cette  sphère  aux  points 
ou  elle  touche  son  enveloppe  se  coupent  suivant  une  droite 
située  dans  le  plan  tangent  correspondant  de  (S).  Les  dévelop- 
pables  de  la  congruence  engendrée  par  cette  droite  corres- 
pondent à  deux  familles  de  courbes  conjuguées  tracées  sur  (S)  ; 
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et  les  tangentes  à  ces  courbes  en  un  point  de  (2)  vont  couper  la 
droite  correspondante  de  la  congruence  en  ses  deux  points 
focaux. 

475.  Ainsi,  à  chaque  enveloppe  de  sphères  on  peut  faire  cor- 
respondre deux  systèmes  conjugués  tracés  sur  la  surface  (S). 
Lorsqu'on  se  déplaee  sur  une  courbe  appartenant  au  premier 
système,  les  quatre  points  de  contact  de  deux  sphères  consécu- 
tives avec  l'enveloppe  sont  dans  un  même  plan  ;  si  Ton  se  déplace 
au  contraire  sur  une  courbe  du  second  système,  les  quatre  plans 
de  contact  de  deux  sphères  consécutives  vont  concourir  en  un 
même  point.  Ces  deux  systèmes  conjugués  sont,  en  général, 
distincts;  mais  ils  peuvent  devenir  identiques.  Pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  il  faut  évidemment,  lorsque  les  points  de  la  surface  sont 
définis  par  deux  variables  quelconques  a  et  j3,  que  l'équation 
linéaire  de  la  forme  (8)  dont  les  coefficients  sont  déterminés  par 
la  condition  qu'elle  admette  les  solutions  particulières  i,  #,  y,  z, 
R,  admette  aussi  la  solution  particulière 

<pï  _f_^î  -^  zl  __  Rî. 

Nous  reviendrons  sur  cette  condition;  lorsqu'elle  sera  remplie,  on 
pourra  ramener  l'équation  linéaire  à  la  forme  normale 

(27)  — T H  «* --   -t-  fc  -r—    =  O. 

dp  dpi  dp  dpt 

p  et  p,  seront  les  paramètres  du  système  conjugué  tracé  sur  (2)  et 
l'équation  précédente  devra  admettre  les  cinq  solutions 

x,  y,  z,  R,  a^-h^-h*1  — R*. 

Si  l'on  y  substitue  x2  -\-y2  +  z-  —  R2,  en  tenant  compte  de  ce 
fait  que  x,  y,  z,  R  sont  déjà  des  solutions  particulières,  on  trou- 
vera la  relation 

.  dx  dx        dy  dy        dz  dz        dK  dK  _ 

dp   dpi         dp   dpi        dp  dpi         dp   dpi  ' 

que  nous  allons  interpréter  géométriquement. 

Soient  (fig.  3i)  M  le  centre  de  l'une  des  sphères,  A  et  Blés 
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points  de  contact  de  cette  sphère  avec  l'enveloppe,  C  et  D  les 
points  focaux  de  la  droite  CD  d'intersection  des  plans  tangents 
en  A  et  en  B.  Nous  allons  montrer  que  les  plans  focaux  de  la 
droite  AB  passent  respectivement  par  C  et  par  D. 

Fig.  3i. 


Nous  avons  vu  que  les  plans  focaux  de  AB  sont  représentés  par 
les  deux  équations  (23).  Considérons  celui  qui  est  représenté  par 
l'équation  suivante  : 


(X- 


■»%+*-■>% 


Les  points  focaux  de  CD  sont  représentés  de  même  en  coor- 
données tangentielles  par  les  équations  (26);  celui  qui  est  défini 
par  la  seconde  aura  pour  coordonnées 


à?x  (R/ 

±(£) 

àp{  \R/ 

~ôp~i\R/ 

apAïî) 

dît  (r) 

ou,  en  réduisant, 

R     àx 
x      «m  d£l' 

R      ôy 
y        OR    OpS 

R     ùz 

Z        ôK    dpï 

dpx 

àpt 

ôpi 

Si  Ton  exprime  que  ce  point  est  dans  le  plan  focal  précédent, 
on  retrouve  précisément  l'équation  (28). 

Il  est  donc  établi  que  les  plans  focaux  de  AB  passent  par  les 
points  GetD;  et,  comme  ils  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  deux  tangentes  conjuguées  MC,  MD,  le  point  O  où  AB  coupe 
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le  plan  tangent  en  M  sera  le  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  MCD.  De  plus,  d'après  un  théorème  de  Géométrie  élé- 
mentaire, les  deux  angles  CAM,  DAM  étant  droits,  il  en  sera  de 
même  de  l'angle  CAD. 

Les  développantes  de  AB  correspondent  à  celles  de  CD,  puisque 
les  unes  et  les  autres  correspondent  aux  courbes  du  système  con- 
jugué tracé  sur  (S);  et,  de  plus,  les  plans  focaux  de  AB  con- 
tiennent les  points  focaux  de  CD.  Donc  (n°  424)  les  tangentes  AC 
et  AD  seront  conjuguées  par  rapport  à  la  nappe  décrite  par  le 
point  A;  et,  comme  elles  sont  rectangulaires,  elles  seront  tan- 
gentes en  A  aux  lignes  de  courbure.  Comme  on  peut  répéter  le 
raisonnement  pour  la  nappe  décrite  par  le  point  B,  on  voit  que 
les  développables  de  la  congruence  formée  par  la  droite  AB  inter- 
cepteront sur  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  leurs  lignes  de 
courbure.  Si  l'on  considère  les  droites  MA  comme  des  rayons 
incidents  qui  se  réfléchissent  sur  la  surface  des  centres  (S)  suivant 
les  rayons  MB,  on  retrouve  les  systèmes  étudiés  par  Dupin  (n°  459), 
dans  lesquels  les  développables  formées  par  les  rayons  incidents 
se  conservent  après  la  réflexion.  Ces  développables  découpent 
sur  la  surface  des  centres  le  système  conjugué  que  nous  avons 
considéré  au  n°  453. 

Réciproquement,  supposons  que  les  lignes  de  courbure  de  la 
nappe  décrite  par  le  point  A  correspondent  à  celles  de  la  nappe 
normale  aux  rayons  réfléchis.  D'après  la  démonstration  du  n°451, 
les  tangentes  en  A  et  en  B  aux  lignes  de  courbure  se  couperont  en 
des  points  C  et  D  situés  nécessairement  dans  le  plan  tangent  en 
M,  et  les  plans  focaux  de  la  droite  AB  seront  les  plans  ACB,  ADB. 

Donc  (n°  423)  C  et  D  seront  les  points  focaux  de  la  droite  CD. 
Les  deux  systèmes  conjugués  tracés  sur  (S)  deviendront  iden- 
tiques, puisque  les  deux  paires  de  tangentes  conjuguées  relatives 
à  ces  deux  systèmes  se  confondent  en  une  seule,  formée  des 
droites  MC,  MD. 

476.  Les  relations  géométriques  se  présentent  maintenant  en 
grand  nombre.  On  voit  que,  lorsque  le  point  A  décrit  une  ligne 
de  courbure  de  la  nappe  correspondante,  toutes  les  droites  AM, 
AC,  AD,  BC,  BD,  CD,  AB,  BM,  CM,  DM  décrivent  en  même 
temps  des  développables.  Il  y  a  trois  paires  de  tangentes  con- 
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juguées  :  MC  et  MD  pour  la  surface  décrite  par  le  point  M;  AC, 
AD  et  BG,  BD  pour  les  surfaces  décrites  par  les  points  A  et  B. 

Décrivons  des  points  C  et  D  comme  centres  deux  sphères  (S4) 
et  (S2)  passant  par  A  et  par  B,  qui  seront  nécessairement  tan- 
gentes en  ces  points  aux  lignes  de  courbure  des  deux  nappes. 
Ces  sphères,  qui  sont  orthogonales,  se  couperont  suivant  un  cercle 
(K)  ;  ce  cercle  a  pour  axe  la  droite  CD  et  coupe  à  angle  droit  en  A 
et  en  B  la  sphère  de  centre  M.  Supposons  maintenant  que  le  point 
M  se  déplace  de  telle  manière'que  le  point  A,  par  exemple,  décrive 
la  ligne  de  courbure  dont  la  tangente  est  AD.  La  sphère  (Si)  de 
centre  C  enveloppera  une  surface  à  lignes  de  courbure  circulaires 
et  la  touchera  suivant  le  cercle  (K).  En  effet,  la  sphère,  étant 
constamment  tangente  à  la  courbe  décrite  par  A,  sera  coupée  par 
la  sphère  infiniment  voisine  suivant  un  cercle  passant  en  A  ;  et, 
d'autre  part,  la  courbe  décrite  par  le  point  G  ayant  CD  pour 
tangente,  ce  cercle  aura  pour  axe  la  droite  CD.  Il  coïncidera  donc 
avec  le  cercle  (K.). 

Si  Ton  fait  maintenant  décrire  au  point  A  l'autre  ligne  de  cour- 
bure de  la  nappe  (A),  la  sphère  de  centre  D  enveloppera  une  sur- 
face à  lignes  de  courbure  circulaires,  qu'elle  touchera  aussi  suivant 
le  cercle  (K). 

Nous  obtenons  ainsi  deux  familles  distinctes  de  surfaces  à  lignes 
de  courbure  circulaires  se  coupant  mutuellement  à  angle  droit 
suivant  leurs  lignes  de  courbure  circulaires,  qui  sont  les  différentes 
positions  du  cercle  (K).  D'après  le  théorème  du  n°  441,  ces  deux 
familles  de  surfaces  sont  orthogonales  à  une  troisième  famille.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toutes  les  fois  qu'une  sphère  variable  dépendante  de  deux 
paramètres  enveloppera  une  surface  sur  les  deux  nappes  de 
laquelle  les  lignes  de  courbure  se  correspondent,  le  cercle  (K) 
qui  est  normal  à  la  sphère  variable  et  la  coupe  en  ses  deux 
points  de  contact  coupe  à  angle  droit  toute  une  famille  de 
surfaces.  A  cette  première  famille  on  peut  associer  deux  autres 
familles  orthogonales  formées  des  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure circulaires  obtenues  en  associant  les  positions  successives 
du  cercle  (K)  qui  se  coupent  consécutivement. 
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477.  La  découverte  de  ces  systèmes  triples  orthogonaux  est 
due  à  M.  Ribaucour  (4).  Ils  constituent  une  belle  généralisation 
de  celui  qui  est  formé  par  une  famille  de  surfaces  parallèles  et  les 
développables  trajectoires  orthogonales.  M.  Ribaucour  y  a  été 
conduit  par  le  théorème  suivant  : 

Lorsque  les  cercles  d'une  congruertce  sont  normaux  à  plus 
de  deux  surfaces,  ils  sont  normaux  à  une  infinité  de  surfaces 
sur  lesquelles  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  et  qui 
constituent,  par  suite,  une  des  trois  familles  d'un  système  or- 
thogonal. 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  envisagerons  d'abord  les 
cercles  normaux  à  deux  surfaces  quelconques  (A)  et  (B).  On  dé- 
montre aisément  que  ces  cercles  forment  une  congruence.  Pour 
les  obtenir  tous,  il  suffit  de  construire  une  des  sphères  (S)  tan- 
gentes à  (A)  et  à  (B)  :  le  cercle  qui  passe  par  les  points  de  contact 
de  cette  sphère  avec  (A)  et  (B)  en  coupant  la  sphère  à  angle  droit 
est  l'un  des  cercles  cherchés.  La  surface  (S)  qui  contient  les 
centres  des  sphères  (S)  a  été  considérée  par  Gergonne;  elle  est  le 
lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  aux  deux  surfaces  (A)  et  (B) 
des  normales  de  longueur  égale.  Si  des  rayons  lumineux  normaux 
à  (A)  et  partant  de  (A)  se  réfléchissent  sur  la  surface  (S),  ils  de- 
viendront après  la  réflexion  normaux  à  (B),  et  le  chemin  total 
parcouru  par  la  lumière  sera  le  môme  que  s'ils  étaient  partis 
des  différents  points  de  (B). 

Cela  posé,  soit 

s 

(29)  j£ujXi=0 

1 

l'équation  en  coordonnées  pentasphériques  de  l'une  des  sphères 
(S).  Les  quantités  ui  dépendent  de  deux  paramètres  variables  a  et 
(3,  et  l'on  obtiendra  les  points  de  contact  de  la  sphère  avec  les 


(*)  A.  Ribaucour,  Sur  la  déformation  des  surfaces  {Comptes  rendus, 
t.  LXX,  p.  33o;  1870).  Sur  les  systèmes  cycliques  (Même  Recueil,  t.  LXXVI, 
p.  478;  1873).  Sur  les  faisceaux  de  cercles  (Môme  Recueil  et  même  tome, 
p.  83o). 
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deux  nappes  (A)  et  (B)  de  l'enveloppe  en  joignant  à  l'équation 
précédente  ses  deux  dérivées  par  rapport  à  a  et  à  {3 

(3o)  2ïH=o'    2§*'=o- 

Ces  deux  équations  représentent  un  cercle  qui  passe  par  les 
points  de  contact  de  la  sphère.  Mais,  si  Ton  a  multiplié  les  quantités 
Ui  par  une  fonction  telle  que  Ton  ait 

(30  2"/2=i' 

les  deux  sphères   représentées  par  l'équation  (3o)  couperont  à 
angle  droit  la  sphère  (S)  en  vertu  des  relations 

oui  v^      àui 


V^      oui  "V* 


W 


qui  dérivent  de  l'équation  (3i)  (n°  156).  Par  suite,  les  deux  équa- 
tions (3o)  représenteront  tous  les  cercles  (K)  normaux  aux 
deux  surfaces  (A)  et  (B). 

Supposons  maintenant  que  ces  cercles  soient  normaux  à  une 
troisième  surface  (C).  En  raisonnant  sur  les  deux  surfaces  (A)  et 
(C)  comme  nous  l'avons  fait  avec  (A)  et  (B),  on  sera  conduit  à 
des  équations  nouvelles  pour  les  cercles  (K).  Si  l'équation 

(32)  2//3?/=Q 

représente  les  sphères  tangentes  à  (A)  et  à  (C),  et  si  l'on  a  choisi 
les  fonctions  ?/,  de  telle  manière  que  l'on  ait 

2-î-.. 

le  cercle  (K)  sera  encore  défini  par  les  équations 

qui  devront  être   équivalentes   aux   précédentes  (3o).  Il  faudra 
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donc  que  Ton  ait 

àt>f           dut          dut 
(33)               — -  =  m---h/i--Q-, 
Ool             àz            d$ 

dvt             dui            àui 

pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  i.  En  éliminant  c»/,  on  sera  con- 
duit à  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  la  Forme  suivante 

qui  devra  être  vérifiée  par  les  cinq  quantités  m. 

Nous  avons  au  Livre  II  [I,  p.  227]  introduit  la  notation  des  six 
coordonnées  de  la  sphère.  Il  suffit  de  joindre  aux  cinq  quantités 
m  qui  figurent  dans  l'équation  de  la  sphère  la  sixième  z/0  qui  est 
définie  par  la  relation  identique 

s 

(35)  2tt2=:""BÎ- 

i 

Ici  cette  sixième  coordonnée  sera  égale  à  rb  j,  d'après  la  rela- 
tion (21)  et,  par  suite,  elle  sera  aussi  une  solution  de  l'équation 
(34).  Nous  pouvons  donc  interpréter  comme  il  suit  la  condition 
trouvée.  Les  six  coordonnées  de  la  sphère  (S)  doivent  satisfaire 
à  une  même  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
Cette  propriété  a  lieu,  en  effet,  lorsque  la  sixième  coordonnée  est 
réduite  à  une  constante,  et  elle  subsiste  évidemment  quand  on 
multiplie  toutes  les  coordonnées  par  une  fonction  quelconque  de 
a  et  de  (3. 

Il  est  aisé  maintenant  de  reconnaître  que  la  condition  précé- 
dente, qui  est  nécessaire,  est  aussi  suffisante.  En  effet,  si  l'on 
désigne  par  xy  y,  z  les  coordonnées  cartésiennes  du  centre  de  (S) 
et  par  R  son  rayon,  on  déduira  facilement  des  développements 
donnés  au  Chapitre  VI  [I,  p.  21 3]  que  les  six  coordonnées  de 
la  sphère  sont  des  fonctions  linéaires  de 

X,     Xar,     \y,     \z,     XR,     \(x*+y*  +  *-  Ri), 

\  étant  un  facteur  de  proportionnalité.  Si  on  le  réduit  à  l'unité, 
on  reconnaît  que 

1,    xy    7,     *,     R,    x*-ry*-r-z*  —  R* 
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doivent  satisfaire  à  une  même  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles.  On  retrouve  ainsi  la  condition  qui  nous  a  servi  de  point 
de  départ;  et,  par  suite,  le  théorème  de  M.  Ribaucour  est  com- 
plètement établi. 

On  démontrerait  de  même  que,  si  des  cercles  sont  normaux  à 
deux  sur/aces  et  si  chacun  d'eux  est  rencontré  en  deux  points 
par  un  des  cercles  infiniment  voisins,  tous  ces  cercles  sont  nor- 
maux à  une  famille  de  sur/aces. 

478.  Les  systèmes  que  nous  venons  d'étudier  et  auxquels 
M.  Ribaudour  a  donné  le  nom  de  systèmes  cycliques  jouent  le 
rôle  le  plus  important  dans  la  théorie  des  surfaces  à  courbure 
constante.  Pour  le  moment,  nous  allons  rechercher  comment  on 
peut  effectivement  obtenir  de  tels  systèmes,  c'est-à-dire,  d'après 
les  propositions  précédentes,  des  enveloppes  de  sphères  pour 
lesquelles  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  sur  les  deux 
nappes. 

Nous  nous  donnerons  d'abord  la  surface  (S)  décrite  par  les 
centres  des  sphères,  et  nous  chercherons  à  déterminer  le  rayon  R 
des  sphères  de  manière  à  satisfaire  à  la  condition  énoncée.  Cela 
revient  à  déterminer  les  rayons  incidents  qui  se  réfléchissent  sur 
(S)  et  dont  les  développables  sont  conservées  par  la  réflexion. 

Soient  a  et  j3  les  paramètres  d'ailleurs  quelconques  qui  fixent  la 
position  du  point  (x,  y,  z)  sur  (S).  Il  faudra  exprimer  qu'il  existe 
une  équation  de  la  forme  (34)  admettant  les  cinq  solutions 

x,    y,    jst     R,     x*-+-y*-rz2  —  R2. 

Désignons  par  la  notation 

(3G)  Dap(w„  iis,  a3,  il*,  uSi  w6) 

le  déterminant  formé  avec  six  fonctions,  leurs  dérivées  premières 
et  leurs  dérivées  secondes;  on  voit  que  R  devra  satisfaire  à 
l'équation  du  second  ordre 

(37)  Dap(^,  ^,a,i,R,a?«-H^-h**-R«)  =  o. 
En  posant,  pour  abréger, 

(38)  dx*+dy*+  ds*  =  E  d<*  -f -  a  F  du  d§  -+-  G  rfp», 
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on  ramènera  aisément  l'équation  précédente  à  la  forme 

!E-U)       F-dT  3?      G"U)        °       °  I 

à*x  d*x  à*x  dx         àx 

!hï  dzàE  dp  dz         d$   ! 

à*y 

— ^-  • . .  •  ...  . .  . .      =  o. 

dvï  : 

d*z  .  ' 

d*R 

Si  Ton  suppose,  par  exemple,  que  a  et  (3  soient  les  coordonnées 
rectangulaires  #  etjK,  on  trouvera,  après  quelques  réductions, 

(3  ^        \  O  +  P^-P'1)^'-**') 

9  (       -(pq-p'q,)(rt'-tr')  +  (i  +  q*-q'*)(rst-sr,)  =  o, 

les  lettres  /?,  y,  r,  5,  £  désignant  les  dérivées  de  z  et  les  lettres 
accentuées  celles  de  R. 

Cette  équation  du  second  ordre  est  celle  que  nous  avons  intégrée 
dans  le  Chapitre  précédent  lorsque  la  surface  (S)  est  du  second 
degré.  On  en  connaît  toujours  des  solutions  particulières,  qui 
correspondent  au  cas  où  la  sphère  mobile  ayant  son  centre  sur  (S) 
couperait  sous  un  angle  constant  une  sphère  fixe.  Dans  ce  cas,  en 
effet,  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  sur  les  deux  nappes 
de  l'enveloppe  (n°  172);  et,  du  reste,  le  déterminant  (37)  est 
évidemment  nul,  puisqu'il  y  a  une  relation  linéaire  entre  les  six 
fonctions  avec  lesquelles  il  est  formé. 

479.  Prenons,  par  exemple, 

Rr=  nz. 

Alors,  si  Ton  considère  des  rayons  incidents  parallèles  à  l'axe 
des  z  et  qui  se  réfractent  en  rencontrant  la  surface  (S),  l'anticaus- 
tique  normale  aux  rayons  réfractés  sera  (n°450)  l'enveloppe  de 
toutes  les  sphères  dont  les  rayons  sont  définis,  en  chaque  point  de 
la  surface,  par  la  formule  précédente,  pourvu  que  la  constante  n 
soit  égale  à  l'indice  de  réfraction.  Cette  enveloppe  se  composera 
de  deux  nappes  qui  correspondront  à  des  valeurs  égales  et  de  signes 
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contraires  de  l'indice  de  réfraction.  Comme  la  valeur  précédente 
de  R  satisfait  à  l'équation  (3g),  les  lignes  de  courbure  se  corres- 
pondront sur  les  deux  nappes  de  l'enveloppe,  et  elles  correspon- 
dront à  un  système  conjugué  tracé  sur  la  surface  (2). 

Soient  p  et  p4  les  paramètres  des  deux  familles  qui  composent 
ce  système  conjugué.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  Ton  aura 


dx  dx 

dy   dy 

dz   dz 

dK  <m  _ 

\o) 

dp  dpx        dp   dpi 

dp  dpx 

dp  dpx  ~~ 

sir 

on 

remplace  R 

par  nz,  i 

il  viendra 

dx  dx 
dp  dpi 

dy   dy 
dp  dpx 

+  (i-n») 

dz   dz 
dp  dpx 

Construisons  la  surface  (£')  obtenue  en  diminuant  les  coor- 
données z  de  tous  les  points  de  (S)  dans  le  rapport  de  y  i  —  n'2  à 
i,  c'est-à-dire  la  surface  lieu  du  point 

x'=xt        /=?,        z'=z\/i-^nî. 

Le  système  (p,  p,)  sera  encore  conjugué  sur  cette  surface.  De 
plus  l'équation  (4o)  prendra  la  forme 

tâ  M       d/  dy       d^_d£_  _ 

dp   dpi        dp    dpx        dp   dpi  ~    ' 

et,  par  conséquent,  le  système  conjugué,  étant  orthogonal,  sera 
formé  des  lignes  de  courbure  de  (S').  Ainsi  : 

Les  lignes  de  courbure  des  anticaustiques  par  réfraction  re- 
latives à  un  système  de  rayons  incidents,  normaux  à  un  plan 
(P),  qui  se  réfractent  sur  une  surface  (2),  correspondent  aux 
lignes  de  courbure  de  la  surface  (2')  obtenue  en  diminuant  les 
ordonnées  normales  à  (P)  des  différents  points  de  (S)  dans  le 
rapport  de  \J  \  —  n2  à  i . 

Cette  proposition,  qui  est  équivalente  à  celle  que  nous  avons 
donnée  [I,  p.  262],  fera  connaître  les  lignes  de  courbure  des 
anticaustiques  dans  un  grand  nombre  de  cas  et,  en  particulier, 
lorsque  la  surface  (S)  sera  du  second  degré. 

480.  Nous  donnerons  ici  une  règle  commode  pour  déterminer, 


336  LIVRE    IV.    —    CHAP.    XV. 

dans  le  cas  le  plus  général,  les  équations  tangentielles  de  ces  anti- 
caustiques. 

Désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface 
dirimante  (S).  Soit 

(40  <*>&  -t-  by  -h  cz  -h  o  =  o 

l'équation  du  plan  normal  aux  rayons  incidents.  De  chaque  point 
de  (S)  comme  centre,  avec  le  rayon 

ax-hby  -»-  cz  -»- o 

n  =  n  — — -  -— - —  y 

y  a2  +6î  +  cî 

il  faut  décrire  une  sphère  dont  l'enveloppe  donnera  l'anticaus- 
tique  (A').  On  peut  toujours  supposer,  pour  simplifier,  que  l'é- 
quation du  plan  a  été  multipliée  par  une  constante  convenable,  et 
que  l'on  a 


(  4'2  )  n  r=  s/â*  H-T^h"^, 

ce  qui  donne  pour  le  rayon  R  la  valeur 

(43  )  R  =  ax-hby-hcz-+-  o. 

L'équation  tangentielle  d'une  sphère  de  centre  (x,  y,  z)  et  de 
rayon  R  est 

ux-i-  vy  -r-  wz  -\-p-+-  R/w2-+-  t>2-t-  w*  =  o. 
Remplaçons  R  par  sa  valeur  et  supposons 

(44)  tt2H-*>2-t- w2  =  i; 

nous  aurons  à  prendre  l'enveloppe  des  sphères  représentées  par 
l'équation 

(45)  (M  +  a)a?  +  (f+  ô)/+(»'  +  c)i  +  />  +  S=o, 

quand  le  point  (#,  y,  z)  décrit  la  surface  (S).  Le  résultat  est 
évident;  nous  trouverons  l'équation  tangentielle  de  la  surface  dans 
laquelle  on  aurait  remplacé  w,  p,  «>,  p  par  tt  +  a^  +  ijW  +  c, 
/>  -h  8.  Ainsi  : 

Pour  obtenir  l'équation  de    l' anticaustique  relative   aux 
rayons  incidents  qui  sont  normaux  au  plan  représenté  par 
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V équation  (4 1),  on  cherchera  V équation  tangentielle  homogène 

/(u,  v,  w,  p)  =  o 

de  la  surface  dirimante.  Celle  de  V anticaustique  sera  alors 

/(  a  -+-  a,  t>  -h-  b,  w  +  c,  p  -h  8  )  =  o, 

u,  v,  w  étant  supposés  maintenant  reliés  par  Inéquation 

u1  ■+■  *>  *  -+-  w%  =  r . 

Considérons,  par  exemple,  une  surface  à  centre  du  second  degré, 
rapportée  à  ses  axes  de  symétrie.  Son  équation  sera 

(46)  />*=  Au«+  Bo*-h  Ctv», 

et,  par  conséquent,  celle  de  l'anticaustique  (A)  deviendra 

(47)  (/>-+- 8)*==  A(«  +  a)»+B(p +  *)«-*- C(iP-t-c)». 
Cette  équation  développée  est  de  la  forme 

(48)  (jo  +  8)«  =  aw!+  3p*h-  •{<*>*-*- ?.ol'u -h  2 S'v-ï-  *y'w, 

déjà  considérée  au  n°  457.  Elle  représente,  avec  des  axes  conve- 
nablement choisis,  la  surface  la  plus  générale  définie  par  la  con- 
dition d'être  corrélative  d'une  sur/ace  du  quatrième  ordre  à 
conique  double  et  d'admettre  elle-même  comme  conique  double 
le  cercle  de  l'infini. 

Réciproquement,  il  est  possible  de  démontrer  qu'une  surface 
de  cette  définition  peut  être  considérée  comme  une  anticaustique 
relativement  à  quatre  surfaces  différentes  du  second  degré.  Si 
l'on  identifie,  en  effet,  les  équations  (4;)  et  (48),  on  sera  conduit 
à  la  relation 

(a-A)a«-i-0-B)p«-4-(Y-C)w« 

-i-2(a'  —  Aa)w  +  2(?'-  B6)i>-f-2(Y'-Cc)w  —  Aa'—  B6«—  Cc»=o. 

Elle  ne  peut  avoir  lieu  que  si  Ton  a 

a'=Aa,        P'=B6,        7'=  Ce, 
a  — A  =  X,         p  — B  =  X.         y  — C=X, 
X  =  Aa»-t-B6*-hCc!. 
D.  -  II.  22 
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On  obtient  ainsi 

A  =  a  — X,         B  =  p  — X,         C  =  y  — X; 

*'  /.  P'  Y' 

a  —  A  p  —  À  y  —  X 

a'*  8'*  y'* 

L'équation  en  X  fera  connaître  quatre  valeurs  différentes  de 
cette  inconnue,  auxquelles  correspondront  quatre  surfaces  diffé- 
rentes du  second  degré.  Ces  surfaces  seront  homofocales;  l'indice 
relatif  à  chaque  réfraction  aura  pour  valeur 

(49)  n  =  v/i-/'(X); 

et,  par  suite,  la  réfraction  ne  se  changera  en  une  réflexion  que 
dans  le  cas  exceptionnel  où  l'équation  en  X  aura  une  racine 
double  ('). 

481.  Dans  les  applications  précédentes,  nous  avons  considéré 
comme  donnée  la  surface  des  centres  (S),  et  nous  avons  cherché 
le  rayon  R,  c'est-à-dire  nous  avons  déterminé  les  rayons  incidents. 
Donnons-nous  maintenant  les  rayons  incidents,  qui  seront  normaux 
à  une  surface  (A),  et  proposons-nous  de  déterminer  les  surfaces 
(S)  sur  lesquelles  on  peut  faire  réfléchir  ces  rayons  de  telle  ma- 
nière que  les  développables  soient  conservées  par  la  réflexion. 
D'après  le  théorème  de  Dupin,  ce  problème  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Étant  donnée  la  surface  (A),  déterminer  toutes  les  surfaces 
(S)  sur  lesquelles  les  développables  formées  par  les  normales 
de  (A)  découpent  un  réseau  conjugué. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  (A),  c,  c'>  d'  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  en  ce  point.  Rapportons  la  sur- 
face au  système  de  coordonnées  (p,  pt)  formé  par  les  lignes  de 


(')  Consulter  sur  ce  sujet  : 

Laguerre,  Sur  la  transformation  par  directions  réciproques  (Comptes 
rendus,  t.  XCII,  p.  71;  1881). 

Darboux,  Détermination  des  lignes  de  courbure  de  toutes  les  surfaces  de 
quatrième  classe,  corrélatives  des  cyclides,  qui  admettent  le  cercle  de  l'infini 
comme  ligne  double  (même  Recueil  et  même  tome,  p.  29). 
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courbure.  Nous  aurons  les  équations  d'Olinde  Rodrigues 


/ 1  x      àx        T>dc 

dy        _  de' 

dz        D  de" 

-r-   -H     R  —     =  0, 

dp             dp 

tr  x      àx       n    de 
dpt             dpi 

àpi             dpi 

dz        D   de" 
dpt            dp, 

où  R  et  Ri  désignent  les  deux  rayons  de  courbure  principaux.  Si 
Ton  pose 

(5a)  X  =  ar+-cR,        Y=^-+-c'R,        Z=z-hc'R, 

X,  Y,  Z  seront  les  coordonnées  de  l'un  des  centres  de  courbure 
et  devront  être  des  solutions  particulières  d'une  équation  de  la 
forme 

d«e  dO       0  dO 

dpdpi  dp       rdpt 

que  Ton  obtiendrait  en  éliminant  x  et  c  entre  les  trois  premières 
équations  des  groupes  (5o),  (5i)  et  (5a),  mais  qu'il  est  inutile  de 
former;  on  reconnaît  immédiatement  que  sa  solution  générale 
s'obtiendra  en.  prenant  les  valeurs  les  plus  générales  de  \  jx  satis- 
faisant aux  deux  équations 

,  c ,  x  à\  dfx  dX  da 

(54)  t-  -t-R-7-=o, hRi/=o, 

x  ^'  dp  dp  dpi  dp, 

et  en  les  portant  dans  la  suivante 

(55)  6  =  X-h|xR. 

Cette  remarque  nous  donne  la  solution  delà  question  proposée. 
Nous  avons  vu,  en  effet  (n°  418),  comment  on  détermine  toutes  les 
surfaces  (S)  qui  sont  coupées  suivant  des  courbes  conjuguées  par 
les  développables  d'une  congruence,  lorsqu'on  connaît  une  des 
surfaces  focales  de  la  congruence  et  le  système  conjugué  tracé 
sur  cette  surface.  Appliquons  cette  solution  générale  à  la  con- 
gruence formée  par  les  normales  de  la  surface  (A).  Les  coor- 
données homogènes  du  centre  de  courbure  étant  X,  Y,  Z,  i,  on 
aura  ici,  en  appliquant  les  formules  (5)  [p.  222], 


de     Adx  do      dY  do       dz 

dp  dp  dp  dp  àp  dp 


T  -d° 
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0  étant  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (53)  et  X0,  Y0, 
Z0,  T0  désignant  les  coordonnées  homogènes  du  point  de  la  sur- 
face cherchée  (S).  Si  Ton  remplace  X,  Y,  Z,  0  par  leurs  valeurs 
déduites  des  formules  (52)  et  (55),  on  trouve  ainsi 

(56)  Xl=x-c--,         Y,  =  y-c'-,  Z,  =  *  —  c'-, 

f*  V-  f* 

X|,  Y4,  Z4  désignant  maintenant  les  coordonnées  rectangulaires 
du  point  cherché  et  X,  jx  les  solutions  les  plus  générales  du  sys- 
tème (54). 

On  voit  que  tout  se  ramène  à  l'intégration  de  ce  système  (54). 
On  en  connaît  déjà  des  solutions  particulières 

X  =a?*-f-^*  +  <8«,  {A  =  2CX-T-  2c'jr-\-  2C'jS. 

Par  suite,  si  l'on  élimine  X  entre  les  deux  équations  (54),  on 
sera  conduit  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  suivante 

*(»?)-*(■•£)- 

qui,  devant  admettre  les  solutions  particulières  c,  c',  c",  sera  néces- 
sairement Y  équation  tangentielle  relative  au  système  conjugué 
formé  par  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  (A). 

Nous  avons  vu  (n°  162)  que  l'intégration  de  cette  équation 
équivaut  à  la  détermination  de  toutes  les  surfaces  ayant  même 
représentation  sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure  que  (À). 

La  sphère  qui  est  normale  au  rayon  incident  et  au  rayon  réfléchi 
a  son  centre  au  point  (Xf,  Y,,  Z,)  et  elle  touche  la  surface  (A) 
au  point (#,  y,  z).  Son  équation  s'obtient  donc  sans  difficulté;  on 
peut  lui  donner  la  forme  suivante  : 

l   Ji[(X-tf)»H-(Y  —  y)*H-(Z-*)l] 

(58)  J  aXLV  '       v         J  '       K  '  J 

f      -+-c(X  —  3?)-+-c'(Y—  y)-t-cm(Z  —  z)  =  o. 

Pour  déterminer  les  points  où  elle  touche  son  enveloppe,  on  la 
différentiera  successivement  par  rapport  à  p  et  à  pf,  ce  qui  donnera, 


(59) 
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en  tenant  compte  du  système  (54),  les  deux  équations 

/  ^ 
^[(X-*)i+ (Y -,)!-*- (Z--*)t] 

+  ^(X~;P)-f-^(Y-J')-+-^(Z--5)  =  0' 

i*l(X-*)»+(Y-.7)t+(Z_,)*] 
+  _(X_*)+_(Y-7)+_(Z-*)  =  o, 

qui  représentent  un  cercle  coupant  la  sphère  aux  deux  points 
cherchés. 

L'un  de  ces  deux  points  est  évidemment  le  pied  de  la  normale 

X  =  x,        Y=y.        Z  —  z. 

Les  plans  tangents  en  ce  point  aux  trois  sphères  représentées 
parles  équations  (58),  (5o,)  s'obtiennent  immédiatement;  ce  sont 
le  plan  tangent  et  les  deux  plans  principaux  de  la  surface  (A). 
Par  suite,  les  trois  sphères  sont  orthogonales  et  le  cercle  repré- 
senté par  les  équations  (5g)  est  celui  qui  est  normal  aux  deux 
nappes  de  V enveloppe. 

482.  Comme  on  peut  toujours  ajouter  à  ja  une  constante  p2 
sans  que  le  système  (54)  cesse  d'être  vérifié,  on  voit  que  les  en- 
veloppes des  sphères  représentées  par  l'équation 

(6o)  [^-'[(X-^-MY-^-MZ-,).] 

!      +c(X-*)+  c'(Y  —7) -+-  c"(Z  —  z)  =  o 

admettront  comme  trajectoires  orthogonales  tous  les  cercles  repré- 
sentés par  les  équations  (5g).  Nous  obtenons  ainsi  le  système 
triple  orthogonal  dont  nous  avions  établi  l'existence  au  n°  476;  et 
les  valeurs  de  p,  p4,  p2  tirées  des  formules  (5g)  et  (6o)  seront  les 
paramètres  des  trois  familles  qui  le  composent. 
Voici  quelques  formules  relatives  à  ce  système  : 
Introduisons  la  fonction  auxiliaire  8  définie  par  la  relation 

(6i)  X  -  x)*-h  (Y  — 7)«-+-  (Z  —  z)* ±=  —  aXO. 
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Les  formules  (59)  et  (60)  pourront  être  remplacées  par  le  sys- 
tème suivant  : 

C(X —  *)-+-    c'  (Y  —/)4-  c"  (Z  —  *)  =  0(fx4-p,), 

(62)  (     dp v  y        dp  v        ^  '       dp  v  '        dp 

dpi  <*p,  v         ^  7       dpt  v  dp, 

Ces  équations  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  X,  Y,  Z  et 
nous  donnent 

A/  v  8  dix  de         0  dut    de 

k  —  ^=e({JL4-pî)C4-    --p-T-    4---rI-    -T-» 

e  dp   àp        g  dp,  dp, 

(63)  '.  Y— ^  =  6({i4-  p2)c'4-  -  -^-  —  -+-  -  -r-  -r-y 
j  r       '  e  dp   dp         g  dpi  dpi 

rj  A/  .    „      0  djx  de*        0  dfi   dc* 

Z  —  *  =6([A4-p2)c  4-  -  T-  — -  -*-  -  t-  -r-  > 
vr       rz/  e  dp    dp        g  dp,  dp, 

e  et  #  étant  les  quantités  définies  par  l'identité 

(64)  cfc*4-  rfc'»4-  rfc"*  =  e  rfpî-f-  ^  rfpf . 

Si  Ton  porte  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  tirées  des  formules  (63) 
dans  l'équation  (61),  on  aura  la  relation 

qui  fera  connaître  0. 

Des  différentiations  nous  donneront  ensuite  les  dérivées  deX, 
Y,  Z  par  rapport  à  p,  p,,  p2.  On  trouve  ainsi 


r      *i         r 

_  1  del  1  àp    \         dX       1    dô  I 


<<*>   g  =  i£|  x_*-*-x^|,     ^  =  i^|x- 


(67) 


L  =  !iii!erx-*H--^1I 


et  des  formules  analogues  pour  les  dérivées  de  Y  et  de  Z.  Ces 
valeurs  permettent  de  vérifier  aisément  les  relations  d'orthogo- 
nalité.  On  en   déduit,  pour  l'élément  linéaire  relatif  au  système 
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orthogonal,  la  formule 

A -Y      A— Y 

(68)  di*  =  o*d?\  + (  JE  j  ed?*+l  -&±  j  edpi 

où  il  faudra  remplacer  9  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (65). 

Lorsqu'on  donnera  à  p2  différentes  valeurs  constantes,  on  aura 
les  différentes  surfaces  qui  sont  les  trajectoires  orthogonales  des 
cercles  représentés  par  les  équations  (59).  La  surface  (A)  corres- 
pond à  l'hypothèse  p2  =  oo.  Il  résulte  d'ailleurs  de  la  forme  des 
expressions  de  X,  Y,  Z,  6  par  rapport  à  p2  que  quatre  trajectoires 
orthogonales  fixes  couperont  chaque  cercle  en  quatre  points  dont 
le  rapport  anharmonique  sera  constant.  M.  Ribaucour  a  beaucoup 
insisté  sur  cette  propriété  et  en  a  déduit  différentes  conséquences. 

Si  Ton  prend  pour  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  une 
des  surfaces  les  valeurs  y,  y'j  *f  définies,  en  grandeur  et  en  signe, 
par  des  formules  telles  que  les  suivantes 

(69)  Y  =  C  +  (X  — *)^j=iï, 

les  rayons  de  courbure  principaux  R/,  R't  de  la  surface  seront 
définis  par  les  relations  élégantes 

Si  l'on  se  reporte  à  \&fig.  3i  en  supposant  que  x,  y,  z  soient 

les  coordonnées  du  point  A,  on  déterminera  aisément  tous  les 

éléments    de   la  figure.  Les   coordonnées  de  M  et  de  R  seront 

données  par  les  formules  (56)  et  (63);  celles  de  C  et  de  D  par  les 

suivantes 

de  dx 

(70 

auxquelles  on  ajoutera  les  valeurs  analogues  pour  Y  et  Z. 


dp 

à? 

de 
dp, 

=  X  - 

dx 
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La  détermination  des  systèmes  orthogonaux  précédents  repose 
sur  l'intégration  du  système  (54).  Si  Ton  prenait  pour  X  et  \l  les 
combinaisons  linéaires  suivantes 

X  =  hx  -+-  ky  -h  Iz  -h  m  h-     /i(a?»  ■+-  yx  -kz*  ), 
p.  =  hc  -h  ko'  -+■  le'  -+-  pi  -h  2/i(ca?-+-  c'j'  -+-  c**) 

des  solutions  signalées  plus  haut,  on  retrouverait  le  cas  particulier 
déjà  étudié  [I,  p.  258  et  suiv.],  dans  lequel  les  cercles  de  la  con- 
gruence  sont  normaux  deux  fois  à  une  sphère  ou  à  un  plan.  La 
détermination  complète  des  systèmes  orthogonaux  correspondants 
exige  seulement  l'intégration  de  l'équation  différentielle  des 
lignes  de  courbure  sur  la  surface  proposée. 

483.  La  proposition  fondamentale,  d'après  laquelle  les  six  coor- 
données de  la  sphère  qui  enveloppe  une  surface  sur  les  deux 
nappes  de  laquelle  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  satis- 
font à  une  même  équation  linéaire  du  second  ordre,  peut  recevoir 
un  grand  nombre  d'applications.  Nous  verrons,  par  exemple,  que, 
lorsque  les  six  coordonnées  satisfont  à  l'équation  élémentaire 

=  o, 


dxà$ 


la  sphère  enveloppe  la  surface  la  plus  générale  ayant  ses  lignes  de 
courbure  sphériques  dans  les  deux  systèmes  ;  de  sorte  que  la  déter- 
mination de  toute  surface  à  lignes  de  courbure  sphériques  dans 
les  deux  systèmes  se  ramène  à  celle  de  six  fonctions  A/  de  a  et  de 
six  fonctions  B,-  de  (3  vérifiant  l'identité 

6 

2<A,-B,)i=o. 

On  obtiendra  de  même  toutes  les  surfaces  à  lignes  de  courbure 
sphériques  dans  un  seul  système  en  déterminant  toutes  les  sphères 
dont  les  six  coordonnées  satisfont  à  une  équation  linéaire  dont  un 
des  invariants  est  égal  à  zéro.  Nous  nous  contenterons  maintenant 
de  ces  indications;  et  nous  terminerons  ce  Chapitre,  ainsi  que  le 
Livre  destiné  aux  congruences,  en  remarquant  que  l'on  peut 
étendre  la  proposition  précédente  aux  congruences  rectilignes. 
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Soient  (G)  une  congruence  de  droites,  (S)  et  (S,)  les  deux 
nappes  de  sa  surface  focale;  chaque  droite  de  la  congruence, 
touchant  en  un  point  la  nappe  (E)  et  en  un  point  la  nappe  (S«  ), 
établit  ainsi  une  correspondance  point  par  point  entre  ces  deux 
nappes.  Les  lignes  asymptotiques  de  (E)  ne  correspondent  pas,  en 
général,  à  celles  de  (S^).  Mais,  si  Ton  emploie  la  transformation 
de  M.  Lie  en  l'appliquant  à  la  proposition  que  nous  avons  étudiée 
relativement  aux  enveloppes  de  sphères,  on  est  immédiatement 
conduit  au  résultat  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  lignes 
asympto tiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  (S),  (2<) 
est  que  les  six  coordonnées  de  chaque  droite  de  la  congruence, 
qui  sont  fonctions  de  deux  paramètres  variables,  vérifient  une 
même  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre. 

Appliquons  cette  proposition  aux  congruences  de  normales;  #, 
y,  z  désignant  les  coordonnées  du  pied  de  la  normale,  les  six  coor- 
données de  la  normale  sont 

—  ar  —  pz,     y+qz,    py—qx,     —q,     —p,     i, 

p  et  q  désignant  les  dérivées  de  z.  Prenons,  par  exemple,  x  et  y 
comme  variables  indépendantes  ;  la  condition  pour  que  les  lignes 
asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  surface 
des  centres  est 

Dx,(x  -hpz,  y  +  qz,  py  —  qx,  p,  q,  i)  =  o. 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  est 
celle  des  surfaces  pour  lesquelles  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux sont  fonctions  l'un  de  l'autre. 
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Définition  d'un  trièdre  trirectangle  (T)  lié  à  chaque  élément  de  la  surface.  —  Ap- 
plication des  formules  données  dans  le  Livre  I  relativement  aux  déplacements 
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Sphère  osculatrice. 


484.  Nous  nous  proposons  maintenant  de  reprendre  l'étude  des 
surfaces  en  la  rattachant  directement  aux  développements  donnés 
dans  le  Livre  I.  Nous  ferons  connaître  d'abord  différents  systèmes 
de  formules  parmi  lesquelles  se  trouvent  celles  que  l'on  doit  à 
M.  Codazzi. 

Considérons  une  surface  quelconque;  on  peut  lier  l'étude  de 
cette  surface  à  celle  du  mouvement  d'un  système  mobile  en 
opérant  de  la  manière  suivante. 

M  désignant  un  point  de  la  surface,  construisons  un  trièdre 
trirectangle  (T)  dont  le  stfmmét  soit  en  M  et  dont  Taxe  des  z  soit 
la  normale  en  M;  les  axes  aes  x  et  des  j'  seront,  nar'sriite,  situés 
dans  le  plan  tangent  à  la  surface.  Ces  axes  seront  parfaitement 
déterminés  si  l'on  connaît,  pour  chaque  position  du  point  M, 
l'angle  de  l'axe  des  x  avec  l'une  des  lignes  coordonnées,  par 
exemple  avec  la  tangente  à  la  courbe  v  =  const.  Sans  indiquer, 
pour  le  moment,  rien  de  plus  précis  relativement  à  leur  position 


/ 
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dans  le  plan  tangent,  nous  allons  montrer  comment  les  propriétés 

de  la  surface  et  des  courbes  qui  y  sont  tracées  se  déduisent  de 

l'étude  du  mouvement  du  trièdre  (T). 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  conserve  toutes  les  notations 

du   Chapitre  VII  [I,  p.  66],  ce  mouvement   est  caractérisé  par 

les  équations 

;  ==  o,       Ci  =  o, 

qui  expriment  que  la  surface  décrite  par  le  sommet  du  trièdre  est 
tangente  au  plan  des  xy. 

Alors  les  formules  du  Livre  I  [I,  p.  49  et  66]  nous  donnent 
le  système  suivant  : 

/   àp       dPl  d\        d\x  __ 

(A)  H  "  1S  =  r* ~P^       T»  ~  1U  =  r^~ ^ 

et  il  résulte  évidemment  des  propositions  établies  au  Livre  I  qu'à 
tout  système  de  valeurs  des  quantités  p}  ...,  £,  ...,  satisfaisant 
à  ces  équations,  correspondra  un  mouvement  parfaitement 
déterminé y  et  par  conséquent  une  seule  surface. 

Si  un  point  rapporté  au  trièdre  (T)  a  pour  coordonnées  x,  y,  z, 
on  aura,  en  appliquant  les  formules  (4)  [I>  p.  67], 

/  dx  -4-  \  du  -h  £t  dv  -+-  ( q  du  -f-  q^  dv)z  —  ( r  du  ■+-  rt  dv)y, 

(B)  <  df/  +  T)  du -h  lit  dv  -*- (r  du  -+-  rxdv)x  —  (p  du +•  p{dv)z, 
\  dz  -h(p  du-*-pldv)y  —  (q  du -h  qidv)x, 

pour  les  projections  de  son  déplacement  sur  les  axes  du  trièdre 
mobile,  quand  u  et  v  prendront  des  accroissements  duf  dv. 

485.  Considérons,  en  particulier,  la  surface  proposée,  qui  est 
parcourue  par  l'origine  du  trièdre  mobile  ;  ds  désignant  la  diffé- 
rentielle de  l'arc  de  courbe  décrit  par  cette  origine  et  <o  l'angle 
que  fait  la  tangente  à  cette  courbe  avec  l'axe  des  x  du  trièdre 
mobile,  on  aura 

(1)  ds  cosu  =  £  du  -+-  $1  dv,        dss'moj  =  r\  du-\-  r^dv. 
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Ces  formules  feront  connaître  l'élément  linéaire  de  la  surface, 
qui  aura  pour  expression 

(2)  ds*=:  (£du-h  l\dv)*-t-(i\  du-hr^dv)*. 

Imaginons  que,  par  un  point  fixe  O  de  l'espace,  on  mène  des 
droites  parallèles  aux  axes  du  trièdre  (T).  On  formera  ainsi  un 
trièdre  (T,)  dont  les  rotations  seront  les  mêmes  que  celles  du 
trièdre  (T).  Si  l'on  considère  le  point  m  à  la  distance  i  sur  l'axe 
des  z  de  ce  trièdre,  il  décrira  une  sphère  (S)  de  rayon  i;  ce  sera 
évidemment  le  point  qui  correspond  à  M  lorsqu'on  effectue  la 
représentation  sphérique  de  la  surface  proposée  sur  la  sphère  (S) 
d'après  la  règle  que  nous  avons  indiquée. 

D'ailleurs,  si  nous  appliquons  les  formules  (4)  [I,  p.  48]  re- 
latives au  déplacement  d'un  trièdre  ayant  un  point  fixe,  nous 
trouverons  pour  les  projections  du  déplacement  du  point  m  sur 
les  axes  du  trièdre  (T,)  ou-,  ce  qui  est  la  même  chose,  sur  ceux 
du  trièdre  (T),  les  valeurs  suivantes  : 

q  du-\-  qxds>,        — p  du — p\dv%        o. 

Par  suite,  si  nous  désignons  par  rf<x  l'arc  de  courbe  décrit  par  le 
point  m  et  par  8  l'angle  que  fait  cet  arc  avec  l'axe  des  x  du  trièdre 
(T),  on  aura 

(3)  û?<jcos8  =  q  du  -+■  q\dvy        cfesinQ=  —  (p  du-^pxdv). 

L'élément  linéaire  de  la  sphère  sur  laquelle  on  effectue  la  repré- 
sentation de  la  surface  aura  donc  pour  valeur 

(4)  d<s*=  (p  du -h  ptdvy-ï-  {q  du-\-  qxdv)*. 

Enfin  l'angle  <o  —  8  d'une  courbe  tracée  sur  la  surface  avec  sa 
représentation  sphérique  sera  déterminé  par  l'une  ou  l'autre  des 
deux  équations 

(   û?<jsin(a)  —  0)  =  (p  du  -+-pidv)  cosw  -h  (q  du -h  q\dv)  sinco, 
(5  )     < 

(  é/<JCOs(w  —  6)  =  {q  du  -+■  qidi>)cosu>  — (p  du  -r-pidv)  sinu>. 

Ces  formules  nous  seront  très  utiles.  Nous  allons  maintenant 
résoudre  quelques-unes  des  questions  les  plus  importantes  qui  se 
présentent  dans  les  applications. 
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486.  Proposons-nous  d'abord  d'établir  la  relation  qui  doit 
exister  entre  deux  tangentes  conjuguées.  Si  le  point  M  de  la  surface 
décrit  une  courbe,  on  obtiendra  la  conjuguée  de  la  tangente  à  cette 
courbe  en  prenant  l'intersection  du  plan  tangent  en  M  avec  le 
plan  tangent  au  point  infiniment  voisin  de  la  courbe  ;  en  d'autres 
termes,  la  conjuguée  est  la  caractéristique  du  plan  tangent  dans  le 
mouvement  du  trièdre;  elle  est  le  lieu  des  points  de  ce  plan  dont 
la  vitesse  est  dirigée  dans  le  plan.  Les  formules  (B)  donnent  les 
composantes  de  cette  vitesse  ;  si  l'on  écrit  que  la  composante  re- 
lative à  Mz  est  nulle,  on  obtiendra  l'équation 

(p  du-*-pidv)y  —  (q  du  •+■  qidv)x  =  o, 

qui  représente  la  tangente  conjuguée.  Appelons  <o'  l'angle  qu'elle 
fait  avec  l'axe  des  x  du  trièdre  (T);  x  et  y  seront  proportionnels 
à  cosw',  sine*/,  et  l'équation  précédente  deviendra 

(6)  (p  du  -+-pidv)sinto'  —  (q  du  ■+-  qidv)  coso/  =  o. 

Désignons  par  la  lettre  8  les  différentielles  relatives  à  un  dépla- 
cement suivant  la  direction  conjuguée;  on  aura 

8scosu/  =  £  lu  -+■  iji8j>,        8ssin  w'  =  7j  lu  h-t^Sc 

En  substituant  ces  valeurs  de  sina/,  cosa/  dans  l'équation  que 
nous  venons  d'obtenir,  on  trouvera 

J  \  -+-(/>Tn  —  q\\) du.lv -Tr{p\rk  —  q^\)ludv  —  o. 

Cette  relation  est,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  parfaitement 
symétrique  par  rapport  aux  différentielles  rf,  S;  car  les  coefficients 
de  du  8t>  et  de  ou  dv  sont  égaux  en  vertu  de  la  dernière  des  formules 
(A).  Il  suit  de  là  que  la  relation  (6)  peut  aussi  être  écrite  sous  la 
forme  suivante  : 

(6)'  (p  lu  -hpilv)  sinco  —  (q  lu  -+■  q\lv)  costo  =  o. 

On  pourrait  encore  établir  comme  il  suit  la  relation  entre  deux 
tangentes  conjuguées.  On  déduit  des  formules  précédentes  (3) 

(8)     d<JCOs(o/  —  0)  ==  {qdu  -t-  #i  <afo) costo '—  (p  du  -\-p1dv)sintaf. 

Or,  si  les  deux  directions  définies  par  les  angles   o>,  <o'  sont 
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conjuguées,  on  aura,  d'après  une  propriété  déjà  démontrée  [I, 
p.  201], 


2 


En  introduisant  cette  hypothèse  dans  l'équation  (8),  on  sera 
conduit  de  nouveau  à  la  relation  (6). 

487.  Si  l'on  suppose  que  les  deux  directions  conjuguées  coïn- 
cident, il  faudra  remplacer  partout  8  par  d,  a/  par  o>  ;  et  l'on  aura 
l'équation  différentielle  des  lignes  asympto tiques  sous  les  deux 
formes  suivantes  : 

i  (p  du  -hfidv)  sinu)  —  (q  du -h  qldv)cosui  =  o. 

En  comparant  la  seconde  de  ces  équations  à  l'une  des  formules 
(5),  on  reconnaît  immédiatement  une  propriété  caractéristique 
des  lignes  asympto  tiques;  elles  font,  en  chaque  point,  un  angle 
droit  avec  l'élément  correspondant  de  leur  représentation 
sphérique. 

La  seconde  équation  (9)  exprime  aussi,  nous  le  verrons  plus 
loin,  que  le  plan  osculateur  de  la  ligne  asymptotique  est  tangent 
à  la  surface. 

488.  Cherchons  maintenant  l'équation  différentielle  des  lignes 
de  courbure.  On  obtient  toutes  les  propriétés  essentielles  relatives 
à  ces  lignes  en  se  plaçant  à  des  points  de  vue  divers,  que  nous 
allons  successivement  examiner. 

On  peut  d'abord  chercher  les  déplacements  du  trièdre  mobile 
pour  lesquels  la  normale  à  la  surface,  axe  des  z  de  ce  trièdre, 
engendre  une  surface  développable. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  qu'il  existe  sur  l'axe  des  z  du 
trièdre  mobile  un  point  variable 

#  =  0,       y  =  o,        *  =  p, 

décrivant,  dans  le  mouvement  considéré,  une  courbe  constamment 
tangente  à  cet  axe.  Or  les  projections  du  déplacement  de  ce  point 
quand  u  et  v  prennent  les  accroissements  du,  dv  sont,  d'après 
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les  formules  (B), 

£  du  -4-  li dv  ■+■  (q  du  -+-  qx  dv)p, 

7j  du  -\-  riXdv  —  (p  du  -\- pidv )ç>, 

dp. 

Pour  que  la  courbe  décrite  soit  tangente  à  l'axe  des  z,  il  est  né- 
cessaire et  suffisant  que  les  deux  premières  projections  soient 
nulles.  On  a  donc 

(    \du  ■+-  hdv  H-  p(q  du  -+-  q\dv)  =  o, 
(  7j  du  -+-  rndv  —  p(p  du  -\- p^dv)  =  o. 

Ces  deux  équations  font  connaître  à  la  fois  -r-  et  p.  Cette 

dernière  quantité  est  évidemment  le  rayon  de  courbure  principal 
correspondant  à  la  ligne  de  courbure  considérée. 
Si  l'on  élimine  p,  on  obtient  l'équation  différentielle 

(n)    (pdu  -4- pidv)(\  du  -h  £i  dv)  -t-  (q  du-+-  qxdv)^  du  -h  v\\dv)  —  o, 

qui  caractérise  les  deux  lignes  de  courbure.  On  peut  lui  donner 
la  forme  suivante 

(ii)a  (p  du-ï-pidv)  cosu>  -h(q  du  -h  qydv)  sinw  =  o, 

qui,  rapprochée  des  formules  (5),  montre  que  les  tangentes  à 
une  ligne  de  courbure  et  à  son  image  sphérique  sont  parallèles. 

Si  l'on  élimine  au  contraire  -r->  on  obtiendra  l'équation  aux 

rayons  de  courbure  principaux 

(12)       p*(pqi  —  qpx)  -4-  p(qrit  —  q^  —  \px  -h  £,/>)  -+-  fa  —  ^  =  o. 

489.  On  retrouve  encore  les  lignes  de  courbure  en  étudiant  une 
des  questions  fondamentales  relatives  au  déplacement  du  trièdre 
(T).  Nous  avons  vu  que,  parmi  les  mouvements  infiniment  petits 
qui  se  produisent  à  partir  d'une  position  donnée,  il  y  en  a  deux, 
réels  ou  imaginaires,  qui  se  réduisent  à  des  rotations.  La  valeur 

de  -y-  et  l'axe  de  rotation  relatifs  à  ces  mouvements  sont  définis 
dv 

par  les   équations   (6)    [I,   p.    68]  qui  se  réduisent  ici  aux  sui- 
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vantes 


(i3) 


\du  + 

\%dv 

-h(q  du 

-\-qtdv)z  - 

-(r 

rfw 

■+■  rtdt>)y=; 

0, 

7j  du -h 

rtidv 

-4-  (rdu 

-+-  rtdv)x  - 

-(/> 

rfw 

-+-  p\dv)z  = 

o, 

(p  du 

-*-pidv)jT' 

-(ï 

du 

-+-  qtdv)x  = 

0. 

On  en  déduit  d'abord  l'équation 

(p  du  -f-  pidv)(\  du-\-\idv)  +  (q  du  -+■  q\dv)(t\  du  +  f\{dv)  =  o, 

qui  définit  les  valeurs  de  -r-  correspondantes  aux  deux  rotations. 

Or,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  l'équation  précédente  est  celle 
des  lignes  de  courbure. 

De  plus,  l'axe  de  rotation  relatif  à  chaque  ligne  de  courbure  va 
rencontrer  la  normale  à  la  surface  au  centre  de  courbure  corres- 
pondant. Cela  résulte  de  la  comparaison  des  formules  (10)  et(i3). 
En  réunissant  tous  ces  résultats,  nous  pouvons  énoncer  la  propo- 
sition suivante  : 

Dans  le  déplacement  du  trièdre  (T)  lié  à  la  surface,  les 
mouvements  infiniment  petits  qui  se  réduisent  à  des  rotations 
sont  toujours  réels;  ils  correspondent  à  des  déplacements  de 
l'origine  s* effectuant  suivant  les  lignes  de  courbure  de  la  swr- 
face.  Les  axes  correspondants  à  ces  rotations,  qui  sont  évidem- 
ment situés,  pour  chaque  ligne  de  courbure,  dans  le  plan 
normal  à  cette  ligne,  vont  en  outre  passer  par  le  centre  de 
courbure  principal  correspondant. 

490.  Il  nous  reste  maintenant  à  étudier  les  propriétés  relatives 
à  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface.  Nous  avons  déjà 
obtenu  les  formules  relatives  à  la  tangente 

£  du  -4-  £i  dv 
as 

'     .  r,  du-±-Tn  dv 

smto  =  - ; • 

ds 

Nous  allons  maintenant  indiquer  celles  qui  concernent  la  normale 
principale. 

Nous  savons  [I,  p.   n]  que  si,  par  un  point  fixe  de  l'espace, 
on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  de  la  courbe,  d'une  longueur 
D.  -  II.  a3 
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égale  à  Puni  té,  la  vitesse  de  l'extrémité  de  cette  parallèle,  en  sup- 
posant que  l'arc  de  la  courbe  soit  égal  au  temps,  sera  égale  en 

grandeur  à  la  courbure  de  la  courbe  -  et  aura  la  direction  et  le 
sens  de  la  normale  principale. 

Or  si,  par  le  même  point  fixe,  on  mène  des  parallèles  aux  arêtes 
du  trièdre  mobile,  on  formera  le  nouveau  trièdre  (T,)  déjà  défini, 
dont  les  rotations  seront,  quand  on  se  déplacera  sur  la  courbe, 

p  du  -f-  p\  dv       q  du  -f-  qi  dv       r  du  -h  ry  dv 
ds  '  ds  ds 

L'extrémité  de  la  parallèle  à  la  tangente  aura  pour  coordonnées 

relatives 

cosu),     sinto,     o. 

En  appliquant  les  formules  (4)  [I,  p.  48]  qui  donnent  la  pro- 
jection de  la  vitesse  sur  les  axes  mobiles,  on  obtiendra  les  for- 
mules 

ds 

—  cosÇ'  = — sinco(ûfo>  ■+-  rdu~\-  rt  dv), 

ds 
(i5)  {  — cosV  =  -*-  costo(û?toH-  rdu-\-  r^  dv), 

P 

ds 

—  cosÇ'  =-+-  sin  (ji(p  du  -4-/>i  dv)  —  cosu>(gr  du-\-  qx  dv), 

P 

£',  V,  C  désignant  les  angles  de  la  normale  principale  avec  les 
axes  des  x,  des  y  et  des  z  du  trièdre  (T|)  ou  du  trièdre  (T). 
Ces  relations  prouvent  que  l'on  peut  prendre 

(16)  cos£'  =  — sinwsinTîJ,        cosV=  costo  sin©,         cos£'=cosbj. 

m  désignera  l'angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  le  plan  oscula- 
teur  de  la  courbe  ;  et  les  formules  (i5)  pourront  être  remplacées 
par  les  deux  suivantes  : 

(17) =  sinto (pdu  •+■  pi  dv)  —  cosa>(y  du-\-  qt  dv), 

,   _  v  ds  sin  tjt         ,  ,  , 

(18)  =  aw  -+-  r  du  -f-  ri  dv. 


Ces  formules  appellent  plusieurs  remarques. 

La  première  nous  montre  immédiatement  que  ^-^  demeure  le 


COSGT 
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même  pour  toutes  les  courbes  ayant  même  tangente.  Nous  retrou- 
vons ainsi  le  théorème  de  Meusnier  et  nous  voyons  que  notre  pre- 
mière formule  donne  ce  que  l'on  appelle  la  courbure  normale, 
c'est-à-dire  la  courbure  de  la  section  normale  tangente  à  la 
courbe. 

Quant  à  la  seconde  formule,  elle  définit  un  élément  qui,  comme 
nous  le  verrons,  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  de  la 
déformation  des  surfaces.  Considérons  le  cylindre  projetant  la 
courbe  sur  le  plan  tangent.  D'après  le  théorème  de  Meusnier, 

sera  la  courbure  de  la  section  normale  du  cylindre  tangente 

à  la  courbe,  c'est-à-dire  la  courbure  de  la  projection  de  la  courbe 
sur  le  plan  tangent. 

M.  Liouville,  qui  Ta  considérée  après  M.  O.  Bonnet,  lui  a  donné 
le  nom,  accepté  par  tous  les  géomètres,  de  courbure  géode- 
sique  (*). 

Nous  appellerons  centre  de  courbure  normale  le  centre  de 
courbure  de  la  section  plane  normale  tangente  à  la  courbe,  et 
centre  de  courbure  géodésique  le  centre  de  courbure  de  la  pro- 
jection de  la  courbe  sur  le  plan  tangent. 

D'après  le  théorème  de  Meusnier,  ces  deux  centres  se  trouvent 
sur  l'axe  du  cercle  osculateur  de  la  courbe  considérée. 

On  sait  que  l'on  appelle  ligne  géodésique  toute  ligne  dont  le 
plan  osculateur  est,  en  chaque  point,  normal  à  la  surface.  L'é- 
quation différentielle  des  lignes  géodésiques  est  donc 

(19)  do)  -+-  r  du  -+-  ri  dv  =  o.    , 

491.  La  formule  (17)  nous  permet  d'obtenir,  d'une  manière 
nouvelle,  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure.  On  sait, 
en  effet,  que  ces  lignes  sont  tangentes  aux  sections  normales  de 
plus  grande  ou  de  plus  petite  courbure.  Elles  sont  donc  déter- 


(*)  O.  Bonnet,  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  {Journal  de 
l'École  Polytechnique,  XXXII-  Cahier,  p.  1;  1848).  Présenté  en  1844  à  l'Aca- 
démie des  Sciences. 

J.  Liouville,  Sur  la  théorie  générale  des  surfaces  {Journal  de  Liouville, 
t.  XVI,  p.  i3o;  i85i). 
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minées  par  l'équation 

à  /cosgt\ 
3=1—  )=°' 


où  Ton  regarde comme  une  fonction  de  u}  v  et  de  w.  Or 

on  a 

costa  p  du-\-  pidv  g  du-\~  qx  dv 

=  sinu)  — j-^-1 cosw- j-1 

p  ds  ds 

Les  expressions  de  -r->  Ten  fonction  de  to  se  déduiront  des 
formules  déjà  données  (i4)-  Où  aura 

du  __  rjt  cosw  —  £1  sina>  ûft>__£sinu> —  ïj  coseu 

En  faisant  usage  de  ces  équations  pour  calculer  les  dérivées  de 

-r->  -r  considérées  comme  fonction  de  la  seule  variable  u>  et  re- 
ds    ds 

tranchant  du  second  membre,  après  la  dérivation,  la  quantité 

qui  est  nulle  en  vertu  de  la  dernière  des  équations  (A),  on  obtient 
l'identité 

,     v  d  /cost&Y  p  du  -\-pidv  .       g  du  -+-  qidv 

<2o>    m— )  =  2cos,° — a*     -t-""""     ds    ' 

dont  nous  aurons  à  faire  usage.  En  égalant  le  second  membre  à 
zéro,  on  retrouve  bien  l'équation  différentielle  des  lignes  de  cour- 
bure. 

492.  Nous  allons  maintenant  passer  aux  éléments  du  troi- 
sième ordre.  Remarquons  d'abord  que  les  angles  X',  jjl',  v'  de  la 
binormale  avec  les  axes  dutrièdre  (T)  sont  connus,  puisque  nous 
avons  déjà  déterminé  ceux  de  la  tangente  à  la  courbe  et  de  la 
normale  principale.  En  appliquant  les  formules  (i)  [I,  p.  3], 
on  a 

(21)        cosX'=  sinw  costït,        cosfx'  =  —  coscocostîj,        cosv'  =  sinnr. 

Nous  savons  aussi  [I,  p.  n]  que  si,  par  un  point  fixe,  nous 
menons  une  droite  de  longueur  égale  à  i,  parallèle  à  la  binormale, 
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l'extrémité  de  cette  droite  aura,  quand  on  se  déplacera  sur  la 

ds 
courbe,  un  déplacement  égal  à  —  et  la  direction  de  ce  déplacement 

sera  celle  de  la  normale  principale.  Reprenons  donc  le  trièdre  (Tf) 
déjà  considéré,  ayant  le  point  fixe  pour  origine  et  parallèle  au 
trièdre  (T).  L'extrémité  de  la  parallèle  à  la  binormale  menée  par 
l'origine  aura  pour  coordonnées 

sinio  cosnr,    — cos  cocos  ht,     sin&j 

et  les  projections  de  la  vitesse  de  ce  point  sur  les  axes  mobiles 
devront  être,  en  tenant  compte  des  valeurs  déjà  données  des 
cosinus  directeurs  de  la  normale  principale, 

—  sincosincj       cosuisincr       cosnr 

T  T  X 

En  appliquant  donc  l'une  quelconque  des  formules  (4)  [I, 
p.  48]  qui  donnent  la  projection  de  la  vitesse,  la  dernière  par 
exemple,  on  aura 

cosnr  dm        pdu-\- px  dv  a  du-\-  qi  dv 

=  COSTST-j — =-*-ï COSTBCOSCJ  — -j-1 COSBJSinw 

z  ds  ds  ds 

et,  en  divisant  par  cossr, 

i        dm  p  du-h  ptdv  g  du-\-  a*  dv   . 

(22)  r-  =  —  — r-=- cosco — r-2 sin<o. 

'  t        ds  ds  ds 

On  voit  que  le  premier  membre  demeure  le  même  pour  toutes 
les  courbes  ayant  même  tangente.  Ce  résultat  important  est  dû 
à  M.  O.  Bonnet.  On  peut  encore  donner  à  l'équation  précédente 
la  forme  suivante  : 

.   ,.  i        dm  __       i     d   /cosm\ 

z        ds  ~~~       2  dtxi\     p     / y 

la  dérivée  par  rapport  à  co  ayant  même  signification  que  dans 
l'équation  (20). 


493.  Pour  obtenir  tout  ce  qui  se  rapporte  au  troisième  ordre, 
nnaîti 
mule  qui  donne 


il  faut  encore  connaître  ~  Pour  cela  nous  différentierons  la  for 

ds 
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Cette  quantité  étant  toujours  considérée  comme  une  fonction 
de  u,  v  et  de  <o,  nous  avons 

,/costît\  __    d  /cosi!t\  à  /costït\  à    /cosm\, 

\    p   /"  5«\   p    /   tt"*~cfo\   p    /  ""^Sw  \    p   / 

ou,  en  remplaçant  dio  par  sa  valeur 

sin  m  ds  ,  , 
—  r  du  —  ri  dv 

P 

déduite  de  la  formule  (18), 
,/cost7t\         d    /costh\  sinw  ds  _      ["  d  /costbX  à   /cosra\~|  , 

\~T~/     5w\   p  /     p  L5«\"T"/     r^ \~P/J 

-[s(T)-s(T)]*- 

On  voit  que  le  second  membre  peut  être  écrit  sous  la  forme 

I    ^Is^)-"»^)]*-'* 

K  ne  dépendant  que  de  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe. 

Quant   au  premier  membre,   si  Ton  y  remplace  t-(— —  )  Par 

sa  valeur  tirée  de  la  formule  (a3),  il  ne  contient  plus  que  des 
quantités  ayant  une  signification  géométrique  simple,  et  l'on  obtient 
l'équation 

(a5)  rf£îp  +  aJp  (£_*,)=!£*, 

qui  permettra  évidemment  de  calculer  -£> 

En  divisant  les  deux  membres  de  l'équation  (a5)  par ♦  on 


(*)  ___P+langT3^_3_j 


COSTO 


K  et  —2—  ne  dépendant  nullement  des  éléments  du  second  ordre 


COSGJ 


mais  seulement  de  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe,  on  voit 
dès  à  présent  que  le  premier  membre  de  l'équation  (26),  et  aussi 
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celui  de  l'équation  (25)  divisé  par  ds,  demeureront  les  mêmes 
pour  deux  courbes  ayant  la  même  tangente  au  point  donné,  bien 
que  les  éléments  dont  ils  dépendent  soient  du  deuxième  et  du  troi- 
sième ordre.  Nous  aurons  à  développer  les  conséquences  de  ce 
résultat,  qui  est  dû  à  Laguerre  (  '  ). 

Pour  terminer  ce  qui  se  rapporte  au  troisième  ordre,  nous  dé- 
terminerons le  centre  de  la  sphère  osculatrice.  En  appliquant  les 
formules  connues  et  en  désignant  par  x0ly0,  z0  les  coordonnées 
du  centre  de  cette  sphère,  nous  trouverons 

t  accosta  -4-^0sinu>  =o, 

/2-\  J  sin  gt( — ar0  sinco  -\-y*  cosu>)  -t-  z0  cosw  =  p, 

i  cosnr(     Xq  sin  tu  — jr0  coso>)  -+-  js0  sin  tu  =  —  t  -j- , 

d'où  Ton  déduit 

[    -. =      ^  =  p  SITÏXS  -h  7  -  -  C0ST3, 

}  sinw        cosw       r  as 

(a8) 

I        zq  =  p  cosw  —  x  —-  sin w. 

Les  deux  premières  équations  (27)  représentent  l'axe- du  cercle 
osculateur.  En  prenant  l'intersection  de  cet  axe  soit  avec  la  nor- 
male, soit  avec  le  plan  tangent,  on  a  : 

i°  Le  centre  de  courbure  normale 

(29)  *i=.n=o,      *i  =  c^î 

20  Le  centre  de  courbure  géodésique 

,«,   .  psinw  p  cos ta 

(3o)  xt=  —  £-. ,  yt=zr— ,  ^j=o. 

'  sin©  ^  sin  m 

494.  Après  le  troisième  ordre,  il  ne  reste  plus  d'élément  géo- 
métrique à  calculer.  Les  dérivées  des  éléments  p,  xs  et  t  s'obtien- 
dront par  la  simple  différentiation  des  formules  précédentes.  Il 
nous  paraît  bon  toutefois  de  remarquer  que  l'on  pourra  écrire,  si 


(*)  Laguerre,  Sur  une  propriété  relative  aux  courbes  tracées  sur  une  sur- 
face quelconque  (Bulletin  de  la  Société philomathique,  t.  VII,  p.  49;  1870). 


3fi0  LIVRE    V.   —  CHAP.   1.  —  FORMULES    GÉNÉRALES. 

l'on  veut,  pour  les  éléments  différentiels  d'un  ordre  quelconque, 
deux  formules  analogues  aux  relations  (23)  et  (25).  Supposons, 
en  effet,  que  l'on  ait  une  équation  de  la  forme 

<ï>  contenant  les  éléments  différentiels  de  la  courbe  jusqu'à  l'ordre 
/ietK  étant  fonction  seulement  de  u,  v  et  de  co.  La  différen dation 
de  cette  équation  nous  donnera 

M      dK  ,        dK  ,        dK. 

•  OU  OV  0U> 

et  l'on  déduira  de  là 

d±_àK  sinm  _  dK  du       àK  ^__àK(r^  dv\  m 

ds        âtxi      p     "  du   ds        dv  ds        du  \    ds  l  ds  / 

Cette  formule  conserve  la  forme  de  celle  d'où  on  l'a  déduite  : 
le  second  membre  y  dépend  seulement  de  u,  s>  et  de  o>;  mais  le 
premier  membre  contient  les  éléments  différentiels  de  la  courbe 
jusqu'à  l'ordre  n  -h  i . 

Si  l'on  applique  cette  méthode  aux  deux  formules  (23)  et  (a5), 
on  en  déduira  deux  équations  nouvelles  se  rapportant  aux  élé- 
ments du  quatrième  ordre,  et  l'on  pourra  continuer  ainsi  jusqu'à 
un  ordre  quelconque. 

Par  exemple,  de  la  formule  (a3)  on  déduira  la  suivante,  que 
nous  nous  contenterons  d'énoncer, 

d  /  i        dw\       sinTJT  fi  cosw        i  i  \  __  v 

d~s\T~~ds~)  P~~\~~P  R~~  R'/  " 

K|  demeurant  le  même  pour  deux  courbes  qui  ont  la  même  tan- 
gente, et  R,  R'  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface. 
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CHAPITRE  II. 

LES    FORMULES    DE    M.    CODAZZI. 

Formules  relatives  aux  coordonnées  obliques,  l'élément  linéaire  étant  déterminé 
par  l'équation 

ds*  =  A"  du*  +  Ca  dv*  -h  2  AC  cos  a  au  dv. 

Angle  de  deux  courbes.  —  Condition  pour  que  deux  directions  soient  conju- 
guées. —  Lignes  asymptotiques.  —  Lignes  de  courbure.  —  Théorème  de  Gauss. 
—  Courbure  totale  et  courbure  moyenne.  —  Coordonnées  curvilignes  rectan- 
gulaires; formules  de  M.  Codazzi.  —  Étude  particulière  relative  au  système 
coordonné  formé  par  les  lignes  de  courbure.  —  Application  de  la  méthode 
générale  au  système  de  coordonnées  formé  par  les  lignes  de  longueur  nulle.  — 
Détermination  des  quantités  /?,  q,  r,  plt  q0  rl9  Ç,  tj,  Ç„  tj,  lorsqu'on  connaît 
les  expressions  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  en  fonction  de  deux  pa- 
ramètres u,  v.  —  Application  à  l'ellipsoïde  que  Ton  suppose  rapporté  à  ses 
lignes  de  courbure. 


495.  Nous  nous  sommes  contentés  jusqu'ici  de  supposer  que 
Taxe  des  z  du  trièdre  (T)  était  la  normale  à  la  surface.  Dans  les 
questions  où  intervient  l'élément  linéaire  de  la  surface,  il  importe 
de  définir  d'une  manière  plus  précise  la  relation  entre  le  trièdre 
et  la  surface,  afin  de  reconnaître  quelles  sont  les  quantités  qui 
jejneuxent  invariables  quand  on  déforme  la  surface. 

A  la  vérité,  ce  résultat  pourrait  être  atteint  avec  les  notations 
précédentes;  il  suffirait  de  remarquer  que,  si  la  surface  se  déforme 
en  entraînàntWec  elle  le  trièdre  (T),  les  translations  £,  rn  £0  7jf 
demeurent  invariables  et,  par  conséquent,  aussi  les  rotations  #',  r4, 
en  vertu  de  la  quatrième  et  de  la  cinquième  des  formules  (A). 
On  reconnaîtrait  ainsi  immédiatement  que  la  courbure  géodésique 
d'une  courbe  quelconque,  le  produit  des  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux en  chaque  point  de  la  surface  conservent  leur  valeur  après 
toute  déformation  de  la  surface.  Mais  ces  résultats,  et  d'autres 
encore,  apparaîtront  d'une  manière  plus  nette  si  l'on  part  d'une 
forme  donnée  a  priori  de  l'élément  linéaire.  Nous  allons  donc 
considérer  successivement  les  divers  systèmes  de  coordonnées. 
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Supposons  d'abord  que  les  points  de  la  surface  soient  rapportés 
à  des  coordonnées  obliques  pour  lesquelles  l'élément  linéaire 
prendra  la  forme 

(i)  ds*  =  A»  du* -f-  C*  cfoî-h  2  AC  coszdu  dv. 

Pour  achever  de  définir  la  position  du  trièdre  (T),  nous  donne- 
rons l'angle  m  que  fait  l'axe  des  x  avec  la  tangente  à  la  courbe 
t>  =  consl.,  c'est-à-dire  avec  l'arc  infiniment  petit  A.  du.  Si  l'on 
désigne  de  même  par  n  l'angle  que  fait  avec  le  même  axe  l'arc  in- 
finiment petit  C  dv,  on  aura  évidemment 


n  —  m=ia. 


L'angle  a  n'entrant  que  par  son  cosinus  dans  l'élément  linéaire, 
on  peut  prendre 
(2)  n  —  m  =  a. 

11  est  aisé  de  comprendre  pourquoi  nous  ne  donnons  pas  à 
l'angle  m  une  valeur  particulière.  Dans  le  cas  des  coordonnées 
rectangulaires,  il  serait  naturel  de  faire  coïncider  les  axes  des  x  et 
des  y  du  trièdre  mobile  avec  les  tangentes  aux  courbes  coor- 
données; mais,  si  ces  courbes  ne  se  coupent  pas  à  angle  droit,  la 
Géométrie  n'indique  aucune  position  particulière  pour  les  axes 
du  trièdre  mobile.  Faire  coïncider  l'un  d'eux  avec  l'une  des  tan- 
gentes aux  courbes  coordonnées  serait  détruireJa  symétrie  qui 
doit  exister  dans  les  formules  entre  les  deux  variables  u  et  v. 
Cette  symétrie  serait  conservée,  il  est  vrai,  si  l'on  prenait  pour 
axes  les  bissectrices  des  tangentes  aux  courbes  coordonnées; 
mais  ce  choix  aurait  l'inconvénient  de  ne  pas  coïncider  avec  celui 
qui  est  le  plus  naturel  quand  les  coordonnées  deviennent  rectan- 
gulaires. Il  nous  paraît  donc  préférable  de  conserver  cette  arbi- 
traire m,  sauf  à  lui  donner  la  valeur  qui  sera  la  plus  avantageuse 
dans  l'étude  de  chaque  question. 

Quand  u  varie  seule,  l'origine  du  trièdre  décrit  dans  le  plan 
tangent  l'arc  A  du  qui  fait  l'angle  m  avec  l'axe  des  x.  On  aura 
donc 


(3) 

£  =  A  cosm, 

7)  =  A  sin  m 

et  de  même 

(4) 

£1  =  Ccosn, 

t),  =  G  sin/i 
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Introduisons  ces  valeurs  des  translations  dans  les  formules  du 
Chapitre  précédent.  Le  système  (A)  prendra  la  forme 

/  dp      dp\ 


(A') 


dv 

du 

-  '  r\ 

/"  1» 

dr 
dv 

-dJ±  = 
du 

=  />?! 

-qpu 

dn 

i        /d\ 
sin  a  \  dv 

r  = 

du 

~~  C 

dm 

~~  ~àv 

i        /dC 

ri  — 

1    A 

sin  a  \du 

dC         \ 

-ôïcos*)' 

/dC       à\         \ 
(^-^C0Saj' 


k(pls\nfn  —  qxcosm)  =  C(p  sin/i  —  q  cos/i). 

La  quatrième  et  la  cinquième  équation  ont  été  résolues  par 
rapport  à  r  et  à  r{ . 

496.  L'angle  co  de  la  tangente  à  une  courbe  tracée  sur  la  surface 
et  la  différentielle  ds  de  Tare  de  cette  courbe  seront  maintenant 
définis  par  les  formules 

\  ds  cos  oi  =  A  cos  m  du  •+-  C  cos  n  dv, 
(5)  \ 

(   ds  s'inu)  =  A  sin  m  du  -r-  C  sin/i  rfi>, 

qui  donnent 

,-v  .  rf«       sin(/&  —  (o)  _  rfp       sin(w  —  m) 

(b)  A  -y-   =  : i  L-j-  =   : • 

ds  sm  a  ds  sin  a 

D'après  cela,  si  Ton  considère  deux  courbes  différentes  passant 
par  le  même  point  de  la  surface  et  si  Ton  désigne  par  la  lettre  8 
les  différentielles  relatives  à  la  seconde  courbe,  par  co'  l'angle  ana- 
logue à  co,  l'angle  des  deux  courbes  sera  donné  par  les  formules 


«J 


,  ,x       A,rfaoa  +  ACcoszf  duàv  -h  dvbu)  -+-  C'^pSp 


j    .   ,  ,,      A.Gsin<t(dv 8«  —  rfwSc) 


Cet  angle  ne  dépend,  on  le  voit,  que  de  l'expression  de  l'élé- 
ment linéaire  ;  par  conséquent,  il  ne  changera  pas  quand  on  dé- 
formera la  surface.  Ce  résultat  avait  été  déjà  signalé  (n°  119). 

La  condition  pour  que  deux  directions  soient  conjuguées  de- 


/ 
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viendra  ici 

!A(q  cos/ra  — p  sinm)  du  ou  ■+•  G(qlcosn  — /^sin/i)  dv  Sp 
-+-A(^iCosm  — pisintn)^udv  ■+•  G(q  cosn  — p  sin  n)  du  ^v  =  o. 

Par  conséquent,  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques 
sera 

IK(q  cosm—ps\nm)du*-+-  C^cos/i  —  pisïnn)  dv* 
-+-  [A  (qicosm — pis'mm)  -+-  G(q  cosn  —  p  sin/i)]  dv  du  =  o. 

Enfin  les  deux  équations  qui  définissent  les  lignes  de  courbure 
deviendront 

*  (  A  cos m  du ->-  G  cos ndv-h(q  du-h  qtdv)p  =  o, 

(  A  sin  m  du  -+-  G  sin/i  dv  —  (p  du  -\-pidv)p  =  o. 

L'équation  différentielle  de  ces  lignes  développée  s'écrira 
A(p  cosm-h  q  sin  m)  du*-\-  C(/?iCOS/n-  g^sinn)*/?* 


(       -4-  [C(/?cos/n-  q  sinn)  -+-  A(/>iCOs/n  -4-  qis'inm)]  dudv  =  o. 

Mais  nous  devons  surtout  insister  sur  la  forme  nouvelle  que 
prendra  l'équation  du  second  degré  qui  détermine  les  rayons  de 
courbure  principaux.  Elle  devient  ici 

(12)      i    P1^-^) 

(       — p[A(/?,cosm-i-^1sinm)  —  G(p  cosn-hq  sin/i)]-hACsina  =  o. 

On  en  déduit,  par  conséquent,  en  désignant  par  R,  R/  les  deux 
rayons  de  courbure  principaux, 

(i3)     AGsinaf -rr-  ■+-  -rp  j  =  A(/?i  cosm  -h  qx  sin/w) — G(p  cosn-4-  q  sin/t), 
,   ,v  AGsina 

Remplaçons  pqK  —  qpK  par  son  expression  déduite  de  la  troi- 
sième des  formules  (A');  il  viendra 

t  -N  ACsina       dr       drt 

(l5)  -"hït-^s;-"^' 

ou,  en  remplaçant  r  et  rh  par  leurs  valeurs, 


<<K\      ACsiil 

(l6)    "M 


du        dv  I        d  I  <fo        dit  I 

A  sin  %       J       5?  L        G  sin  a      J 
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Cette  formule  donne  immédiatement  le  beau  théorème  de  Gauss. 
Le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  ne  dépend  que  de 
l'expression  de  l'élément  linéaire  et  subsiste  quand  la  surface  est 
déformée  sans  déchirure  ni  duplicature. 

497.  L'expression  ^^,  a  reçu  le  nom  de  courbure  totale  de  la 
surface;  celui  de   courbure  moyenne  a  été  donné  à  la  somme 

On  a  écrit  des  Mémoires  pour  chercher  laquelle  de  ces  deux 
quantités  doit  servir  de  mesure  à  la  courbure  de  la  surface  en  un 
point  donné.  Les  géomètres  qui  ont  traité  ce  sujet  ne  se  sont  pas 
aperçus  qu'ils  renouvelaient,  sous  d'autres  espèces,  la  célèbre 
question  des  forces  vives,  et  qu'ils  soulevaient  une  question  qui 
doit  se  résoudre  par  une  définition  de  mots.  Tout  au  plus  pourrait- 
on  essayer  de  raisonner  par  analogie,  en  examinant  les  propriétés 
relatives  à  la  courbure  des  lignes  planes  qui  sont  susceptibles 
d'être  généralisées  dans  la  théorie  des  surfaces.  Si  toutes  ces  gé- 
néralisations se  rapportaient,  par  exemple,  à  la  quantité  que  nous 
avons  appelée  la  courbure  totale,  les  géomètres  auraient  eu  quelque 
raison  de  réserver  le  nom  de  courbure  à  cet  élément.  Mais  ce 
moyen  indirect  de  résoudre  la  question  échappe  complètement; 
parmi  les  propriétés  relatives  à  la  courbure  dans  les  lignes  planes, 
les  unes  admettent  une  généralisation  dans  laquelle  on  emploie  la 
courbure  totale;  pour  d'autres  au  contraire,  il  faut  faire  intervenir 
la  courbure  moyenne;  quelques-unes  d'entre  elles  admettent 
même  des  généralisations  différentes  dans  lesquelles  on  a  à  em- 
ployer tantôt  la  courbure  moyenne,  tantôt  la  courbure  totale. 

Nous  allons  d'abord  montrer,  d'après  Gauss,  qu'on  peut  adopter 
une  définition  de  la  courbure  totale  tout  à  fait  analogue  à  celle  de 
la  courbure  dans  les  lignes  planes. 

Étant  donné  un  arc  de  courbe  plane,  si,  par  le  centre  d'un  cercle 
de  rayon  i ,  on  mène  des  parallèles  aux  normales  à  l'extrémité  de 
cet  arc,  ces  parallèles  interceptent  un  arc  de  cercle  qui  est  égal  à 
l'angle  des  tangentes  aux  deux  extrémités  de  la  courbe  et  qui,  par 
conséquent,  mesure  ce  que  l'on  appelle  la  courbure  de  l'arc  de 
courbe. 

De  même,  si  l'on  considère  une  étendue  de  surface  limitée  par 
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une  courbe  fermée  et  que  l'on  mène  par  le  centre  d'une  sphère 
de  rayon  i  des  parallèles  aux  normales  de  la  surface  en  tous  les 
points  de  sa  courbe  limite,  ces  parallèles  couperont  la  sphère 
suivant  une  courbe  également  fermée.  Il  y  aura  une  portion  de  la 
sphère,  limitée  par  cette  courbe,  qui  contiendra  tous  les  points  de  la 
sphère  correspondants  aux  différents  points  du  segment  de  sur- 
face considéré.  L'aire  de  cette  portion  de  la  sphère  s'appellera  la 
courbure  totale  du  segment  de  surface. 

Revenons  à  la  courbe  plane.  Si  Ton  divise  la  courbure  totale 
d'un  arc  de  la  courbe  par  la  longueur  de  cet  arc,  on  démontre  que 
ce  quotient  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  quand  l'arc 
diminue  indéfiniment  et  se  réduit  à  un  point;  cette  limite  est,  par 
définition,  la  courbure  en  ce  point. 

Si  l'on  envisage  de  même  un  segment  de  surface  entourant  un 
point  M  de  la  surface,  et  si  l'on  suppose  que  l'étendue  de  ce  seg- 
mentdiminue  indéfiniment,  et  dans  tous  les  sens,  autour  du  point  M, 
la  courbure  totale  du  segment  diminue  indéfiniment;  mais,  si  on 
la  divise  par  l'aire  de  la  même  région,  le  quotient  obtenu  tendra, 
comme  nous  allons  le  démontrer,  vers  une  limite  finie  et  déter- 
minée, indépendante  de  la  forme  du  segment.  Cette  limite  est 

5^7 >  c'est-à-dire  l'élément  auquel  nous   avons  donné  le  nom  de 

courbure  totale  au  point  M. 

En  nous  plaçant  au  point  de  vue  précédent,  il  semble  donc  que 
l'analogie  est  complète  entre  la  courbure  dans  les  courbes  et  la 
courbure  totale  dans  les  surfaces.  Mais  on  peut  indiquer  d'autres 
propositions  dans  lesquelles  cette  analogie  est  détruite  et  qu'on 
peut  généraliser  en  substituant  à  la  courbure  de  la  ligne  plane  la 
courbure  moyenne  de  la  surface  et  non  plus  la  courbure  totale. 

Imaginons,  par  exemple,  qu'on  porte  des  longueurs  infiniment 
petites  sur  les  normales  d'une  courbe,  de  manière  à  obtenir  une 
courbe  voisine.  Si  h  désigne  la  longueur  portée  sur  chaque  nor- 
male, l'accroissement  de  longueur  quand  on  passera  de  la  première 
courbe  à  la  seconde  sera  représentée  par  l'intégrale 


M- 


P 

où  ds  désigne  la  différentielle  de  l'arc  et  p  le  rayon  de  courbure. 
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Si  l'on  opère  de  même  sur  une  portion  de  surface,  l'accroisse- 
ment de  Taire,  quand  on  passera  à  la  surface  infiniment  voisine, 
sera  (n°  185) 

fMi+i)*- 

d<r  désignant  l'élément  d'aire  et  R,  R'  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux. Ici,  on  le  voit,  l'élément  qui  se  substitue  à  la  courbure 
dans  la  proposition  généralisée  n'est  plus  la  courbure  totale;  c'est 
le  double  de  la  courbure  moyenne. 

Il  est  inutile  d'insister  sur  cet  exemple  et  sur  d'autres  que  l'on 
pourrait  invoquer.  On  peut  dire  que  la  courbure  totale  a  plus 
d'importance  en  Géométrie;  comme  elle  ne  dépend  que  de  l'élé- 
ment linéaire,  elle  intervient  dans  toutes  les  questions  relatives  à 
la  déformation  des  surfaces.  En  Physique  mathématique,  au  con- 
traire, c'est  la  courbure  moyenne  qui  paraît  jouer  le  rôle  prépon- 
dérant. 

498.  Il  nous  reste  maintenant  à  bien  préciser  la  définition  de  la 
courbure  totale  et  à  démontrer  la  proposition  de  Gauss  que  nous 
avons  énoncée  plus  haut. 

Soient  M  un  point  de  la  surface  et  M' le  point  correspondant  de 
la  sphère  de  rayon  i  sur  laquelle  on  effectue  la  représentation. 
Menons  par  M'  des  parallèles  aux  axes  du  trièdre  (T).  Nous  aurons 
ainsi  un  trièdre  (T7)  dont  les  rotations  seront  évidemment  les 
mêmes  que  celles  du  trièdre  (T),  et  qui  jouera  par  rapport  à  la 
sphère  le  même  rôle  que  le  trièdre  (T)  par  rapport  à  la  surface; 
car  son  axe  des  z  sera  la  normale  à  la  sphère.  Soit 

ds*  =  A'*  du*  -t- 1  A'  G'  cos  a'  du  dv  -r-  C'*  dv* 

l'expression  de  l'élément  linéaire  de  la  sphère.  L'élément  super- 
ficiel aura  pour  valeur 

A' G'  sin  a'  du  dv, 

en  grandeur  et  en  signe.  Gela  posé,  appliquons  à  la  sphère  la  for- 
mule (i4)« 

Nous  aurons,  puisque  les  rotations  du  trièdre  (T7)  sont  les 
mêmes  que  celles  du  trièdre  (T), 

A'C'sin a' =  />£t—-  qpu 
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et,  par  suite,  en  tenant  compte  de  la  formule  (i4)? 

ACs^na 


A'C'sina'  = 


RR' 


Donc  la  courbure  totale  d'une  portion  de  la  surface,  qui,  d'après 
la  définition  même  de  Gauss,  est  représentée  par  l'intégrale 


f  fk'C'smoL'dudv 


étendue  à  cette  portion  de  surface,  le  sera  aussi  par  l'intégrale 

1  sina 


r  TAC  sin 

JJ     RR' 


du  dv, 


étendue  à  la  même  région. 

Si  donc  on  divise  la  courbure  totale  d'un  segment  de  surface 
par  l'aire  de  ce  segment,  le  quotient  sera 


if 


AGsinot    .     , 


II 


ACsinae/uifr 


Pour  supprimer  toute  difficulté  relative  au  choix  des  coordonnées, 
désignons  par  d<r  l'élément  superficiel  et  écrivons  le  quotient  pré- 
cédent sous  la  forme 

JJ  RR7 

s  s* 

Il  est  évident  qu'il  aura  pour  valeur 


(rr'/o 


(ïïïï7)  "Equant  une  moyenne  entre  toutes  les  valeurs  de  ^7  à 
l'intérieur  du  segment  considéré.  Si  l'étendue  de  ce  segment 
diminue  de  manière  que  les  distances  de  tous  ses  points  à  un 
point  M  de  l'intérieur  tendent  vers  zéro,  on  voit  que  le  rapport 
précédent  aura  pour  limite  la  courbure  totale  de  la  surface  en  ce 
point.  Ce  rapport  n'aurait  aucune  limite  déterminée  si,  contraire- 
ment à  l'hypothèse,  le  segment  se  réduisait  non  plus  à  un  point, 
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mais  à  une  ligne  donnée,  par  la  diminution  d'une  seule  de  ses 
deux  dimensions. 

499.  Dans  le  cas  où  les  coordonnées  curvilignes  choisies  sont 
rectangulaires,  les  formules  générales  se  simplifient  beaucoup. 
Alors  on  peut  faire  coïncider  l'axe  des  x  du  trièdre  (T)  avec  la 
tangente  à  Tare  Arfw,  c'est-à-dire  avec  la  tangente  à  la  courbe 
v  =  const.  Cela  donnera 

7C  7C 

n  =  -y  m  —  o,         a  =  -  • 

•jl  % 

Les  formules  (A')  prendront  la  forme  plus  simple 

Ia  n  àp        dpi 

Aqt+Cp  =  o,  ^  -  -£-  =  qrx  -  rqu 

i    âX  âg        dqx 

i    dC  dr        drx 

elles  coïncident,  aux  notations   près,  avec  celles    qui    ont    été 
données  en  premier  lieu  par  M.  D.  Codazzi  (f  ). 


(')  Codazzi  (D. ),  Mémoire  relatif  à  V application  des  surfaces  les  unes  sur 
les  autres,  envoyé  au  Concours  ouvert  sur  cette  question,  en  1869,  par  V Aca- 
démie des  Sciences  (t.  XXVII  des  Mémoires  présentés  par  divers  savants  à 
V Académie  des  Sciences,  imprimé  en  1882). 

M.  Codazzi  donne  aussi,  dans  un  Appendice  à  son  Travail,  des  formules  rela- 
tives aux  coordonnées  obliques.  Ces  formules,  différentes  du  système  (A'),  sont 
équivalentes  à  des  relations  que  nous  ferons  connattre  plus  loin  (n°  508).  Les 
formules  (A'),  qui  contiennent  une  arbitraire  m,  et  où  toutes  les  quantités  sont 
définies  par  leurs  propriétés  cinématiques,  ont  été  données  en  1866  dans  le 
Cours  que  j'ai  eu  l'honneur  de  faire  comme  suppléant  de  M.  Joseph  Bertrand,  au 
Collège  de  France.  M.  Combescure,  dans  un  Mémoire  inédit  présenté  en  1864  à 
l'Académie  des  Sciences,  avait  déjà  appliqué  des  considérations  de  Cinématique 
à  la  démonstration  des  formules  de  M.  Codazzi.  Le  travail  de  M.  Combescure 
traite  des  déterminants  fonctionnels  et  des  coordonnées  curvilignes;  il  a  été 
publié  en  1867  dans  les  Annales  de  l'École  Normale  (t.  IV,  iM  série). 

C'est  M.  O.  Bonnet  qui,  le  premier,  a  mis  en  évidence  tout  l'intérêt  et  toute 
l'utilité  des  formules  de  M.  Codazzi  relatives  aux  coordonnées  rectangulaires. 
Après  les  avoir  démontrées  géométriquement  dans  une  Note  sur  la  théorie  de 
la  déformation  des  surfaces  gauches  insérée  en  i863  aux  Comptes  rendus 
(t.  LVII,  p.  8o5),  l'éminent  géomètre  en  a  fait  une  étude  approfondie  dans  une 
Addition  de  120  pages  à  son  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces  applicables 
sur  une  surface  donnée,  inséré  en  1867  au  XLII#  Cahier  du  Journal  de  l'École  Po- 
D.  —  II.  24 
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Les  formules  (B),  [p.  348],  qui  donnent  les  projections  du  dé- 
placement d'un  point,  prendront  ici  une  forme  plus  simple  et  de- 
viendront 

/   dx  -f-  A  du  -f-  (q  du  -f-  qxdv)z  —  (  r  du  -4-  rx dv)y} 

(B")  <   dy  -r-  G  dv  -f-  (  r  d  u  -h  rxdv)x  —  (p  du  -+-p1dv)z1 

(   dz  -+-(pdu-hpidv)y—(qdu-^qldv)x. 

Quand  on  aura  à  appliquer  les  formules  du  Chapitre  précédent, 
il  faudra  adopter  les  valeurs  suivantes  des  translations 

J  È  =  À,        Èi  =  of 

(    Tt  =  O,  7)t  =  G. 

Si  Ton  considère  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface, 

on  aura 

,   nx  A  du  .  Cdv 

(18)  cosw=  — = — ,  sinto  =  — =— , 

v      '  ds  ds 

tx>  désignant  maintenant  l'angle  de  la  tangente  avec  Tare  A  du. 
Les  lignes  de  courbure  seront  définies  par  les  deux  équations 

!kdu-\-  p(q  du -h  q\  dv)  =  o, 
G  dv  —  p(p  du  -r- Pi  dv)  =  o; 


lytechnique  (p.  3i-i5i).  Cette  partie  du  travail  de  M.  Bonnet  contient  une  dé- 
monstration complète  et  de  nombreuses  applications;  nous  aurons  à  la  citer 
souvent.  M.  Bonnet  s'est  placé  au  même  point  de  vue  que  M.  Codazzi,  et  il  a 
défini  tous  les  éléments  qui  entrent  dans  les  formules  par  des  considérations  de 
pure  Géométrie. 

Depuis  1867,  un  grand  nombre  de  recherches  ont  été  publiées  sur  le  même 
sujet.  Nous  citerons  en  premier  lieu  celles  de  M.  Codazzi  insérées  dans  un  grand 
travail  :  Sulle  coordinate  curvilinee  d'una  superficie  e  dello  spazio  {Annali 
di  Matematica  de  Milan,  t.  I,  p.  293-316;  t.  II,  p.  101-119  et  269-287;  t.  IV, 
p.  16-25 ;  1867-1869).  Nous  avons  aussi  emprunté  une  formule  très  élégante  à  un 
Mémoire  de  M.  Laguerre  Sur  les  formules  fondamentales  de  la  théorie  des 
surfaces  publié  en  1872  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (t.  XI, 
2*  série,  p.  60).  Les  méthodes  de  M.  Laguerre  ont  été  développées  par  M.  Ch. 
Brisse  dans*  un  Mémoire  intitulé  :  Exposition  analytique  de  la  théorie  des 
surfaces.  Ce  Travail,  dont  la  première  Partie  a  paru  en  1874  dans  les  Annales 
de  l'École  Normale  (t.  III,  2-  série,  p.  87)  se  trouve  continué,  mais  non  terminé, 
dans  le  LUI*  Cahier  du  Journal  de  VÊcole  Polytechnique  (p.  2i3;  i883). 

Mais  je  dois  surtout  signaler,  comme  offrant  le  plus  d'analogie  avec  les  mé- 
thodes suivies  dans  cette  partie  de  mes  leçons,  celles  que  M.  Ribaucour  a  déve- 
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l'élimination  de  p  conduira  à  l'équation  différentielle  de  ces  lignes 

(20)  Ap  du*  -r-  G qi  dv*  -f-  (  G q  —  Apx  )dudv  =  o, 

et  celle  de  -j-  à  l'équation  aux  rayons  de  courbure  principaux 

(ai)         ?t(£~£)-?(A^-c^)-+-Ac=o- 

En  particulier,  la  courbure  totale  de  la  surface  sera  donnée  par 
la  formule 

Ul>  RR'  ~  àv        du"       àu\A  du)       dv\Càv)' 

Enfin  la  relation  entre  deux  tangentes  conjuguées  prendra  la 
forme 

(23)  A  q  du  ou  —  Cp\  dvov  —  Aqi  du  8t>  —  CpdvZu  =  o, 

et  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  deviendra 

(24)  hq  du*  —  Cpi  dv*-~(kqi  —  Cp)dudv  =  o. 

500.  On  peut  encore  faire  une  hypothèse  plus  particulière,  et 
envisager  le  cas,  très  important  pour  la  théorie  et  les  applications, 
où  les  deux  systèmes  de  lignes  coordonnées  sont  les  lignes  de 


loppées,  d'une  manière  plus  ou  moins  complète,  dans  plusieurs  de  ses  travaux,  et 
qui  se  trouvent  exposées  d'une  manière  détaillée,  sous  le  nom  de  périmorphie, 
dans  le  Mémoire  couronné  par  l'Académie  de  Bruxelles  :  Étude  des  élassoïdes  ou 
sur/aces  à  courbure  moyenne  nulle  {Mémoires  couronnes  et  Mémoires  des 
Savants  étrangers  publiés  par  l'Académie  Royale  de  Belgique,  t.  XLIV; 
1881).  Toutefois,  M.  Ribaucour  ne  considère  que  des  coordonnées  curvilignes 
rectangulaires,  il  ne  donne  pas  la  définition  cinématique  des  quantités  qui 
entrent  dans  ses  formules;  les  deux  systèmes  de  formules  qui  tiennent  dans  sa 
théorie  la  place  de  nos  systèmes  (A)  et  (B)  nous  paraissent  moins  simples  et 
ont  une  signification  moins  précise.  Au  fond,  M.  Ribaucour  a  employé  la 
théorie  des  mouvements  relatifs,  mais  sans  le  dire  explicitement  et  sans  utiliser 
toutes  les  ressources  que  présente  cette  théorie. 

Les  formules  de  M.  Codazzi  sont  loin  d'être  les  seules  qui  permettent  une 
étude  approfondie  de  la  théorie  des  surfaces.  Nous  montrerons  plus  loin  tout  le 
parti  que  l'on  peut  tirer  du  beau  Mémoire  de  Gauss,  Disquisitiones  générales 
circa  superficies  curvas,  auquel  se  rattachent  presque  tous  les  travaux  des 
géomètres  allemands.  Les  relations  qui  y  sont  établies  permettent  de  traiter 
complètement  toutes  les  questions  essentielles. 
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courbure  de  la  surface.  Nous  allons  indiquer  rapidement  les  for- 
mules qui  se  rapportent  à  cette  hypothèse. 

Dans  ce  cas,  l'équation  différentielle  (20)  des  lignes  de  cour- 
bure doit  être  privée  des  termes  en  du2,  dv2.  Il  faut  donc  que 
Ton  ait 

(*5)  p=qx=o. 

Les  formules  de  M.  Codazzi  se  réduisent  alors  aux  suivantes  : 

(_       1   dk  dp\  __ 

(A>      )  ,  oc         ôq  T*  -Tu  — »"• 

(r'=     Â55'        *="•*• 

Six  des  douze  rotations  ou  translations  du  trièdre  deviennent 
nulles. 

On  voit  que  l'élimination  de  pi9  q,  r,  rx  entre  les  équations 
précédentes  doit  conduire  à  une  relation  différentielle  entre  A  et 
C.  On  ne  pourrait  donc  pas  choisir  arbitrairement  l'élément 
linéaire  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure. 

L'élément  linéaire  d<r  de  la  représentation  sphérique  prend  ici 
la  forme  très  simple 

(26)  da*  =  q*  du1  -\-p\  dv*. 

On  reconnaît  ainsi  que  les  lignes  de  la  sphère  qui  servent 
d'images  aux  lignes  de  courbure  se  coupent,  elles  aussi,  à  angle 
droit. 

Appelons  R  le  rayon  de  courbure  principal  correspondant  à 
l'arc  A.  du,  R'  l'autre  rayon  correspondant  à  l'arc  Cdv.  Les  for- 
mules (19)  nous  donnent 

A  C 

(27)  R  =  ---,  R'=.-. 

1  Pi 

L'élément  linéaire  de  la  surface  peut  donc  s'écrire 

(28)  ds*  -  R*q*  du*    -  K*p\  dv*. 

L'équation  différentielle  des  lignes  asvmptotiques  prend  Tune 
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ou  l'autre  des  deux  formes 

IA  q  du*  —  Cpi  dv*  =  o, 
cos*a>        sin'to 

Notons  encore  qu'en  introduisant  R,  R'  à  la  place  de  A  et  de  C 
dans  les  deux  premières  équations  (A"'),  on  obtient  les  formules 


j"  =  i^R'-R>> 


<)R         I  dq 

I    du  pi   du  v 

qui  constituent  les  relations  entre  les  rayons  de  courbure  et  la 
représentation  sphérique.  Comme  on  peut  déduire  des  trois  der- 
nières formules  (A';/)  la  relation  différentielle  suivante  : 

(D)  i{ji%)-h-k{\^)^9Px  =  o 

entre  pt  et  y,  on  voit  qu'il  sera  impossible  de  prendre  pour  R  et 
R'  des  fonctions  quelconques  de  u  et  de  v. 
Le  système  (B")  prend  ici  la  forme  suivante  : 

i  dx  -+-  A  du  -h  q z  du  —  (rdu-\-rx  dv)y, 
(Bw)  |  dy+Cdv  -4-  (r  du-~  rxdv)x  —  ptz  dv, 

(  dz-r-pif  dv  —  qxdu. 

501.  Les  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  que  nous  venons 
d'employer  sont  tous  réels.  Il  arrive  fréquemment,  dans  les  re- 
cherches les  plus  importantes  relatives  à  la  théorie  des  surfaces, 
que  Ton  est  conduit  à  se  servir  des  coordonnées  symétriques  pour 
lesquelles  l'élément  linéaire  a  la  forme  réduite 

(a)  ds*  =  4\*dudv. 

Dans  ce  cas  encore,  il  est  bon  d'indiquer  les  formules  qui 
peuvent  remplacer  celles  de  M.  Codazzi. 

Voici  comment  nous  déterminerons  ici  la  position  du  trièdre 
(T)  qui  admet  pour  axe  des  z  la  normale  à  la  surface.  Nous  pren- 
drons, en  chaque  point,  pour  axe  des  x  du  trièdre  la  tangente  à  la 
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courbe 

u  —  v  =  const., 

et  pour  axe  des  y  la  tangente  à  la  courbe  orthogonale 

w-f-  v  =  const. 

Ces  hypothèses  donnent  déjà  entre  les  translations  les  relations 

6  =  61»       ij-+- 1)1  =  0. 

Identifions  maintenant  l'élément  linéaire  de  la  surface  à  celui 
qui  est  donné  par  la  formule  (2)  du  Chapitre  précédent;  nous 
aurons  les  relations 

gl-4-ql-=09         £*  —  V  =  aX*. 

Nous  prendrons 

£  =  X,        7)  =  —  Xi: 

et,  par  conséquent,  les  valeurs   des   quatre   translations  seront 
données  par  les  formules  suivantes  : 

ç  =  X,        7)  =  — Xt, 


(3o>  )t       \  i- 

(    Çl  =  Â)  Tji  =  H-  Al 

Il  suffit  de  substituer  ces  valeurs  dans  les  formules  du  Chapitre 
précédent  pour  obtenir  toutes  celles  qui  se  reportent  aux  coor- 
données symétriques.  Le  système  (A)  nous  donnera  ici 

1  v  v  <*p       dpx 

(A-)  r=-.-^££i,  p-tJl^^-pru 

]  0u  dv         du         ^l      ^     ' 

f  .  dlogX  àr        art 

Les  expressions  données  par  les  formules  (B)  deviennent 

l  dx  -4-    \{du  -f-  dv)  h-  ( q  du  -f-  ^i  cfr  )  s  —  (/*  cfo  -h  rt  dv)y, 

(B,Y)     '   dy -h  i\(dv  —  du)-^(r  du-h  ridv)x  — (pdu  — pi  dv)zy 

\  dz  -+-  (p  du-\-pxdv)y —  (q  du -h  q^dv)x. 

Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  ont  pour  équation  diffé- 
rentielle 

(3i)       (q  -4-  ip)du*  H-  (qx  —  ipx)  dv1  -+-  (ipx  —  ip  -+-  q  -h  q x)  du  dv  =  o. 
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Le  système  des  équations  (io)(n°488),  qui  définit  les  lignes  de 
courbure,  prend  la  forme 

\(du-\-dv)-h  p(q  du  H-  qx  dv)  —  o, 


(3a) 

i\(du  —  dv)  -+-  p(p  du  -r-pi  dv)  —  o 


p  désignant  toujours  le  rayon  de  courbure  principal. 
L'élimination  de  -j-  conduit  à  l'équation 

(33)         ?t(pgi  —  qpi)  —  X  ?(pi  —p  —  iq  —  îq\)  -v  2*X»  =  o, 


qui  fait  connaître  les  rayons  de  courbure  principaux.  On  en  dé- 
duit 

MM  l      -        -1     dt}°*1 

K*A)  RR'    "       X*    dudv   ' 

formule  dont  on  fait  un  fréquent  usage. 

L'élimination  de  p  entre  les  équations  (.I2)  conduit  à  l'équation 
différentielle  des  lignes  de  courbure 

(35)  du2(p  —  iq)-{- dvi(pi-hiqi)  =  o. 

L'absence  du  terme  en  du  dv  montre  immédiatement  Torthogo- 
nalité  des  deux  lignes  de  courbure. 

502.  En  résumé,  nous  avons  à  notre  disposition  quatre  systèmes 
différents  de  formules  se  rapportant,  respectivement,  aux  coordon- 
nées obliques,  aux  coordonnées  rectangulaires,  aux  coordonnées 
déterminées  par  les  lignes  de  courbure,  aux  coordonnées  symé- 
triques. Nous  allons  étudier  quelques-unes  des  questions  dans 
lesquelles  ces  formules  jouent  un  rôle  essentiel.  Mais,  avant  de 
terminer,  nous  ferons  une  remarque  générale  :  Dans  l'un  quel- 
conque des  systèmes  obtenus,  les  expressions  de  r  et  de  rK  dépen- 
dent exclusivement  de  l'élément  linéaire.  Il  suit  de  là  que  la  cour- 
bure géodésique,  dont  l'expression  contient  les  seules  rotations 
/•,  r4,  ne  change  pas  quand  on  déforme  la  surface.  En  particu- 
lier, les  lignes  géodésiques,  pour  lesquelles  la  courbure  géodé- 
sique est  nulle  et  dont  l'équation  différentielle  se  forme  exclusive- 
ment avec  l'élément  linéaire  de  la  surface,  conserveront  leur 
définition  lorsqu'on  passera  de  la  surface  proposée  à  toute  autre 
surface  applicable  sur  la  première. 
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Lorsque  les  recherches  que  nous  aurons  à  entreprendre  devront 
s'appliquer  à  tous  les  cas,  nous  pourrons  employer  les  formules 
du  Chapitre  Ier,  en  remarquant  que  Ç,  £,,  7,,  rH,  r,  r,  dépendent 
exclusivement  de  l'élément  linéaire  dans  tous  les  systèmes  de  for- 
mules, et  demeurent  les  mêmes  quand  la  surface  se  déforme  en 
entraînant  le  trièdre  (T). 

503.  Il  nous  reste,  pour  compléter  tous  ces  développements,  à 
indiquer  comment  on  déterminera  les  différentes  quantités  qui 
figurent  dans  ces  systèmes  de  formules  lorsque  la  surface  sera 
connue  et  définie;  par  exemple,  lorsqu'on  aura  les  expressions  des 
coordonnées  rectangulaires  x,y,  z  d'un  point  de  la  surface  en 
fonction  des  paramètres  u  et  v.  Considérons  le  premier  système 
de  formules,  celui  d'où  l'on  peut  faire  dériver  tous  les  autres  et 
qui  contient  les  translations  Ç,  r4,  Çlf  rH.  E,  F,  G  désignant  les 
trois  fonctions  de  Gauss,  on  aura  d'abord 


\du)   '"'Kàu}     '    \du/ 


{W\  ,  „  _dx  dx       dy  dy        dz  dz  _ 

»  du  dv        du  dv         du  dv 


(£)**(*)"*  (Î)" -H~* 


Ces  trois  équations  permettront  de  déterminer,  autant  qu'elles 
peuvent  l'être,  les  quatre  translations.  Toute  hypothèse  sur  la 
manière  dont  le  trièdre  (T)  est  attaché  à  la  surface  donnera  une 
relation  qu'il  faudra  joindre  aux  précédentes.  Nous  pouvons  donc 
considérer  les  translations  comme  connues. 

Cela  posé,  conservons,  pour  déterminer  les  neuf  cosinus  qui 
déterminent  la  position  du  trièdre  (T),  toutes  les  notations  du 
Livre  I  [I,  p.  a].  La  considération  des  déplacements  suivant  les 
courbes  coordonnées  nous  conduira  aux  six  équations 

1  fa 

l«a  +1*  =55' 

(37)  lia'  +1,6'  =d£, 
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et 

■  ,        dx 

(37)'  \b°>'+^b'=%> 

qui  feront  connaître  les  six  cosinus  a,  6,  a',  ....  On  trouve  ainsi 

/   .  dx  dx 

'  àa  =      7),- 7)  — , 

da  dv 


\ 


(38)  i«=      "jï— 1|' 


(38)'  ^«-Ç.g-.jg, 

AIL*  *•      ^  I-    ^ 

où  A  désigne   le   déterminant    £t), — 7|Ç,    qui,   d'après   les   for- 
mules (36),  a  pour  valeur 

09)  A  =  5^  -  i&  =  ±  ^EG  — F». 

Quant  aux  cosinus  directeurs  c,  c',  c"  de  la  normale  à  la  sur- 
face, on  les  déduira  de  leurs  expressions  connues  [I,  p.  3]  en 
fonction  des  six  autres.  On  trouve  ainsi 

_  ty  àz  ày  dz 

~~  du  dv  dv  du  ' 

,  ,   K  ■       ,       dz  dx  dz  dx 

'  *  du  dv  dv  du 

du  dv        dv  du 
Il  nous  reste  à  déterminer  les  rotations.    On  les  obtient,  par 
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exemple,  en  différentiant  les  formules  (37)  et  (37)',  qui  conduisent 


ainsi  aux  suivantes  : 
.dx 


(40 


—  —  \  (q  du-hqi  dv)  -+-7)  (p  du  -hpi  dv), 


iC  d 


dx 


ttQcda  +  iïiQcdb 

:  —  £j  (q  du  -1-  qx  dv)  -+-  *),  (p  du  -4-  pA  dv), 

Sôx      dx 
—  d^  =      ^dÇ-t-^tfiQ  +  thi—  i&Xrrfa  +  rirfe). 


En  remplaçant  c,  c',  c"  par  leurs  valeurs  données  plus  haut  et 
en  introduisant  les  déterminants  D,  D',  D"  définis  par  l'identité 


(4a)     D  du*  -h  2D' dudv  -hV" dv*  = 


dx  dx  d*x   ,  _           d*x     ,     .         d*x  , 

—  — -  — -■  du*  -T-  2  -r— r-  du  dv  -+-  — -  dv* 

du  dv  du*                 dudv                  0vx 

dJL  dz  d2zdu*+**y-dudV+*rdV* 

du  dv  du*                 dudv                  dv* 

dz  dz  d*z   .  _            d*z     ,     ,         <**-   »  . 

v-  —  -— r  aa2  -+-  2  - — -  du  dv  -h  — -  dv* 

du  dv  du*                 dudv                   dv* 


on  obtiendra,  par  la  résolution  des  équations  précédentes,   les 
valeurs  suivantes  des  rotations  : 

b*(pdu-hpldv)  =  $(D'^  +  D'rfv)-  ItiDdu  +  D'dv), 
\*(qdu  +  qldv)  =  T\(D'du-hD"dv)  —  rn(Ddu-L-D,dv), 

(43)        J  A  (rrfaH-r1^)=~Ç1^~ïhrf7)H-i—  dv  +  (^—--1-—  J  du 


Nous  verrons  plus  loin  que  les  déterminants  D,  D',  D"  jouent 
un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  de  Gauss.  D'après  la  dernière 
des  formules  précédentes,  on  reconnaît  que  les  rotations  r  et  rK 
dépendent  seulement  de  l'élément  linéaire  de  la  surface,  ce  qui 
est  conforme  aux  résultats  déjà  signalés  (n°502).  Quant  aux  rota- 
tions/?, q,pi,  q\t  elles  s'expriment  en  fonction  linéaire  de  D,  D\ 


LES    FORMULES    DE    H.    GODAZZI.  3j9 

D".  On  a,  en  effet, 

l  *«/>,  =  jD'-fcD',        A^1  =  7)D"-TilD', 
(.m)  Ar     =  +  £-!' +,^1  __.._, 


1  da  da        a  (H> 

/  A  ,  c>î  eh)        i  ÔG 


<to  dv        a  da 


Si  Ton  porte  les  valeurs  de/?,  gr,  pt,  qK  dans  la  troisième  des 
relations  (5)  [I,  p.  4<)]>  on  sera  conduit  à  l'identité 

(45)  V(pqi-qPi)  =  DD*-  D'*=  A3  (g  -  g)  , 

établissant  entre  D,  D',  D"  une  relation  qui  [dépend  seulement 
de  F  élément  linéaire,  et  sur  laquelle  nous  aurons  à  revenir  quand 
nous  ferons  connaître  la  théorie  de  Gauss. 

504.  Pour  indiquer  au  moins  une  application,  supposons  que 

la  surface  soit  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  lignes  de  courbure.  On 

aura  ici 

/  ~  - 1  /q(a  —  u)(a  —  v) 
iXV    (a~&)(«-c)  ' 

"  '  iy      X     (b-a)(b-c)  ' 

f      __  4  /c(c  — iQ(c  — p) 
\  V    (c  —  a)(c  —  b)  ' 

(47)  E=_7ûr'      G--7ÔÔ~' 

/(«)  désignant  la  fonction 

(48)  /(a;  =  4(«  -  «0(*  -  «0(c  -  «)• 

Le  calcul  donne 

n_  —  ^xyziu  —  v)%(a  —  b)(a  —  c)(b—  c)  _  \/abc(u  —  v)* 

d-  =  o,      ir  =     •«M«—)>    m 
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Supposons  que  l'on  prenne 
(5o)  £1^0,        *)=(>, 

ce  qui  revient  à  faire  coïncider  les  axes  des  x  et  des  y  du  trièdre 
(T)  avec  les  tangentes  aux  lignes  coordonnées.  On  aura 

(5i)  5  =  |/K,        t,i=/5, 

et  les  formules  (43)  donneront 

EG{pdu-r-pldv)=      /ËD'cfr, 
E  G(q  du  -t-  qidv)  =  —  /GD  du. 

On  déduira  de  là 

!p  =  o,  Ç\  =  o, 

_  \/ abc      /  u  —  v  __       ^abc      /  v  —  u 

q ~  ~u~~ y  v/Tûy     Pi~     ~r~ y  5700 ■ 

Quant  aux  rotations  r,  r,,  elles  se  déduisent  de  l'élément  li- 
néaire par  la  troisième  des  formules  (43),  qui  nous  donne 

,  ,  i       àG  .  i       dE  , 

rdu-±-ridv=  — t=_j  —  dv — ^  -r- du 

a/EG  au  2y/£G  àv 

et,  par  suite, 

(o3)  /  r  

i       _       _j <*G i /   o /(m) 

f  ri~       a/ËG  ^«  "  »(«"—  *;  V    —  «*/(*>)" 

Les  formules  (27)  nous  donnent,  par  exemple,  pour  les  rayons 
de  courbure  principaux,  les  valeurs  suivantes 


v/E  Jp*  D,      s/G 


1  1 


(54)  R=_^  =_-=-!_,  R'=2_^=~  JL-I^, 

y              (a£c)2  ^!             (a6c)« 
d'où  l'on  déduit 

R    _  abc  R'  _  a&c 

(55)  Rr»  ~  7*"'  R*  ~  "ÏÏT" 

1 

Donc,  sur  chaque  ligne  de  courbure,   le  rayon  principal              j 

correspondant  est  proportionnel  au  cube  de  l'autre  rayon  de  j 

courbure  principal.  j 

i 
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Il  résulte  des  formules  (54)  que  Ton  a 

(5G)  rr'=!LZ_. 

v      '  abc 

Par  suite,  les  lignes  pour  lesquelles  la  courbure  totale  demeure 
constante  sont  définies  par  l'équation 

uv  =  const. 

Or,  si  Ton  désigne  par  S  la  dislance  du  centre  de  l'ellipsoïde  au 
plan  tangent  en  un  point  de  coordonnées  w,  y,  un  calcul  facile 
donnera 

p'";  8»  -  abc  ~V  abc' 

Il  suit  de  là  que  les  courbes  considérées  sont  celles  que  Poinsot 
a  désignées  sous  le  nom  de  polhodies  et  qui  sont  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  la  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde  au  plan  tangent 
conserve  une  valeur  constante. 

Des  considérations  de  Géométrie  tirées  de  la  théorie  des  dia- 
mètres conjugués,  et  auxquelles  le  lecteur  suppléera  aisément, 
mettent  en  évidence  une  remarquable  propriété  de  ces  courbes  : 

Si,  par  chaque  tangente  à  une  polhodie,  on  mène  un  plan 
normal  à  V ellipsoïde,  la  section  de  l'ellipsoïde  par  ce  plan 
aura  un  de  ses  sommets  au  point  de  contact  de  la  tangente. 

En  d'autres  termes,  les  polhodies  sont  des  courbes  telles  que 
chaque  section  normale  tangente  à  la  courbe  en  un  de  ses 
points  est  surosculée  en  ce  point  par  un  cercle. 

•Nous  retrouverons  plus  loin  cette  propriété  au  n°  510. 

Avant  de  commencer  l'étude  détaillée  des  lignes  tracées  sur  les 
surfaces,  nous  allons  donner  différents  Tableaux  contenant  les 
systèmes  de  formules  que  nous  avons  obtenus  dans  ce  Chapitre 
et  dans  le  précédent. 


qr\  —rqu 

rpt—pru 

&r{        àrlX          r         t 

PVt—  qpu 

put— pi*  =?Êi  —  q\\ 
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Tableau  I  (Chapitre  I). 
Rotations/?,  q,  r]pt,  qiy  r,  ;  translations  Ç,  rif  o  ;  Ç,,  rH,  o 

i  <te  du 
dr  drx 
dv        du 

Idx  -h  {  </a  -+-  \x  dv  -h  ( y  du  -+-  gt  </t>  )  -3  —  (  r  du  —  rx  dv)y, 
dy  -h  t\  du -h r^ dv  -i-  (  r  du-+-  rxdv)x  —  ( p  du  -r- />4 <fr ) s, 
v   rfs  -^{p  du-*-pxdv)y  —  (q  du->-  qxdv  ).r. 

Courbe  tracée  sur  la  surface  : 

(r)  ds  coso)  =  \  du  -+-  £i*fo,         rf*  sinco  =  tj  rf« -»-- ijt</v. 

Image  sphérique  de  la  courbe  : 

(2)  du  cosQ  =  q  du -h  qtdv,        ds  sinô  =  —  pdu  —  p\dv. 

(3)  da*  —  (/?rfa  -»-/ilrft;)*-i-  (q  du -h  qxdv;2  . 

Condition  pour  que  deux  directions  soient  conjuguées  : 

(4)  (pdu-hpxdv)^  Sw-hTjiOp)  —  (q  du-hqidv)(%%u-r-  £,8ç»)=  o. 
Lignes  asymptotiques  : 

(5)  (/>i)  —  7E)rfit*-t-(/»ii)i—  qui)  dvî  +  ip^-ï- pn  —  q\x—q£)du  dv=o, 

(6)  (p  du  -+- pi  dv )  sin u>  —  (q  du-\-  qxdv)  cosu>  =  o. 

Lignes  de  courbure  : 

J   5  du-r-  \xdv  -t-  p(<7  rfw  -+-  ^i</p)  =  o, 

(ïlà  +  Tnrfp-p(/)à  +  /)|  dv)  =  o. 

Equation  différentielle  de  ces  lignes  : 

(8)  (p  du-t-pidv)(%  du -h  \\dv)  —  (q  du  -+-  qxdv)(v\  du  -+-  riXdv)  =  o, 

(9)  (p  du  -h  p\dv)  cosco  -+-  (  q  du  -+-  qxdv)  sin  ai  =  o. 

Equation  aux  rayons  de  courbure  principaux  : 

(10)  p*(pqx  —  qpx)  -h  piqrn—  q^  -x- plx— px\)  -+.  fr,—  7;^  =  o. 

Courbure  totale  : 

(,I)  -rr^-w-^-s;--^- 
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Tableau  II  (Chapitre  I). 

Courbure  et  torsion  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface;  Ç',  r/,  Ç', 
angles  de  la  normale  principale  ;  V,  jx',  v',  angles  de  la  binormale 
avec  les  axes  du  trièdre  (T)  : 


u)    j 


\    cosÇ' =  —  sina)  sinïïT,        costj'  =      cosuisintsj,         cosf  =  cosra, 
cosX' =      sincocosra,        cos[i'  =  —  coscocosm,        cosv' =  sinra, 


(  a  )  ds  =  dta  -4-  r  du  -t-  rx  dv, 

i  3  )  ds  =  s'in m (p  du  -r-pidv)  —  costa(q  du-+-  q\dv), 

? 

i       dm  p  du-*~p\dv  a  du-hç*dv   .  i    d   /cosnr . 

<4) -J- =—    ~j      — coso>  — ^ -j-^ — sinu>= -r- ( , 

'    t       ds  ds  as  a  aa>  \    p    / 

icos  m  dp       sin  m  / 1       _  dm  \       >. 
p*     ds  p      \  t  rfs  / 

f  d    /cosm\  d    /cosw\"|  rfa 

rà    /cos«x\  d    /  costb\~|  dv 

^l>\~7/  """'ss  VT/J  *' 

Centre  de  la  sphère  osculatrice  (x0,  y0,  z0)  : 

1x0               v0  dp 
: =   — =  p  Sin  ÏÏT  -+-  X  COSÏÏT  -/-  > 
—  sinco       cosco       r                            ds 

l*>  )  a,  . 

I  z0=pcosm  —  z-y-sinm. 

Centre  de  courbure  normale  (#«,  y^  z^)  : 
<7)  *,  =  /,=  o,         *!=-;-• 

Centre  de  courbure  géodésique  (x2,  ^a,  ^2)  : 

p  sin  10  p  cosw 

18)  a?t  = : y         y*=  --• ?         ^=0. 

7  sin  m  *  smm 

Centre  de  courbure  de  la  courbe  (jr3,  yi9  z3)  : 

(9)  a"j  =  —  p  siawsinm,        ^3=  p  cosco  sincT,        z8=pcosïïJ. 


384  LIVRE    V.    —    CHAP.    II. 

Tableau  III  (Chapitre  II). 
d)  ds*^  K*du*+G*dv*-±-%kCcosaLdudv, 

(u)  n  —  m  =  a, 

(3)      £  =  Acosm,        Tj^Asinm,        Çi  =  Ccosn,        rM  =  Csin/i, 
,    dp       dpt  dn  i        /d\        àC 

de        du      *  *  du        G  sin  a  \  <to         da  / 

(A')    <  -r-  —  -^  =  rpi—pru       /«,  =  —  —  -f-  — . —  (- —  cosx), 

v    '    ]  dv        du        r      r  dv        Asina  \du-      ôv  J 

I   drdrt  ;  r-/ 

I — -  =pÇi-ÇPij       \{pismm — ^icosm;- G(/>  sin/i— y  cos/i). 

)c£r  -f-  A  cosm  du  -4-  G  cos/i  dv  -r-(  q  du-+-qxdv)z  —  {rdu-\-  rx dv)y\ 
v_  ,       d/  -f-  A  sin  m  rfa  -+-  G  sin  n  dv  -f-  (  r  du  -+•  rt  <fr):r  —  (p  du  -r-p\  dv)zt 
(  dz  —(pdu~hpidv)y—(qdu-^-qtdç)x, 

Ligne  tracée  sur  la  surface  : 

(4;    ds  cosi)i= A  cos  m  du-+-G  cos  ndv,       ds  sin  u)t=\  sin  m  du -+- G  sin  n  di. 

Angle  de  deux  directions  : 

\  ds  Zs  cos(co  —  (*>';  —  h}  du  hu  -*-  AG  cos  <x{du  80  -4-  </*>  8a)  -t-  C*  dv  or. 
(  dsàs  sin(to  —  eu')  —  ACsina(rfi>8tt  —  du  8c>). 

Directions  conjuguées  : 

A(q  cos  m  — psinm)  du  au -h  G(^iCos/i  —  pis'mn)  dv  ùv 


(  Ç\\ 

1  -  A(gr1cosm  —  pi  sin  m)  du  ùv  -J-  C(q  cosn — p  sin/i)  dfr  ou  =  o. 

Lignes  asymptotiques  : 

A  (  q  cos  m  —  p  sin  m  )  cfo* 


(       -+-C(£iCosra — pisinn)  dv2~h%A(qiCosm — pi  sin  m)  dudv  =  o. 
Lignes  de  courbure  : 

A  cosm  du  -+-  G  cos ndv  -r-  p(q  du-i-  qxdv)  —  o, 


(8)  . 

(   A  sin  m  du  -4-  G  sin  ndv  —  p(pdu  -r-pidv)  =  o. 

Équation  différentielle  : 

A(pcosm  -4-  q  sin  m)  du1 -h  Cf/^cos/i  -4-  qisin  n)dv* 


(9)      1 

[A(/>icosm-+-  (/tSin/n  )  -h  C(p  cos/i  -f-  ^  sin/i)]  dudv  =  o 

Rayons  de  courbure  principaux  : 

pHpçi  —  qp{) 


(io) 

(       —  p  [A  (pi  cos  m  -h  qx  sin  m)  —  G  (/?  cos  /i  -f-  y  sin  n)]  -+-  AC  sin  a  —  o, 

fdG  _  dA         \  /dA       dC  \ 

AGsinat d*a    __  ^  (  du dv  C°™  )  _  dl  ^~â^COS*  ) 

(II)         RR'      "'      dudv       du\        Asina       /       ~dv\        G  sin  a        / 
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Tableau  IV  (Chapitre  II). 

Coordonnées  rectangulaires  quelconques  : 
d)     Ç  =  A,        t,  =  o,        ?i  =  o,        7)!=  G,        /i  =  a=-,         m  =  o, 

i  r>  àp       dpi 

\qi+Cp  =  o,         £--£  =qri-rqu 

.  .  r  I    àA  àq        dq% 

\  i   dC  àr       àrt 

idx  -r-  Adu  -h  (q  du  -~  qxdv)z  —  (r  du  •+•  r4 dv )y, 
,  _ ,  .  dy  -f-  G  dv  —  (r  rfa  -h  r4  rfp)ar  —  (/>  cfo  -+- /?j  fA>  )<z, 

(   rfs  -+-(pdu-\- pxdv)y  —  (q  du-*- qxdv)x. 

Ligne  tracée  sur  la  surface  : 

(i)  ds  cos  ta  —  Adu,        ds  sin  u>  =  C  <ft\ 

Directions  conjuguées  : 

(3)  A  q  du  ou  —  Cpidvàv  -h  Aq{{duZv  -H  dv  ùu)  =  o. 
Lignes  asymptotiques  : 

(4)  Aqdu*  —  Cpxd^-r-{Aql—  Cp)dudv  =  o. 
Lignes  de  courbure  : 

Adu  -+-  p(q  du-±-  q\dv)  =  O, 


(    Gdv  —  p(pdu-^- ptdv)  =  o 

Équation  différentielle  : 

(6)  Ap  du* -4-  Gqtdv*-+-  (Cq  -+-  Api)  du  ds>  =  o. 
Rayons  de  courbure  principaux  : 

(7)  Pi(£-Ê)-P(A/»i-Cg)+AC-=o> 

AC  ___^  /_i_  ^C\__j^  /_!_  dA\ 
(    }  RR'~      (/uU^/       <to\C«k/' 

(9)  AC^g  +  ^j-A/M-C,/ 

D.-II. 


a> 
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Tableau  V  (Chapitre  II). 

Système  de  coordonnées  formé  par  les  lignes  de  courbure 

(i)       £  =  A,       t)=o,        Si  =  o,        r,i=C,       />  =  o,        ?i=o, 
i    dX  dp* 

...      ,  i   dC  dq 

Directions  conjuguées  : 
(a)  \qdu§u —  Cpids>w  =  o. 

Lignes  asymptotiques  : 

»  .      ^       i  .  cos*o>        sin*co 

(3)  Aqdut-Cpidvt^o,         _s—4-_r.=o. 

Rayons  de  courbure  principaux  : 

(4)  R=--,         R'=--, 

Ligne  tracée  sur  la  surface  : 

A  du  G  rfi> 

cosw  =  — =—  >         sinio  =  — t — , 
a$  as 

cosra  __  cos*u>        sin*a) 

T~  ~  ~~r~  ^ns7"  ' 


(6) 


/    v  i        rfiar        /  I  I  \    . 

(7)  __„=^___jsln«0C0S«U) 

cosm  dp       sinro  fi       *dw\ 
p*     Es  p     \  t  ck  / 


(8) 


""      q   du  ds*         q  dv  ds*  ds        Pi  du   ds  ds*       Pï  d»    ds*' 
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Tableau  VI 

(Chapitre  II). 

Coordonnées  symétriques  : 

(i)                                              rfs*  = 

4l*dudv, 

(2)                     £  =  X,        ri=— a, 

îi=X,       i)i=  a, 

1   p-*-px=  i(qt—q)t 

dz>        dp\ 

/4\              )                      ,<MogX 
(A)                            r=       l     ou     ' 

(?7       <tyt 

1                       .<Mo&X 

1          ri=      *     à,     ' 

i  dx-h    X(<fa  -t-  t/i>)  -h(q  du  -t-  qtdv)z  —  (rcfa  -+-  r4 dfr)/, 

(B)       <  dy  -+-  i\(dv  —  du)  -r-( r  du  -f-  rldv)x —  ( p  du  -h pidv)z, 

\  dz  h-  {p  du-\- p\dv)y  —  (q  du  -h  qxdv)x. 

Directions  conjuguées  : 

(3)  (q  -f-  ip)  du  ou -h  (<7i—  ipi)  dv$v  -+-  (q  —  ip)(du$t>  ■+-  dv  8w)  =  o. 
Lignes  asymptotiques  : 

(4)  (q  -*-  if)  du*  H-  (  <7i  —  î/>i  )  cfr*  +2(y-  ip)  du  dv  =  o. 
Lignes  de  courbure  : 

X(<tfn-f-  dv)  ~  p(q  du-h  qidv)  =  o, 


/  l\(du  —  dv)  -f-  p(p  du-\-pidv)  =  o. 
Équation  différentielle  : 
(G)  (/>  —  iq)du*  -^(pi-hiq^dv*  =  0. 

Rayons  de  courbure  principaux  : 

(7)  p'Cp?i  —  qp\)  —  ^?(Pi  —p  —  h  —  tçi)  -+-  ^  a»  =  o, 

i     _        i   d2logX 
Courbe  tracée  sur  la  surface  : 

<9)  e'u=-^-'     e-"*=-dr> 

sinra   .        j            j              *          *          ,/à\os\   .         dlogX    ,  > 
ds  =  ao>  -h  r  du  -f-  rt  at>  =  dt»  —  i  (  — -^—  a« r-^-  dv 
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CHAPITRE  III. 

COURBURE    NORMALE    ET    TORSION    GÉODÉSIQUE. 

Théorème  d'Euler  sur  la  courbure  des  sections  normales.  —  Formule  de 
M.  O.  Bonnet.  —  Théorèmes  de  M.  J.  Bertrand.  —  Introduction  de  la  torsion 
géodésique.  —  Expression  géométrique  des  six  rotations  qui  figurent  dans  les 
formules  données  précédemment.  —  Relations  entre  les  mêmes  éléments  géomé- 
triques dans  le  cas  des  coordonnées  obliques.  —  Théorèmes  de  Joachimsthal 
relatifs  aux  lignes  de  courbure  communes  à  deux  surfaces.  —  Formule  de 
M.  Laguerre.  Son  application  à  la  détermination  du  rayon  de  courbure  d'une 
ligne  tracée  sur  la  surface  aux  points  où  elle  est  tangente  à  une  ligne  asym- 
ptotique.  —  Théorème  de  M.  Beltrami.  —  Torsion  d'une  ligne  asymptotique.  — 
Formule  de  M.  Bonnet  relative  au  rayon  de  courbure  d'une  ligne  asymptotique. 
—  Application  aux  systèmes  orthogonaux  et  isothermes. 


505.  Nous  commencerons  par  l'étude  des  deux  formules  qui 
donnent  la  courbure  et  la  torsion 

costsi         i  .       /    du  dv\  /du  dv\ 

dm        i  /    du  dv  \  /du  dv\ 

La  première  nous  fait  connaître  la  variation  de  la  courbure 
normale  pour  toutes  les  courbes  passant  par  un  même  point  de 
la  surface.  Elle  contient  donc  le  célèbre  théorème  d'Euler  relatif 
à  la  variation  de  la  courbure  des  sections  normales.  Et,  en  efTet, 
si  Ton  suppose  que  les  lignes  coordonnées  soient  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface,  et  si  Ton  introduit  les  simplifications  qui 
résultent  de  cette  hypothèse,  les  équations  précédentes  prendront 
la  forme  suivante  : 

costb         i         cosso>        sin*o> 

(3)  —  =  p-  =  -R--4--R^' 

dm        i        /  i         i  \    . 

(4)  s--  =  ^-Rj«n«co.w. 

La  première  de  ces  formules  donne  immédiatement  le  théorème 
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d'Euler.  La  seconde,  quî  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par 
M.  Bonnet  (*),  va  nous  permettre  de  faire  connaître  les  lois  re- 
marquables que  M.  Bertrand  a  ajoutées  à  celles  d'Euler  (2). 

Si  l'on  considère,  sur  une  surface,  un  point  fixe  M  et  un  point 
M'  infiniment  voisin,  la  direction  de  la  normale  en  M'  pourra 
être  déterminée  de  la  manière  suivante  :  i°  par  l'angle  que  fait 
avec  la  normale  en  M  la  projection  de  la  normale  en  M' sur  le  plan 
normal  en  M  qui  passe  au  point  M';  2°  par  l'angle  que  fait  la  nor- 
male en  M'  avec  sa  projection  sur  ce  plan  normal. 

Le  premier  de  ces  deux  éléments  est  évidemment  l'angle  de 
contingence  de  la  section  normale  en  M  dont  le  plan  passe  par  M'. 
Lorsque  le  point  M'  tourne  autour  de  M,  la  variation  de  cet  angle 
est  connue;  elle  sera  donnée  par  le  théorème  d'Euler.  Avant 
M.  Bertrand,  on  n'avait  pas  songé  à  déterminer  la  grandeur  du 
second  angle  et  à  chercher  comment  il  varie  quand  le  point  M'  se 
déplace  autour  de  M;  cependant,  l'étude  de  cet  élément  est  essen- 
tielle si  l'on  veut  connaître  complètement  les  propriétés  du  pin- 
ceau des  normales  infiniment  voisines  de  la  normale  en  M.  11  est 
aisé  de  reconnaître  que  cette  étude  peut  se  faire  complètement  au 
moyen  de  la  formule  de  M.  Bonnet. 

Appliquons-la,  en  effet,  aux  sections  planes  normales  passant 
par  le  point  M.  Pour  ces  sections,  la  torsion  est  nulle,  et  la  for- 
mule (4)  nous  donnera  par  conséquent 

(5)  dm  =  (  -=p  —  ^  )  dssmta  cosco. 

Orai  désigne,  en  général,  l'angle  du  plan  osculateur  à  la  courbe 
avec  la  normale  à  la  surface.  Considérons,  dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  un  point  M'  voisin  de  M  sur  la  section  plane  considérée; 
m  sera  l'angle  de  la  normale  en  M'  avec  le  plan  de  la  section. 
Comme,  au  point  M,  cet  angle  est  nul,  dm  sera,  en  négligeant  les 
infiniment  petits  du  second  ordre,  l'angle  même  considéré  par 


(*)  O.  Bonnet,  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces  (Journal  de  l'École 
Polytechnique,  XXXII*  Cahier,  p.  i;  1848). 

(»)  J.  Bertrand,  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces  (Journal  de  Liouville, 
t.  IX,  i™  série,  p.  i33;  i844). 
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M.  Bertrand  qui,  du  reste,  a  établi  directement  la  formule  précé- 
dente. 

Cette  formule  nous  montre  que  dm  sera  nul  pour  les  deux  di- 
rections principales.  En  général,  les  valeurs  de  dm  correspondantes 
à  la  même  valeur  de  ds  et  à  deux  directions  rectangulaires  seront 
égales  et  de  signes  contraires. 

506.  On  peut  substituer  à  l'angle  dm  le  moment  des  deux  nor- 
males en  M  et  en  M'.  Imaginons  une  force  de  longueur  égale  à 
l'unité  dirigée  suivant  la  normale  en  M'.  Le  moment  DXL  de  cette 
force  par  rapport  à  la  normale  en  M  sera  égal  à  3^,  3  désignant  la 
plus  courte  distance  et  ty  l'angle  des  deux  droites.  Or,  si  l'on  fait 
glisser  cette  force  sur  la  normale  en  M'  jusqu'à  ce  que  son  point 
d'application  arrive  en  M',  on  pourra  la  décomposer  en  deux 
autres  forces,  dont  une  sera  dirigée  suivant  la  projection  de  la 
normale  en  M'  sur  le  plan  normal  en  M  qui  contient  M',  et  dont 
l'autre  sera  perpendiculaire  à  ce  plan.  Le  moment  de  la  force  sera 
égal  à  celui  de  cette  seconde  composante,  qui  est  égale  à  afo,  et 
dont  la  distance  à  la  normale  en  M  est  évidemment  rfs,  en  négli- 
geant dans  les  deux  évaluations  les  infiniment  petits  du  second 
ordre.  On  a  donc 


DK  =  ty  =  ds  dm  =  ds*  (L-±\ 


sino>cosu>. 


Il  est  aisé  d'ailleurs  de  vérifier  que  celte  valeur  de  Olu  ne  change 
pas  quand  on  passe  à  toute  surface  parallèle;  car,  en  remplaçant 
sinw,  cosco  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

OR,  =  (R'_-  R)Pl  qdudv; 

et  les  quantités  pK ,  q ,  R'  —  R  ne  changent  pas  évidemment  (n°  500) 
dans  le  passage  à  la  surface  parallèle. 

Si  l'on  voulait  connaître  l'angle  i/  des  normales  en  M  et  en  M', 
on  aurait  évidemment 

507.  La  formule  de  M.  Bonnet  conduit  à  d'autres  conséquences; 
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en  particulier,  elle  a  donné  lieu  à  l'introduction  d'un  nouvel  élé- 
ment relatif  aux  courbes  tracées  sur  une  surface. 

La  fonction ^j  relative  à  un  point  d'une  courbe  (C)  de- 
meurant la  même  pour  toutes  les  courbes  tangentes  à  la  courbe  (C) 
en  ce  point,  considérons,  en  particulier,  la  ligne  géodésique  tan- 
gente. Pour  cette  ligne  on  a,  par  définition, 


et  la  fonction  précédente  se  réduit  à  la  torsion.  Ainsi 


dm 
ds 


représente,  en  un  point  quelconque  d'une  courbe  (C),  la  torsion 
de  la  ligne  géodésique  tangente.  M.  Bonnet  lui  a  donné  le  nom 
de  torsion  géodésique.  Cette  définition  est  consacrée  bien  qu'elle 
ait  l'inconvénient  d'éveiller  l'idée  d'une  analogie  qui  n'existe  pas 
avec  la  courbure  géodésique.  La  torsion  géodésique  ne  se  conserve 
pas  quand  on  déforme  une  surface. 

Quoi  qu'il  en  soit,  une  fois  que  l'on  a  introduit  cette  nouvelle 
notion,  il  est  très  aisé  de  donner  des  expressions  géométriques  des 
six  rotations/?,  q}  r,  /?,,  q^  rh. 

Désignons  par  — ,  — ,  --  les  courbures  normale  et  géodésique 
et  la  torsion  géodésique  de  l'arc  A  du  et  désignons  de  même  par 
— 7  — >  -  les  éléments  analogues  relatifs  à  l'arc  Cdv. 

Les  formules  précédemment  établies  nous  donnent 

A  C 

—  =  p  sin m  —  q  cos  m,  —  =  pi  sin  n  —  q±  cos  n, 

p/iu  pnv 

,_v       ,    A        dm  C        on 

(6)      {  —  =  r+r,  — =  — -hn, 

*  pgu        au  ?gv       ds> 

A  .G 

—   =—  pcosm  —  q  sin  m;  --  =—  ptcosn  —  qiSinn. 

Si  les   coordonnées  curvilignes  sont  rectangulaires,    on  fera 


Pnu 

—  7> 

C 

A    _ 

r, 

G 

?g* 

A   _ 

tu    ~ 

-P\ 

G 
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n  =  ->  m  =  o,  et  les  formules  précédentes  deviendront 


(7) 


Nous  avons  ainsi  la  définition  et  l'interprétation  géométrique 
des  six  rotations.  On  sait  que  M.  O.  Bonnet,  dans  sa  belle  démon- 
stration des  formules  de  M.  Godazzi,  a  introduit  ces  six  quantités 
sans  les  considérer  comme  des  rotations,  mais  en  s'appuyant  uni- 
quement sur  leur  définition  géométrique,  telle  qu'elle  résulte  des 
formules  précédentes. 

• 

508.  Dans  le  cas  des  coordonnées  obliques,  on  pourrait  intro- 
duire, au  lieu  des  six  rotations,  les  expressions  des  six  courbures 
absolument  comme  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires  et 
poser 

A 

=  p  sin  m  —  q  cos  m  =  —  Q, 

Pnu 

A         dm  _        da 

=  —  -W*  =  R  —  -r-  > 

p#u        du  du 


(8) 


A 

—  = — p  cos  m  —  q  sin  m  = — P; 

tu 

Q 

—  =  pisinn  —  qicosn  —  P1? 

P«v 

G         dn  _         da 

—  =  -r-  -+-  rf  =  Rt  4-  —  1 

pgv        dv  dv 

Q 

—  = — picosn  —  qls\nn~  —  Qi 

tu 


On  déduit  de  là 


p  =  P  costo  —  Q  sin/n,        Pi=      Pt  sin/i  —  Qt  cos/i, 
q  =  P  sin  m  -f-  Q  cos  m,         #1  =  —  Pi  cos  /t  -4-  Qi  sin  n, 


(/>  = 

i    r  -  R  drt  ,.     -         R  dm 
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et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  formules  (A')  [p.  363],  on  ob- 
tiendra le  système 

A(PiCOsa  —  Q^ina)  =  C(P  sina  —  Q  cosa), 
i       fdK      dC         \  i       /dC      d\         \ 

R  =  —  77-: (  -r -r-COS*     ,  Ri  =    t— -r -v-  COS  «  )  , 

Csina\op       du  /  Asinz  \  du       dv  / 

(l0)    /S-QR,  =  ».(£-RQ,)*«-.(S-.RP,> 


(te         du        du  àv 


■'(  PPi  H-  QQi  )  cos a  -+-  (  PQj  —  QP,  )  sin  a. 


Ces  équations,  qui  coïncident,  aux  notations  près,  avec  celles 
que  M.  Codazzi  a  données  à  la  fin  de  son  Mémoire,  sont  évidem- 
ment plus  compliquées  que  les  formules  (A).  Ce  fait  paraît  indi- 
quer que  l'utilité  des  formules  de  M.  Codazzi  tient  surtout  à  ce 
que  les  six  éléments  géométriques  qui  y  figurent  peuvent  être  con- 
sidérés comme  formant  un  système  de  rotations,  ce  qui  n'a  plus 
lieu  dans  le  cas  des  coordonnées  obliques. 

509.  M.  Bonnet  a  fait  remarquer  que  sa  formule  met  immédia- 
tement en  évidence  un  théorème  important.  En  effet,  d'après  cette 
formule,  les  seules  courbes,  passant  par  un  point  de  la  surface, 
dont  la  torsion  géodésique  soit  nulle  en  ce  point  sont  celles  qui 
admettent  pour  tangentes  Tune  des  directions  principales  de  ce 
point.  Les  lignes  de  courbure  sont  donc  caractérisées  par  cette 
propriété  que  la  torsion  géodésique  est  nulle  en  chacun  de  leurs 
points.  Ce  théorème  est  quelquefois  attribué  à  Lancret,  bien  que 
ce  géomètre  ne  l'ait  jamais  énoncé.  Il  est  dans  les  rapports  les 
plus  étroits  avec  les  belles  propositions  que  Joachimsthal  a 
données  relativement  aux  lignes  de  courbure  planes  ou  sphériques, 
et  que  nous  allons  exposer  rapidement. 

Quand  deux  sur/aces  se  coupent  sous  un  angle  constant,  la 
ligne  d'intersection  ne  peut  être  ligne  de  courbure  de  l'une 
des  sur/aces  sans  l'être  aussi  de  l'autre.  En  efTet,  m  et  tâj7  dési- 
gnant les  angles  que  le  plan  osculateur  de  la  ligne  d'intersection 
fait  avec  les  normales  aux  deux  surfaces,  il  est  clair  que  l'angle 
des  deux  normales  est  zn  —  &'.  Si  cet  angle  est  constant,  on  aura, 
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en  chaque  point  de  l'intersection, 

i        dm  __  i        dm' 
%        ds  ~~  x        ds 

Cette  égalité  montre  que  la  torsion  géodésique  de  la  courbe  a  la 
même  valeur  quand  on  la  rapporte  successivement  aux  deux  sur- 
faces. Elle  ne  peut  donc  être  nulle  pour  l'une  des  surfaces  sans 
l'être  aussi  pour  l'autre. 

Réciproquement,  si  l'intersection  de  deux  surfaces  est  une 
ligne  de  courbure  pour  les  deux  surfaces,  elles  se  coupent  sous  un 
angle  constant 5  car  on  a  alors 

1        dm  __     __  1        dm'  dm  __  dm' 

z        ds  ~~  t        ds  ds  ~~   ds 

et,  par  conséquent,  l'angle  m  —  et'  est  constant. 

Dans  le  cas  où  l'une  des  surfaces  est  un  plan  ou  une  sphère,  ces 
propositions  donnent  les  corollaires  suivants  : 

Si  un  plan  ou  une  sphère  coupe  une  sur/ace  sous  un  angle 
constant,  V intersection  est  ligne  de  courbure  de  la  surface. 

Si  une  ligne  de  courbure  est  plane  ou  sphérique,  le  plan  ou 
la  sphère  qui  contient  la  courbe  coupe  la  surface  sous  un  angle 
constant. 

11  suffit,  pour  rattacher  ces  propositions  aux  précédentes,  de 
remarquer  que  toute  ligne  plane  ou  sphérique  est  ligne  de  cour- 
bure du  plan  ou  de  la  sphère  sur  laquelle  elle  est  tracée. 

Au  reste,  toutes  ces  propositions  ont  leur  véritable  origine  dans 
la  théorie  des  développées  des  courbes  gauches.  Nous  avons  vu, 
en  effet  [I,  p.  18],  que  toute  normale  d'une  courbe  gauche  qui 
enveloppe  une  développée  fait  avec  le  plan  osculateur  un  angle  V 
défini  par  la  formule 

Étant  donnée  une  courbe  tracée  sur  une  surface,  pour  qu'elle 
soit  une  ligne  de  courbure,  c'est-à-dire  pour  que  la  normale  à  la 
surface  en  tous  ses  points  enveloppe  une  développée  de  la  courbe* 
il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  la  relation  précédente  soit  véri- 
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fiée  quand  on  y  remplace  V  par  et,  ce  qui  est  le  théorème  énoncé 
plus  haut. 

On  démontrera  de  même  les  théorèmes  de  Joachimsthal.  Par 
exemple,  si  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  ligne  de  cour- 
bure commune,  les  normales  aux  deux  surfaces  en  chaque  point 
de  cette  courbe  enveloppent  deux  développées  distinctes;  et,  par 
suite,  elles  se  coupent  sous  un  angle  constant.  Les  propositions 
réciproques  s'établissent  par  des  considérations  analogues. 

Le  théorème  de  Joachimsthal  conduit  à  une  conséquence  que 
nous  avons  déjà  signalée  [I,  p.  3i6],  sans  la  démontrer.  Toutes 
les  fois  qu'une  surface  admet  une  ligne  de  courbure  plane,  la 
représentation  sphérique  de  cette  ligne  de  courbure  est  un 
cercle  dont  le  plan  est  parallèle  à  celui  qui  contient  la  ligne 
de  courbure.  En  effet,  la  normale  à  la  surface  en  tous  les  points 
de  la  ligne  de  courbure  fait  alors  un  angle  constant  a  avec  la  per- 
pendiculaire au  plan  de  cette  ligne.  Par  suite,  la  représentation 
sphérique  de  la  ligne  de  courbure  sera  le  lieu  des  extrémités  des 
rayons  de  la  sphère  qui  font  l'angle  a  avec  cette  perpendiculaire  ; 
ce  sera  un  grand  cercle  si  le  plan  de  la  ligne  de  courbure  est 
normal  à  la  surface  et  un  petit  cercle  si  l'angle  a  n'est  pas  droit; 
mais,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  plan  de  ce  cercle  sera  évidemment 
parallèle  à  celui  de  la  ligne  de  courbure. 

Réciproquement,  si  la  représentation  sphérique  d'une  ligne  de 
courbure  est  formée  par  un  cercle  de  la  sphère,  la  tangente  en 
tous  les  points  de  cette  ligne  sera  parallèle  au  plan  du  cercle;  et, 
par  conséquent,  la  ligne  elle-même  sera  située  dans  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  du  cercle. 

510.  Après  avoir  étudié  la  formule  de  M.  O.  Bonpet,  nous 
dirons  quelques  mots  de  celle  de  M.  Laguerre.  Si  l'on  rapporte  la 
surface  au  système  de  coordonnées  formé  par  les  lignes  de  cour- 
bure, elle  prend  la  forme 

cosm  dp       sinm/a       o^w  \  _         i^  du*  dK  du*  dv 

p*     ds  p     \t  "~     ~ds  )  ~  ~~^  dû  ds*         **    àv      ds*~~ 

__  ~    t<W  dudv*         s  dW  dv* 
Pl  du      ds*         Pl  ds>   ds*  " 

Il  en  résulte  que  le  produit  du  premier  membre  par  ds*  demeure 
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constant  lorsqu'on  passe  de  la  surface  à  Tune  quelconque  des 
surfaces  parallèles;  il  suffît,  en  effet,  pour  effectuer  ce  change- 
ment, d'augmenter  R  et  R'  d'une  même  constante,  sans  changer 
q  et/?,. 

Si  l'on  applique  la  formule  à  une  section  normale  de  la  surface, 

on  a 

w  =  o, 


lJt  à    VpZ.  11 


et  le  premier  membre  se  réduit  à  '  I  -  D  suit  de  là  que  l'équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  et  du  troisième  degré 

(1  r)        a*  à^du>^-%q^  du*  ds>  +  3x>?  ^  du  dv*  -f-  p\  ^  d^  =  o 
v     '       *    du  *    dv  ri  du  ri  dv 

définit  les  courbes  tracées  sur  la  surface,  et  pour  lesquelles  la 
section  normale  de  la  surface  tangente  à  la  courbe  en  un  quel- 
conque de  ses  points  est  surosculée  par  un  cercle. 

Ces  lignes  ont  été  considérées  en  premier  lieu  par  M.  de  la 
Gournerie  (f).  Il  résulte  de  leur  équation  différentielle  qu'elles 
se  conservent  lorsqu'on  passe  d'une  surface  à  la  surface  parallèle. 
Cette  remarque  a  été  faite  par  M.  Ribaucour  (2).  On  les  détermine 
aisément  dans  les  surfaces  du  second  degré;  elles  se  réduisent 
alors  aux  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  et  aux  courbes 
sur  lesquelles  la  courbure  totale  de  la  surface  demeure  constante. 
On  peut  rattacher  leur  théorie  à  celle  du  contact  d'une  surface 
avec  un  cylindre  de  révolution.  Mais  cette  étude  trouvera  place 
ailleurs. 

SU.  La  formule  de  M.  Laguerre  permet  de  résoudre  une 
question  très  intéressante,  sur  laquelle  M.  Bonnet  a,  le  premier, 
appelé  l'attention. 

Considérons  une  courbe  (C)  tracée  sur  une  surface  et  supposons 


(*)  De  la  Gournerie,  Étude  sur  la  courbure  des  surfaces  {Journal  de  Liou- 
ville,  iT*  série,  t.  XX,  p.  i45;  i855). 

(•)  Ribaucour,  Propriétés  de  lignes  tracées  sur  les  surfaces  (Comptes  rendus, 
t.  LXXX,  p.  64a;  i875). 
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qu'elle  soit  tangente  en  un  de  ses  points  M  à  une  des  lignes 
asymptotiques  qui  passent  en  M.  Alors  nous  avons 


COSTB 
=  O 


et,  par  conséquent,  si  cosva  est  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  si  le 
plan  osculateur  ne  coïncide  pas  avec  le  plan  tangent  à  la  surface, 
p  est  infini.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  une  section 
plane  dont  le  plan  passe  par  une  des  tangentes  asympto tiques  et 
ne  se  confond  pas  avec  le  plan  tangent. 

Mais,  si  le  plan  osculateur  de  la  courbe  se  confond  avec  le  plan 
tangent  à  la  surface,  on  a 


COSTÏJ  =  o,- 


et  p  peut  avoir  une  valeur  quelconque.  La  construction  géomé- 
trique que  Ton  déduit  du  théorème  de  Meusnier  tombe  également 
en  défaut,  et  conduit  aussi  à  une  indétermination. 

M.  Bonnet,  à  qui  l'on  doit  la  remarque  précédente,  a  donné 
pour  ce  cas  spécial  une  formule  que  l'on  peut  rattacher  aisément 
à  celle  qui  a  été  démontrée  par  M.  Laguerre. 

Désignons  par  -,  -  la  torsion  et  la  courbure  de  la  courbe  consi- 
dérée, par  —,  —  les  mêmes  quantités  relatives  à  la  ligne  asymp to- 
uque tangente.  Nous  avons  vu  (n°8  492  et  493)  que  les  deux 
fonctions 

I        dm  costït  dp        siïiTB  (i       ndm\ 

t        ds  p*      as  p      \  t  ds  I 

ont  les  mêmes  valeurs  si  on  les  calcule  successivement  pour  deux 
courbes  tangentes  au  même  point.  Ici  l'angle  xs  est  égal  à  un  qua- 
drant aussi  bien  pour  la  courbe  considérée  que  pour  îa  ligne 

asymptotique;  mais-r-,  qui  est  nul  en  chaque  point  de  la  ligne 

asymptotique,  n'est  pas  nul  nécessairement  pour  la  courbe  consi- 
dérée. On  a  donc 

i       dm  _  i 

T  ds    ~~  T0 

p\x  ds  I       p0T0 
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d'où,  en  éliminant -r-> 

(.3)  I-!=--ÎL. 

Cette  équation  fera  connaître  p  quand  t  sera  donné. 

Supposons,  par  exemple,  que  nous  voulions  déterminer  le  rajon 
de  courbure  de  la  section  par  le  plan  tangent.  Cette  section  a 
deux  branches  passant  au  point  de  contact.  On  aura,  pour  chacune 
d'elles, 


et,  par  conséquent  (  *  ), 


p  =  !?o. 


Mais,  pour  que  les  formules  précédentes  soient  réellement 
utiles,  il  faut  qu'on  puisse  déterminer  pQ  et  t0.  Voici  comment  on 
y  parvient. 

512.  Dans  le  cas  d'une  ligne  asymptolique,  on  a,  d'après  la  for- 
mule  (22)  [p.  357], 

1         p  du  -+-  p*  dv  q  du  -+-  q*  dv   . 

=  ~ y1- costu  -h  - 3— - sinco. 

z0  ds  ds 

D'ailleurs,  l'équation  différentielle  d'une  ligne  asymptotique 
nous  donne 

p  du  -±-  p<  dv   .  q  du -h  q,  dv 

*- r-î- sinu>  —  - j-1 cosco  =  o. 

ds  ds 

Ces  deux  relations  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

pdu-hpidv       cosu> 
t    t\  ds  T0 

q  du  -h  q*  dv        sinio 

~ — zr11 ' =  °- 

ds  z0 

En  remplaçant  ds  sinoy,  ds  cosw  par  leurs  expressions  (5)  [p.  363] 


(*)  Cetle  élégante  relation  est  due  à  M.  Beltrami  qui  l'a  donnée  dans  un 
article  Sur  la  courbure  de  quelques  lignes  tracées  sur  une  surface,  inséré 
en  i865  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (2a  série,  t.  IV,  p.  258). 
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en  fonction  de  rfw,  dvy  on  trouvera 


(i5) 


z   /         AcosmN   ,         /  Cco9n\   . 

\\p+— —)du+\IH'¥^r)dv=0' 

\   [         Asinm\   ,         /  Gsin/i\   , 


ou,  en  éliminant  -7-  > 

(PÇi  —  ÇPi)xo  "*"  A.C  sina  =  o. 

En  introduisant,  d'après  la  formule  (14)  [p.  364],  le  produit 
des  rayons  de  courbure  principaux,  on  obtient 

(16)  T0==b/-RR', 

expression  remarquable  de  la  torsion  due  à  M.  Enneper.  On  en 
déduit,  en  particulier,  que  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces 
à  courbure  totale  constante  sont  des  courbes  gauches  dont  la  tor- 
sion est  invariable. 

Si  l'on  porte  l'expression  de  t0  dans  la  formule  (i3),  elle  de- 
viendra 

1        1 

(«7)  ~  =    Â-V°      • 

1 1 

T 

Cette  formule,  due  à  M.  O.  Bonnet  (*),  comprend  implicite- 
ment celle  de  M.  Enneper;  car  il  suffit  d'y  faire  p  =  p0  pour 
retrouver  l'expression  de  la  torsion  d'une  ligne  asymptotique. 

513.  Il  nous  reste  à  déterminer  p0.  Ici  encore,  la  formule  a  été 
donnée  par  M.  Bonnet. 

Prenons  le  système  de  coordonnées  formé  par  les  lignes  de 

courbure.  La  direction  des  lignes  asymptotiques  sera  définie  par 

l'équation 

sin*u>       cos*o> 

-F-  +  -R-=0> 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (a*  série,  t.  IV,  p.  267;  ift65). 
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qui  donne 

(18)         cos  («)  =  -.  ,  sinoi  =  -f  tangw=  — !=r, 

/R^R'  v/R-R'  v^R' 

les  radicaux  ayant  partout  le  même  signe.  La  formule  (18)  [p.  354] 
nous  donnera 

-L  =  dta  -h  r  du  -i-  rt  dv 
Po 

et,  par  conséquent, 

i    __  dfa>  du       à<ù  dv  du  dv 

p0  ""  au  ds        dv  ds  ds  !  ds 

ou,  en  remplaçant  -r->  -r-  par  leurs  expressions  en  fonction  de  co, 
i         cosu)  c)<o        sintu  (^co        r  ri    . 

—  =  —  r—  -3 1 ~—  3 h  -T-  COSfa)  -h  -^  sinco. 

po  X     du  C      dv        A  C 

Or  on  déduit  des  formules  du  n°  500 

cm  dW 

a  _  2*1    **»        £i  _  2L    ^ 

A  ""  CR  R  —  R''  C  ""  AR'  R  —  R'' 

et,  en  remplaçant  r,  rt  par  ces  valeurs  dans  l'expression  de  o0,  on 
obtient 

i    _  cosu)  dto        cos*(o  sinio  dlo^R'        sine*  c)<o        sin*u>  cosa>  dlogR 
po"  ~~  ~A~~  dû  H  A  dâ        h  ~1T~  dp  G  cto~~  ' 

f    __  cos,o)sinfa)  dlog(R'  tangto)        sin'cucoscD  dlog(R  cotw) 
p0  ~~  A  du  G  dv 

Remplaçons  maintenant  sinto  et  cosco  par  leurs  valeurs,  nous 
trouverons 

(R-R')^_ R^ d_  /-R"\  _   W^_  _d_  (   R3  \ 

(I9)  po  a(-R7)f  A-A   *  )     aR*c*Uar 

En  prenant  comme  variables  auxiliaires  -^-  et  ^r  »  on  parviendra 

aisément  à  transformer  cette  formule  et  à  la  mettre  sous  la  forme 
élégante 

,     .         i       4(-RR')«r        à     /    R    \*        à    /-R'V] 

(i0)     s Œ  ^^ L- ra (3ir.;  +c^(-rtJ  _T 
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qui  a  été  donnée  par  M.  Bonnet,  mais  qui  présente  plus  de  diffi- 
cultés que  la  précédente  pour  l'observation  des  signes. 

On  peutdonner  aux  expressions  trouvées  une  forme  entièrement 
géométrique  si  l'on  remarque  que 


à  à 

A  du'     Cdv 


représentent  des  dérivées  relatives  à  des  déplacements  effectués 
sur  les  lignes  de  courbure.  En  désignant  ces  déplacements  par 
dSi,  ds2,  on  trouve,  pour  les  valeurs  absolues  des  deux  rayons  de 
courbure, 


ui) 


P~o~  (R__R')I  L*iV-RV    -àst\  R*   ;   J 


Une  application  importante  montre  tout  l'intérêt  que  peuvent 
présenter  des  recherches  de  la  nature  de  celle  que  nous  venons 
d'exposer.  L'illustre  Lamé  s'était  proposé,  dans  ses  études  de 
Physique  mathématique,  de  déterminer  tous  les  systèmes  triples  à 
la  fois  orthogonaux  et  isothermes,  et  la  solution  qu'il  avait  donnée 
de  cette  importante  et  très  difficile  question  ne  laissait  pas  de  pré- 
senter des  longueurs  et  même  des  difficultés.  Dans  un  Mémoire 
déjà  ancien  (f),  M.  Bonnet  a  montré  que  toutes  les  surfaces  fai- 
sant partie  d'un  système  à  la  fois  orthogonal  et  isotherme  doivent 
jouir  de  la  propriété  suivante  :  Sur  chaque  ligne  de  courbure  le 
rayon  principal  correspondant  à  cette  ligne  est  proportionnel  au 
cube  de  l'autre  rayon.  En  d'autres  termes,  on  doit  avoir 

et,  par  conséquent,  M.  O.  Bonnet  a  pu  déduire  de  sa  formule  que 
les  lignes  asymptotiques  de  chacune  de  ces  surfaces  doivent  avoir 
un  rayon  de  courbure  infini,  c'est-à-dire  doivent  se  réduire  à  des 
droites.  Les  surfaces  qui  composent  le  système  doivent  donc  être 
nécessairement  du  second  degré. 


(»)  O.  Bonnet,  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces  isothermes  orthogonales 
(Journal  de  V École  Polytechnique,  XXXe  Cahier,  p.  i4i;  i845). 


II.  a6 
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CHAPITRE   IV. 

LES    LIGNES   GÉODÉSIQUES. 

Formes  diverses  de  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiqaes.  —  Les  lignes 
de  longueur  nulle  de  la  surface  satisfont  à  cette  équation  différentielle.  — 
Ligne  géodésique  passant  par  deux  points  suffisamment  voisins.  —  Théorème 
de  Gauss  relatif  aux  lignes  géodésiques  qui  passent  par  un  point  de  la  surface. 

—  Plus  court  chemin  entre  deux  points  suffisamment  voisins.  —  Géodésiques 
normales  à  une  courbe  quelconque.  —  Second  théorème  de  Gauss;  extension 
de  la  définition  des  courbes  parallèles  dans  le  plan.  —  Trajectoires  orthogo- 
nales d'une  famille  quelconque  de  géodésiques;  elles  se  déterminent  par  une 
simple  quadrature.  —  Variation  de  longueur  d'un  segment  de  ligne  géodésique. 

—  Système  orthogonal  formé  de  deux  familles  d'ellipses  et  d'hyperboles  géodé- 
siques. —  Théorème  de  M.  Weingarten.  —  Coordonnées  bipolaires  dans  le  plan 
et  sur  la  sphère.  —  Théorème  de  M.  Liouville  relatif  à  deux  familles  de  lignes 
géodésiques  qui  se  coupent  mutuellement  sous  des  angles  constants. 


514.  Il  nous  reste  maintenant  à  entreprendre  l'étude  de  la  for- 
mule 

( i)  —  =  dm  -h  r  du  -+-  ri  dv, 

qui  donne  le  rayon  de  courbure  géodésique  pg  d'une  courbe  quel- 
conque tracée  sur  la  surface.  Cette  formule  se  distingue  des  pré- 
cédentes par  une  propriété  essentielle,  que  nous  avons  déjà 
signalée  :  les  quantités  qui  y  figurent  dépendent  exclusivement 
de  la  forme  de  l'élément  linéaire;  et,  par  suite,  la  courbure  géodé- 
sique demeure  invariable  quand  on  déforme  la  surface  d'une  ma- 
nière quelconque.  Nous  commencerons  par  étudier  les  lignes 
géodésiques.  Leur  équation  différentielle 

(2)  dm  ■+-  r  du  -+-  ri  dv  =  o 

est  du  second  ordre.  On  ne  sait  l'intégrer  que  dans  un  petit 
nombre  de  cas;  néanmoins  Gauss,  dans  son  célèbre  Mémoire  (*), 


( f  )  Gauss,  Disquisitiones  générales  circa  superficies  curvas  (  Mémoires  de  la 
Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue,  t.  VI,  1828,  et  Œuvres  complètes, 
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et  les  géomètres  qui  Pont  suivi  ont  enrichi  la  théorie  des  lignes 
géodésiques  d'un  grand  nombre  de  propositions  intéressantes  que 
nous  allons  tout  d'abord  développer. 

Nous  indiquerons  en  premier  lieu  différentes  formes  de  l'équa- 
tion différentielle.  Si  nous  conservons  toutes  les  notations  du 
Chapitre  I  [p.  348],  nous  aurons 

(3)  coswds  =  %du-\-lidv9        sinco  ds  =  *)  du-\-  rtldv 


et,  par  suite, 

(4) 


7)  du-+-rtldv 

t*>.  =  arc  tane  ~-, i — j-  • 

6  tdu  +  ^dv 


Les  formules  (A)  (n°  484)  nous  donnent 


(5) 


i  dE 
2  dv 


du 


*du  ~~  du       2  dv        ^du       *ldu' 


a  du        '  dv       *  dv       2  du        dv      .    '  dv  dv 


A  désignant  toujours  le  déterminant 

(6)  A  =  Çiil-ii51. 

Si  Ton  porte  les  valeurs  de  to,  r,  r4  dans  l'équation  (a)  et  si 
l'on  développe  les  calculs  en  tenant  compte  des  relations 

(7)  •    P+t^E,        &-HV)i  =  F,        H-Mif^G, 
on  obtiendra  l'équation  suivante  : 

2(EG—  F*)(dud*v  —  dvd*u) 

/^dE       _,dE         vàF\.m 


(8) 


\       dp  dw  dw  du  ; 

\       du  dv  dv  dv  j 

-(°ru+¥dv--*°Tvr*> 


dudv* 


t.  IV,  p.  217).  Le  Mémoire  de  Gauss  a  été  souvent  reproduit.  On  le  trouve,  en 
particulier,  dans  l'édition  que  M.  Liouville  a  donnée  en  i85o  de  Y  Application 
de  l'Analyse  à  la  Géométrie,  par  Monqb. 
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qui  caractérise   les   lignes  géodésiques   et.  ne    contient  que  les 
quantités  E,  F,  G. 

515.  Si  l'on  adopte  l'arc  s  de  la  ligne  géodésique  comme  va- 
riable indépendante,  on  peut  substituer  à  l'équation  précédente 
deux  équations  différentielles  qui  définiront  u  et  v  en  fonction  de 
s.  On  déduit,  par  exemple,  de  la  première  formule  (3) 

£  du  -f-  Ei  dv 

ta  —  arc  cos  - _— —  • 

ds 

Choisissons  le  système  de  translations  pour  lequel  on  a 

(9)  Èi  =  o, 

il  faudra  prendre 

(l0)  ,I=^Gi     ,  =  7r     ê  =  — 7g— 


La  substitution  des  valeurs  de  r,  /*<,  o>  dans  la  formule  (2)  per- 
d*u 
~ds* 


mettra  de  calculer  -rj  et  nous  donnera  la  première   des   deux 


équations  suivantes 


1    *(EG-F>)rf,a 


ds* 

àF_QàE   _¥àE\  du* 
du  du  dv  J  ds* 


(") 


*(EG-F«)g 


tdF\  dut 
ds* 


\ 


\     du  dv  du) 

,  a/F«>g      EdG\dudV  ,    /  F«>F      EdG      rJG\ 
\     dt>  dw  /     cfo*  \        dp  dp  dw  / 


dG\  dt* 
ds*9 


qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  l'échange  de  u  et  de  c,  de  E 
et  de  G.  Pour  déterminer  complètement  u  et  v  en  fonction  de  s, 
il  faudra  leur  adjoindre  la  relation 

,     x  r,  du*         -.dudv       ~  dv* 

(»)  Esî+aF-^  +  G^  =  '> 

qui  sert  de  définition  à  la  variable  auxiliaire  s. 
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On  peut  remplacer  les  deux  équations  (n)  par  les  suivantes  : 

/  d   /Edu+F  dv\  _dE  du*  dF  dudv  dG  dv* 

\  ds  \  ds  )  ~  du  ds*  du    ds*  du  ds*  ' 

V     '  \  d  /  F  du  -+-  G  dv\  _  dE  du*  dF  dudv  dG  dv* 

\  ds  \  ds  I  ~~"  dv    ds*  dv     ds*  dv   ds*  ' 

qui  sont  d'une  forme  plus  élégante,  mais  ne  sont  pas  résolues  par 
rapport  aux  dérivées  secondes. 

516.  Les  différentes  équations  que  nous  venons  d'obtenir 
mettent  en  évidence  une  propriété  fondamentale  des  lignes  géodé- 
siques  que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Etant  donnée  une  ligne  géodésique  et  deux  points  quel- 
conques A,  Bpris  sur  cette  ligne,  la  variation  première  de  l'arc 
de  la  géodésique  compris  entre  ces  deux  points  est  nulle  quand 
on  passe  de  cette  géodésique  à  toute  autre  ligne  infiniment 
voisine  ayant  les  mêmes  extrémités  ;  et,  réciproquement ,  toute 
ligne  jouissant  de  cette  propriété  est  une  géodésique. 

Considérons,  en  effet,  une  ligne  quelconque  comprise  entre  les 
points  A  et  B  et  définie  par  l'équation 

?  =  ?(«); 
son  arc  sera  donné  par  la  formule 


/: 


y/E  +  iFv'+Gv^du, 


vf  désignant  la  dérivée  de  v  par  rapport  à  w.  Si  l'on  veut  que  la 
variation  première  de  l'arc  soit  nulle,  on  aura,  en  appliquant  les 
principes  du  calcul  des  variations,  l'équation  différentielle 

dE         dF   ,      dG  „ 

1_   O  O'  _L-    ti't 

df  Gj>'-hF  \       dv  ^     dv     ^  dv  v    _ 

du  \yEn-2Fp'-f-Gi/V        2/E  +  aF^+G^  ~  °# 

Si  Ton  développe  les  calculs,  on  retrouve  l'équation  (8).  La 
proposition  est  donc  établie. 

Mais  on  peut  aussi  choisir  l'arc  s  comme  variable  indépendante; 
alors  l'équation  (14)  prend  immédiatement  et  sans  calcul  la  forme 


4o6  LIVRE    V.    —   CHAP.    IV. 

de  la  seconde  équation  (i3).  La  première  de  ces  deux  équations 
se  déduisant  de  la  seconde  par  l'échange  de  u  et  de  c,  on  peut 
considérer  comme  démontré  le  système  (i3),  système  que  l'on 

pourra  ensuite  résoudre  par  rapport  aux  dérivées  secondes  -j-^  > 
-t-j-j  ce  qui  donnera  les  équations  (i  i). 

517.  Les  calculs  de  vérification  que  nous  venons  d'indiquer 
conduisent  à  une  conséquence  intéressante.  Reprenons,  par 
exemple,  l'équation  (i4)  |où  nous  regarderons  u  comme  variable 
indépendante.  En  la  développant,  on  lui  donnera  d'abord  la  forme 
suivante  : 

[2  d(Gv'  +  F)  -  rf«fai+2~  p'+^'«)l(E  -h  *Fi/~h  GO 

On  reconnaît  ainsi  immédiatement  que  les  lignes  de  longueur 
nulle  de  la  sur/ace,  qui  sont  définies  par  V équation 

E  +  2Fp'+Gp'«  =  o, 

satisfont  à  V équation  différentielle  des  lignes  géodésiques. 

Il  est  aisé,  en  effet,  d'établir  directement  que  ces  lignes  sont 
de  véritables  lignes  géodésiques  et  que  leur  plan  oscillateur  est, 
en  chaque  point,  normal  à  la  surface.  Il  suffît  de  remarquer  que 
le  plan  osculateur  de  toute  ligne  de  longueur  nulle  est  tangent  au 
cercle  de  l'infini  et,  par  conséquent,  normal  à  la  tangente.  Si 
donc  une  ligne  de  longueur  nulle  est  tracée  sur  une  surface,  son 
plan  osculateur  en  chaque  point,  étant  normal  à  la  tangente  en  ce 
point,  contient  nécessairement  la  normale  à  la  surface. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  autrement  la  propriété  que  nous 
venons  d'établir.  Si  l'on  suppose  que  la  surface  est  rapportée  à  ses 
lignes  de  longueur  nulle,  on  aura 

E  =  o,        G  =  o; 

l'équation  (8)  prendra  donc  la  forme  particulièrement  simple 

//)T?  /)I7        \ 

(i5)  ï?(dud%v  —  dv d*u)  —  dv du  I  —  du  —  —  dv )  =  o. 
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On  reconnaît  ainsi  que  toutes  les  lignes  coordonnées,  définies 
par  Tune  ou  l'autre  des  deux  équations 

dv  2=  o        ou        du  =  o, 

satisfont  à  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques  ('  ). 

518.  Les  équations  de  différentes  formes  que  nous  venons 
d'obtenir  pour  les  lignes  géodésiques  mettent  en  évidence  un  fait 
essentiel,  sur  lequel  on  s'appuie  à  chaque  instant  dans  la  théorie  : 
c'est  que,  par  un  point  quelconque  de  la  surface,  il  ne  passe 
qu'une  ligne  géodésique  admettant  pour  tangente  en  ce  point 
une  tangente  déterminée  de  la  surface.  En  d'autres  termes,  une 
ligne  géodésique  est  pleinement  déterminée  par  la  condition 
de  passer  en  un  point  de  la  surface  et  d'y  admettre  une  tan- 
gente donnée. 

Si,  au  contraire,  on  veut  assujettir  une  ligne  géodésique  à 
passer  par  deux  points,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  ce  problème 
peut  avoir  une  infinité  de  solutions,  alors  même  que  les  deux 
points  seraient  très  rapprochés.  Supposons,  par  exemple,  que  la 
surface  donnée  soit  un  cylindre  de  révolution;  les  lignes  géodé- 
siques seront  des  hélices.  On  reconnaîtra  aisément  que,  si  l'on 
prend  sur  le  cylindre  deux  points  M  et  M',  quelque  voisins  qu'ils 
soient,  il  y  a  une  infinité  de  lignes  géodésiques  passant  par  ces 
deux  points.  Ces  hélices  se  distinguent  les  unes  des  autres  parle 
nombre  de  tours  que  fait  sur  chacune  d'elles  un  point  partant  de 


(')  Les  lignes  de  longueur  nulle  se  distinguent  toutefois  des  autres  géodésiques 
par  une  propriété  qu'il  est  bon  de  signaler.  La  variation  première  de  l'arc,  quand 
on  passe  d'une  telle  ligne  à  la  courbe  infiniment  voisine,  se  présente  sous  une 
forme  indéterminée.  Cela  tient  à  ce  que  l'arc  de  toute  ligne  infiniment  voisine 

d'une  ligne  de  longueur  nulle  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  -•  Soit,  en  effet, 


une  ligne  de  longueur  nulle.  Pour  toute  ligne  infiniment  voisine  définie  par 
l'équation 

P  =  8<p(K), 


où  e  est  une  quantité  infiniment  petite,  on  aura 

s  =  y/e  /  v^aF  ?'(«)  du. 
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M  avant  d'arriver  en  M',  et  par  le  sens  dans  lequel  s'effectue  ce 
mouvement. 

Mais,  quelle  que  soit  la  surface  considérée,  on  peut  déterminer 
une  grandeur  /  telle  que,  si  l'on  prend  sur  chaque  ligne  géodé- 
sique  passant  par  M,  et  à  partir  de  M,  une  longueur  X  égale  ou 
inférieure  à  /,  il  ne  passera  par  le  point  M  et  par  l'extrémité  de 
cette  longueur  aucune  autre  ligne  géodésique  dont  la  longueur 
soit  inférieure  à  /.  Cette  proposition  n'est  pas  absolument  évidente, 
mais  on  peut  l'établir  rigoureusement  de  la  manière  suivante. 

Nous  avons  vu  que  les  coordonnées  u  et  v  d'un  point  de  la 
ligne  géodésique  sont  définies  en  fonction  de  s  par  les  équations 
(i  i),  qui  sont  de  la  forme  suivante  : 


(.6) 


d*u 
ds* 


-      f  —  Y>  b——^-  (  —  Y 

~~~      \ds  )   ~r~  ds   ds  \ds  ) 

d*V  _  ,/duy  br^!f^  '(—Y 

ds*  "~"      \ds  I  ds  ds  \ds  / 


a,  b,  a!,  .  .  .  étant  des  fonctions  données  de  u  et  de  i\  Si  l'on 
veut  étudier  l'ensemble  des  lignes  géodésiques  passant  par  un 
point  M  de  coordonnées  u0,  v0}  les  équations  différentielles  donne- 
ront pour  u  et  v  des  fonctions  de  l'arc  s  compté  à  partir  de  M  et 

des  valeurs  initiales  a0,  p0,  \  2~)  >  (  "T  )  relatives  à  ce  point.  Re- 
marquons d'ailleurs  que  les  équations  différentielles  précédentes  ne 
changent  pas  de  forme  quand  on  y  remplace  s  par  a5,  a  désignant 
une  constante  quelconque.  Il  faudra  donc  que  les  valeurs  de  u  et 

de  v  ne  changent  pas  quand  on  remplace  s,  (  -j-  )  >  (  -r  )  respecti- 
vement par  olSj  -  (  -jr  )  '  ~  (  zr  )  •  Cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  w, 
v  dépendent,  en  même  temps  que  de  u0,  t>o?  des  seules  variables 

~~     \dsJQ'  ~     \ds/0' 

On  aura  donc 

u  =  /(wV,  «o»  <M,        o  =  <?(**',  v',  u0,  i>0). 

Si  les  coefficients  E,  F,  G  et,  par  suite,  les  fonctions  a,  6, 
a1  s  ...  sont  développables  suivant  les  puissances  entières  de 
u  —  «0,  v  —  i>0,  les  fonctions/  et  cp  seront  développables  suivant 
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les  puissances  de  u!  et  de  *>';  et  Ton  aura  des  séries  de  la  forme 
suivante  : 

u  —  w0=  iï-h  au'*  -h  2a'wV'+  aV*-h. . ., 

où  les  coefficients  a,  (3,  ...    seront  des  fonctions  de  u0,  *>o?  et 
qui  seront  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  m',  v*  dont  le 
module  sera  inférieur  à  une  quantité  fixe. 
Le  déterminant  fonctionnel 

étant  égal  à  i  pour  u!=v'=o,  les  équations  précédentes  pour- 
ront être  résolues  par  rapport  à  w',  d  et  donneront  pour  ces 
quantités  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  u  —  u0y 
t>  —  p0,  séries  qui  demeureront  convergentes  tant  que  les  modules 
de  ces  deux  différences  demeureront  inférieurs  à  une  quantité  fixe. 
En  d'autres  termes,  il  ne  passera  par  le  point  M  et  par  un  point 
suffisamment  voisin  M'  qu'une  ligne  géodésique  pour  laquelle  u'  et 
(/soient  inférieurs  à  une  quantité  fixe,  c'est-à-dire  dont  la  longueur 
soit  inférieure  à  une  quantité  donnée  (*).  C'est  la  proposition 
que  nous  voulions  établir.  On  peut  encore  l'énoncer  en  disant 
qu'on  peut  délimiter  une  région  entourant  le  point  M  et  telle  que, 
par  un  point  quelconque  de  cette  région  et  par  le  point  M,  il  ne 
passe  qu'une  seule  ligne  géodésique  tout  entière  comprise  dans  la 
région  (a). 


(  *  )  Comme  on  a 

E0,  F0,  Go  désignant  les  valeurs  de  E,  F,  G  au  point  M,  on  obtient,  en  multi- 
pliant par  5%  la  relation 

s*  =  E0m'«  -h  aF0nV  -+-  Gav'*, 

qui   montre  que,  si    u'y  v'   sont   inférieures  à  une  quantité  fixe,   il  en  sera  de 
même  de  s. 

(2)  Les  variables  u\  v'  sont  celles  auxquelles  M.  Lipschitz,  dans  des  recherches 
plus  générales,  a  donné  le  nom  de  variables  normales,  [  Voir,  en  particulier,  le 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (i"  série,  t.  IV,  p.  97-110  )]. 
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519.  11  résulte  de  cette  proposition  que,  si  l'on  détermine  chaque 
point  de  la  région  précédente  par  la  longueur  u  de  la  ligne 
géodésique  qui  joint  ce  point  au  point  M  et  par  l'angle  v  que  fait 
en  M  cette  ligne  géodésique  avec  une  des  tangentes  en  ce  point  à 
la  surface,  on  aura  constitué  un  système  de  coordonnées  tout  à 
fait  analogue  au  système  de  coordonnées  polaires  dans  le  plan  et 
dans  lequel,  à  chaque  point  de  la  surface,  correspondra  un  seul 
système  de  valeurs  de  u  et  de  *>,  si  Ton  convient,  par  exemple,  de 
prendre  u  positif  et  v  compris  entre  o  et  27c.  L'élément  linéaire 
de  la  surface  sera  donné  par  la  formule 

ds*  =  du*  -h  *F  du  ds>  -t-  G  rfp1, 
dans  laquelle  E  est  égal  à  i .  On  aura  évidemment 

F  =  o,        G  =  o 
pour  u  =  o. 

Cela  posé,  exprimons  que  les  lignes  v  =:  const.  sont  des  géodé- 

siques.  Si  Ton  emploie,  par  exemple,  l'équation  (8),  on  aura,  en 

annulant  dv  et  d2v,  la  condition 

dF 

àû=o; 

F  ne  peut  donc  dépendre  que  de  la 'seule  variable  v\  et,  comme 
on  a  F  ==  o  pour  w  =  o,  F  sera  identiquement  nul.  Par  suite,  l'élé- 
ment linéaire  de  la  surface  prendra  la  forme  simple 

(17)  ds*  =  du*-hGdv*. 

520.  On  peut  encore  établir  le  même  résultat  en  adoptant  la 

forme  de  l'élément  linéaire  étudiée  au  Chapitre  II  [p.  362].  On 

aura  ici 

ds%  =  du*  -4- 1 G  cosa  du  dv  -h  G1  dv%. 

Remarquons  d'ailleurs  que,  l'arc  C  dv  compris  entre  deux  lignes 
géodésiques  infiniment  voisines  devant  diminuer  indéfiniment 
quand  u  tend  vers  zéro,  il  faudra  que  l'on  ait  C  =  o  pour  u  =  o, 
quel  que  soit  v. 

Cela  posé,  exprimons  que  les  lignes  v  =  const.  sont  géodé- 
siques. En  appliquant  la  formule  (2)  et  remarquant  qu'ici  o>  est 
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égal  à  m,  on  a 

dm 

-r h  r  =  o 

ou 

ou,  en  remplaçant  r  par  sa  valeur  déduite  des   formules  (A') 

(n°495) 

d%       cota  dG  ^(Gcosa) 

Ainsi  C  cosa  doit  être  une  fonction  de  v 

(18)  Ccosa  =  <p(t>). 

Mais,  comme  G  est  nul,  quel  que  soit  r,  pour  u  =  o,  il  faut 
nécessairement  que  Ton  ait 

ï(p)  =  o. 

L'équation  précédente  nous  donne,  pour  une  valeur  quelconque 

de  w, 

C  cos  a  =  o 
et,  par  suite, 

cosa  =  o. 

Nous  retrouvons  ainsi  la  forme  déjà  donnée 

(19)  ûh*  =  rfw*-4-C*rfp* 
de  l'élément  linéaire  de  la  surface. 

521.  Cette  forme  est  d'une  importance  capitale.  Elle  va  nous 
permettre  de  démontrer  que  le  chemin  le  plus  court  entre  deux 
points  suffisamment  rapprochés  d'une  surface  est  toujours  une 
ligne  géodésique. 

En  effet,  sur  la  portion  de  surface  que  nous  avons  définie  plus 
haut  et  qui  peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  ligne 
géodésique  de  longueur  /  tournant  autour  de  son  extrémité  M, 
prenons  un  point  quelconque  M'  de  coordonnées  u0j  o0î  l,o  sera 
la  longueur  de  la  ligne  géodésique  qui  passe  par  M  et  M'.  Si  nous 
considérons  tout  autre  chemin  réunissant  ces  deux  points  et  com- 
pris entièrement  dans  la  portion  de  surface  considérée,  la  longueur 
de  ce  chemin  sera  exprimée  par  l'intégrale 
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Or  cette  intégrale  est  évidemment  supérieure  à 


du. 


Donc  le  chemin  est  supérieur  à  u0. 

Si  le  chemin  sort  de  la  portion  de  surface  que  nous  venons  de 
définir,  il  faudra  qu'il  aille  d'abord  de  M  en  un  point  [jl  de  la 
limite.  Le  chemin  Mjjl,  étant  au  moins  égal  à  /  d'après  la  démon- 
stration précédente,  sera  déjà  supérieur  à  u0  ;  il  en  sera  donc  de 
même  a  fortiori  du  chemin  total. 

On  peut  encore  présenter  le  raisonnement  précédent  sous  une 
forme  géométrique.  Construisons  autour  du  point  M  les  courbes 
il  =  const.  qui  offriront  autour  de  ce  point  la  disposition  générale 
d'une  série  de  cercles  concentriques  autour  de  leur  centre  dans 
le  plan.  Considérons  deux  courbes  infiniment  voisines;  l'arc  d'une 
ligne  quelconque  compris  entre  ces  deux  courbes  sera 

s/ du*  h-  C*"^  ; 

sa  valeur  minimum  sera  donc  du  et  elle  correspondra  au  cas  où 
Ton  suit,  pour  aller  de  l'une  à  l'autre  courbe,  une  géodésique  nor- 
male. Le  plus  court  chemin  de  M  à  M'  est  donc  nécessairement  la 
géodésique  qui  passe  par  ces  deux  points. 

522.  On  peut  généraliser  comme  il  suit  la  proposition  obtenue 
au  n°  520. 

Etant  donnée  {fig.  32)  une  courbe  quelconque  AA',  construi- 
sons les  géodésiques  normales  à  cette  courbe.  Nous  définirons  un 
point  quelconque  de  la  surface  dans  le  voisinage  de  AA'  par  Tare 
o  =  AP  qui  détermine  le  pied  de  la  géodésique  passant  par  le 
point  M  et  par  la  longueur  u  =  MP  comptée  à  partir  de  P  sur 
cette  géodésique.  Tant  que  u  sera  inférieur  à  une  limite  fixe,  un 
point  n'aura  qu'un  seul  système  de  coordonnées  (*).  Il  suffit,  en 


(')  On  peut  démontrer  cette  proposition  en. toute  rigueur;  il  suffit  de  s'appuyer 
sur  les  résultats  obtenus  au  n°  518. 

Nous  avons  vu  que  les  valeurs  de  u  et  de  v,  relatives  à  un  point  quelconque 
d'une  ligne   géodésique  passant  en  un  point  M  de  coordonnées  u0)  t>0,  sont  des 
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effet,  de  remarquer  que  les  lignes  géodésiques  normales  à  AA'  ne 

s'entrecroisent  pas  tant  que  u  est  inférieur  à  une  limite  que  Ton 

pourra  déterminer. 

Fig.  32. 


On  aura  encore,  en  prenant  u  et  v  comme  variables, 

ds*  =  du1  -v  2  G  cos  a  du  ds>  -r-  C1  dv*, 


fonctions  des  quatre  variables 


■m.-  <£).- 


Si  le  point  M  est  pris  sur  une  courbe  (C)  et  si,  de  plus,  la  ligne  géodésique  doit 
être  normale  à  (C),  u9,  v0,  (-7-)  »  (5")  deviennent  des  fonctions  de  la  va- 
riable qui  fixe  la  position  de  ce  point  sur  la  courbe.  Désignons  cette  variable 
par  a;  a  et  v  seront  des  fonctions  de  s  et  de  9.  Le  déterminant  fonctionnel 


d(u,v) 
d(st  a) 


a  évidemment  pour  valeur  initiale 


fdu\  du* 

\ds  /o  ~d<r 

(dv\  dv0 

[dsjo  da 


(   f?  )  ,  (  -¥\  ,  déterminant  la  tangente   à  la  ligne  géodésique,  ne  peuvent  être 
\dsj0    \dsjt 

proportionnels  à  -—>  -~  qui  définissent  la  tangente  à  la  courbe  (C). 

La  valeur  initiale  du  déterminant  fonctionnel  n'étant  pas  nulle,  ce  déterminant 
demeure  différent  de  zéro  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  s.  Par  consé- 
quent, u  et  v  sont  des  fonctions  indépendantes  de  5  et  de  a  dans  la  région  voi- 
sine de  la  courbe  (C),  et,  réciproquement,  s  et  <x  sont  des  fonctions  indépendantes 
de  u  et  de  v  n'admettant  qu'une  seule  détermination  dans  le  voisinage  de  la 
courbe  (C). 
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avec  la  condition 

G  cosa  =  <p(i>), 

qui  exprime  que  les  lignes  de  paramètre  v  sont  des  géodésiques. 
D'ailleurs,  pour  u  =  o,  on  a 


quel  que  soit  v.  On  a  donc  encore 

et,  par  conséquent,  on  retrouve  pour  l'élément  linéaire  la  forme 

déjà  obtenue 

ds*  =  dit  -f-  G*  dv*. 

Ainsi,  lorsqu'on  porte  sur  les  lignes  géodésiques  normales  à 
une  courbe  des  longueurs  constantes,  le  lieu  des  extrémités  de 
ces  longueurs  est  une  courbe  également  normale  aux  lignes 
géodésiques.  C'est  la  généralisation  d'un  résultat  bien  connu, 
relatif  aux  courbes  parallèles  dans  le  plan.  Les  deux  théorèmes 
précédents  sont  dus,  comme  on  sait,  à  Gauss. 

523.  On  peut  encore  les  démontrer  de  la  manière  suivante. 
Considérons  sur  une  portion  de  la  surface  une  famille  de  géodé- 
siques telle  qu'il  ne  passe  qu'une  de  ces  lignes  par  chaque  point 
de  la  région  considérée,  et  associons  à  ces  lignes  une  autre  famille 
de  courbes  quelconques  qui,  jointe  à  la  première,  permette  de 
constituer  un  système  de  coordonnées  propre  à  déterminer  tous 
les  points  de  la  région.  L'élément  linéaire  de  la  surface  sera 
représenté  par  une  formule  telle  que  la  suivante 

ds*  =  E  du*  -h  2F  du  dv  -+-  G  dv*, 

où  nous  supposerons  que  les  lignes  géodésiques  soient  les  courbes 
de  paramètre  p.  Si  l'on  se  reporte  à  l'équation  (8)  et  si  l'on  ex- 
prime qu'elle  est  vérifiée  lorsqu'on  y  introduit  l'hypothèse  dv=  o, 
on  sera  conduit  à  l'équation  de  condition 

_,  dE      ^dE        -dF 
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à  laquelle  on  peut  donner  la  forme  suivante  : 


(«0 

dy/E  _    d     F  ^ 

On  peut  donc  poser 

<«>         **-£■ 

F  _  ae        F  _  <)ô  ()8 

En  substituant  les  valeurs  de  E  et  de  F  dans  l'élément  linéaire, 
on  lui  donnera  la  forme  suivante  : 

ds*  =  de*  -*-  EGI"FÎ  ds>*. 

On  voit  donc  que  les  courbes  définies  par  l'équation 

(22)  6  =    /Y/Ê  du  4-  y=  «fr\  =  < 


:  const. 


sont  les  trajectoires   orthogonales  des  géodésiques  considérées. 
Ainsi  : 

On  peut  toujours,  par  une  simple  quadrature,  déterminer 
les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  quelconque  de 
géodésiques  ;  et,  si  Von  rapporte  les  points  de  la  surface  au 
système  de  coordonnées  formé  par  les  géodésiques  (v  =  const.) 
et  leurs  trajectoires  orthogonales  (9  =  const.),  Vêlement  li- 
néaire prend  la  forme 

(23)  ds*  =  rf6*  -+-  G  dv*. 

L'interprétation  géométrique  est  immédiate.  Deux  trajec- 
toires orthogonales  quelconques  interceptent  le  même  arc  sur 
toutes  les  géodésiques  considérées.  Ces  résultats  sont  en  parfait 
accord  avec  ceux  que  nous  avons  déjà  obtenus. 

Dans  le  cas  où  les  lignes  géodésiques  passent  toutes  par  un 
point,  il  y  a,  évidemment,  des  trajectoires  orthogonales  qui,  dans 
une  portion  de  leur  parcours  vue  du  point  sous  un  angle  fini, 
restent  infiniment  voisines  de  ce  point;  et,  par  conséquent,  le 
point  lui-même  peut  être  assimilé  à  une  trajectoire  orthogonale, 
ce  qui  démontre  le  premier  théorème  de  Gauss. 


4î6  LIVRE   V.    —   CHAP.   IV. 

524.  Nous  voyons  que  la  considération  des  lignes  géodésiques 
nous  conduit  à  des  systèmes  nouveaux  pour  lesquels  on  doit  faire 

A=i 

dans  les  formules  du  n°  499.  Remarquons  la  forme  exceptionnel- 
lement simple  que  prend,  dans  ces  systèmes,  l'expression  de  la 
courbure  totale.  On  a  alors,  d'après  la  formule  (22)  (n°  499), 

W)    '  RR7  ~       C  du*  ' 

expression  qui  est  due  à  Gauss  et  dont  nous  aurons  souvent  à 
faire  usage. 

Nous  donnerons,  par  analogie,  le  nom  de  courbes  parallèles 
aux  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  géodésiques. 

525.  On  peut  déduire  des  résultats  précédents  une  formule 
fondamentale  relative  à  la  variation  de  longueur  d'un  segment  de 
ligne  géodésique. 

Soit  {fig.  33)  MP  un  segment  de  ligne  géodésique  dont  les 

Fig.  33. 

V(D) 


extrémités  M  et  P  décrivent  deux  courbes  données  (C)  et  (D). 
Employons  le  système  de  coordonnées  curvilignes  formé  par  les 
positions  successives  MP,  M'P',  ...  du  segment  et  par  leurs  tra- 
jectoires orthogonales.  L'élément  linéaire,  dans  ce  système, 
prendra  la  forme  (23)  ;  si  u,  uQ  désignent  les  valeurs  de  u  aux 
points  M  et  P,  on  aura 

arcMP  =  m  —  u0. 

De  même,  si  u  4-  rfw,  u0  •+•  du0  sont  les  valeurs  de  u  corres- 
pondantes aux  points  M',  P',  on  aura 

arcM'P'  =«  +  rf«  —  «o  —  du0, 
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ce  qui  donne 

d  arcMP  =  du  —  duc. 

Or,  dans  les  triangles  infiniment  petits  MM'H,  PFK  formés 
avec  les  trajectoires  orthogonales  MH  et  PK,  on  a 

M' H  =      du  =  -  MM'  cos  M' M  P, 
KP'  =—  rfw0  =  —  PP'  cos'FPJYi 

et,  par  conséquent,  la  substitution  de  ces  valeurs  de  du,  du0  con- 
duit au  résultat  suivant  : 


(25)  d  arcMP  =  -  MM'  cosM'MP  —  PP'  cosP'PiY 

Cette  formule  est  identique  à  celle  qui  donne  la  différentielle 
d'un  segment  de  droite.  Comme  il  est  facile  de  l'obtenir  directe- 
ment par  le  calcul  des  variations,  elle  pourrait  conduire  aux  propo- 
sitions de  Gauss  par  un  chemin  inverse  de  celui  que  nous  avons 
suivi. 

526.  La  formule  (25)  permet  d'étendre  aux  lignes  géodésiques 
un  grand  nombre  des  propositions  qui  s'appliquent,  dans  la  géo- 
métrie du  plan,  aux  systèmes  de  lignes  droites.  On  peut  constituer, 
par  exemple,  sur  toute  surface,  une  théorie  analogue  à  celle  des 
développées  et  des  développantes  d'une  courbe  plane.  Nous  lais- 
serons au  lecteur  le  soin  de  poursuivre  ces  généralisations,  et 
nous  nous  attacherons,  de  préférence,  à  la  conséquence  suivante 
de  la  formule  fondamentale. 

Considérons  (Jig-  34)  deux  courbes  (C),  (C)  et  cherchons  le 
lieu  des  points  tels  que  la  somme  ou  la  différence  de  leurs 
distances  géodésiques  à  ces  deux  courbes  soit  constante.  Si,  d'un 
point  M  du  lieu,  on  abaisse  les  normales  géodésiques  MP,  MQ 
sur  les  deux  courbes,  on  devra  avoir 

MPzhMQ  =  const.; 

et,  par  suite,  lorsqu'on  passera  d'un  point  M  du  lieu  au  point 
infiniment  voisin  M',  il  viendra 

dMPrzdMQ=o. 

D.    -  II.  '27 
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La  formule  (25)  nous  donne 


rfMP  =  -MM'cosM'MP, 

d MQ  =  -  MM'  cosJVT  M§. 

En  substituant  ces  valeurs  des  différentielles  dans  la  relation 
précédente,  on  trouvera 

cos  M' M  P  n-  cos  M  M Q  =  o. 

Fig.  34. 


Dans  le  cas  où  l'on  prend  le  signe  4-  et  où,  par  conséquent,  la 
somme  des  distances  est  constante,  l'équation  exprime  que  la 
tangente  au  lieu  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  une  ligne 
géodésique  et  le  prolongement  de  l'autre.  Quand  on  prend  le 
signe  — ,  c'est-à-dire  quand  la  différence  des  distances  est  con- 
stante, la  tangente  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  deux 
normales  géodésiques. 

En  rapprochant  ces  deux  résultats,  nous  obtenons  le  théorème 
suivant  : 

Si  Von  construit  sur  une  surface  quelconque  toutes  les 
courbes  lieux  des  points  pour  lesquels  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  distances  géodésiques  à  deux  courbes  données  de- 
meure constante,  on  obtient  dans  tous  les  cas  deux  familles  de 
courbes  se  coupant  à  angle  droit. 

Nous  donnerons,  dans  la  suite,  le  nom  (ï ellipses  et  à* hyper- 
boles géodésiques  aux  courbes  qui  composent  ces  deux  familles. 
Leur  définition  ne  change  pas  si  l'on  substitue  aux  deux  courbes 
de  base  (C)  et  (C)  des  courbes  parallèles  quelconques.  Il  faut 
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toutefois  remarquer   que   ce   changement  peut  transformer  les 
ellipses  en  hyperboles  et  vice  versa. 

527.  Nous  allons  chercher  la  forme  que  prend  l'élément  linéaire 
de  la  surface  quand  on  adopte  le  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes que  nous  venons  de  définir;  mais  nous  prendrons  comme 
intermédiaire  un  système  de  coordonnées  obliques  formé  avec 
deux  séries  de  courbes  parallèles. 

Considérons  {fig.  35)  une  première  famille  de  courbes  paral- 

Fig.  35. 


lèles,  que  nous  définirons  par  leurs  distances  u  =  AP  à  Tune  d'elles 
(C),  distance  comptée  sur  une  géodésique  normale.  Soit  de  même 
une  seconde  famille  de  courbes  parallèles  que  nous  définirons  par 
leurs  distances  v  =  BQ  à  Tune  d'elles  (C). 

Construisons  les  quatre  courbes  de  paramètres  uy  u*-hdu,  v, 
v -\- dv  qui  formeront  un  parallélogramme  curviligne  MNM'N' 
dont  l'angle  M  sera  désigné  par  a  et  dont  les  côtés  auront  pour 

valeurs 

MN'  =  A  du,        MN  =  C  efr, 

A  et  C  étant  les  quantités  qui  figurent  dans  l'expression 
ds*  =  A*  du*  4-  G*  dv*  •+- 1 AC  cos  a  du  dv 

de  l'élément  linéaire.  Si  l'on  mène  par  le  point  M  les  géodésiques 
MNi ,  MN',  normales  aux  côtés  opposés  du  parallélogramme,  les 
longueurs  de  ces  géodésiques  sont 

MNj  =  dv,        MN',  =  du. 


420  LIVRE    V.  —   CIIAP.    IV. 

Dans  les  triangles  MNN< ,  MN'N',  que  Ton  peut  assimiler  à  des 
triangles  rectilignes,  on  aura 

MN,  =  MN  sin  a,        MN',  =  MN'  sin  a, 
c'est-à-dire 

du  ==■  À  du  sin  a,         dv  —  G  dv  sin  a 
et,  par  suite, 

sin  a 

L'expression  de  l'élément  linéaire  sera  donc 

,    ..  ,  .       rfw*  -h  tft>*  -^idu  dv  cos  a 

(26)  tfs2  = r-= • 

Si  Ton  prend  maintenant 

(27)  M+P  =  2tt',  U  —  V  =  2v', 

les  courbes  de  paramètre  u\  v!  seront  les  ellipses  et  les  hyperboles 
géodésiques  définies  plus  haut,  et  l'expression  de  l'élément  linéaire 
prend  la  forme 

.   0.  ..         du'*  dv'* 

(  28  )  ds*  = 


a  a 

sin2  -        cos*- 


1  1 

qui  met  en  évidence  l'orthogonalité  déjà  démontrée. 

528.  M.  Weingarten,  auquel  est  dû  le  résultat  précédent  (*  ), 
l'a  établi  par  une  autre  méthode,  que  nous  allons  indiquer.  Soit 

ds*  =  E^-rîFrftt^  +  G  dv* 

l'expression  de  l'élément  linéaire.  Puisque  u  désigne  la  distance 

géodésique  à  une  courbe  (G),  l'élément  linéaire  pourra  se  mettre 

sous  la  forme 

ds*  =  du*  -r-  a*  du*. 

11  faudra  donc  que  la  différence 

ds*  —  du*  =  (E  —  i)du*-hiFdudv  +  G  dv* 


(»)  Weixgarten  (J.),  Ueber  die  Oberflàchen  fur  welche  einer  der  beiden 
Hauptkrummungshalbmesser  eine  Function  der  anderen  ist  (Journal  de 
Crelle,  t.  LX1I,  p.  i6o-i;3;  1862). 
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soit  un  carré  parfait.  Cela  nous  donne  la  condition 

F»  =  G(E-i). 

En  exprimant  de  même  que  ç  est  la  distance  géodésique  à  une 
seconde  courbe,  on  obtiendra  la  condition 

F*  =  E(G  —  i). 
Ces  deux  relations,   employées  simultanément,  nous  donnent 


E  =  G,        F  =  /Ë(E-n, 
et  l'élément  linéaire  prend  la  forme 
(29  )  dsi  =  E(du*  -+■  dv*)  -4-  2/Ë(E^T)  du  dv. 

En  remplaçant  E  par  .  t  >  on  retrouve  la  formule  que  nous 
avons  démontrée  directement  par  la  Géométrie. 

529.  La  fonction  a  qui  figure  dans  cette  formule  dépend  de  la 
nature  de  la  surface,  ainsi  que  des  courbes  de  base  (C),  (C),  et  ne 
peut  pas  être  déterminée  en  général.  Nous  allons  indiquer  deux 
applications  dans  lesquelles  on  obtient  sans  difficulté  l'expression 
de  a. 

Considérons  d'abord  les  coordonnées  bipolaires  dans  un  plan. 
Si  l'on  appelle  r,  /•'  les  distances  d'un  point  du  plan  à  deux  points 
fixes,  la  formule  (26)  nous  donnera 

,n   x                                   .  .        dr*  -+-  dr'*  -4-  idr  dr'  cos  1 
(  3o)  ds*  = -,— 

Soient  O,  0;  les  deux  pôles  et  M  le  point  considéré.  Désignons 
par  2c  la  distance  des  deux  pôles.  Le  triangle  OO'M  nous 
donnera 

(3i)  4e!  =  r1  H-  r'*  -h  2  rr'  cos  a, 

équation  d'où  nous  pourrons  tirer  a.  Mais  auparavant  remarquons 
que,  si  l'on  pose 

ir  -4-  r  =  2  u. 
,     " 
r—r=  av. 
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l'expression  de  l'élément  linéaire  deviendra 

(33)  ^î=_l_  + _, 

sin*  -       cos1  - 

2  2 

et  Ton  déduira  de  la  formule  (3i)  l'équation 

(34)  c*  =  ix1  cos*  -  -t-  v*  sin*  - , 
v     '  n  2  2 

qui  fera  connaître  les  valeurs  de  sin  ->  cos  -•  En  les  portant  dans 
la  formule  (33),  nous  aurons 

(35)  Ai  =  (K._v.)(-^+-;*!1V 
'  ^  \  fi1  —  c*       c*  —  v  *  ; 

Les  courbes  p.  =  const.  sont  des  ellipses  homofocales,  les 
courbes  v  =  const.  des  hyperboles  ayant  les  mêmes  foyers.  On 
voit  ainsi  que  le  système  des  coordonnées  elliptiques  n'est  qu'une 
modification,  et  une  modification  avantageuse,  du  système  des 
coordonnées  bipolaires.  Cela  explique  pourquoi  ce  dernier  sys- 
tème est  si  rarement  employé. 

Si  Ton  prenait  de  même  sur  la  sphère  le  système  de  coordonnées 
bipolaires  en  désignant  toujours  par  ic  la  distance  des  pôles,  il 
faudrait  substituer  à  l'équation  (3i)  la  suivante 

(36)  COS2C  =  cos r  cos r'  —  sin  r  sin r'  cosa, 

que  donne  immédiatement  le  triangle  sphérique  OO'M.  On  peut 
l'écrire 

C0S2C  =  C0S2UC0S* HC0S2V  sin*  -  > 

^2  2 

et,  par  conséquent,  on  aura  pour  la  sphère 

/            du*                            ch*  \ 

(3t)       as*  =  (cos2u  —  cos2v)( - i ). 

\COS2|A  —  C0S2C  C0S2C  —  C0S2V/ 

Les  courbes  coordonnées  sont  des  ellipses  et  des  hyperboles 
homofocales. 

530.  Après  ces  applications  particulières,  nous  signalerons, 
comme  conséquence  générale  de  la  formule  (8)  relative  aune  sur- 
face quelconque,  cette  proposition  due  à  M.  Liouvillc  :  Si  l'on  a 
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sur  une  surface  deux  systèmes  de  lignes  géodésiques  se  coupant 
sous  un  angle  constant,  la  surface  sera  plane  ou  développable. 
En  effet,  si  nous  construisons  les  courbes  parallèles  trajectoires 
orthogonales  de  ces  géodésiques,  elles  se  couperont,  elles  aussi, 
sous  un  angle  constant  et,  par  conséquent,  l'élément  linéaire  de  la 
surface  pourra  être  mis  sous  la  forme  (26)  ou  mieux  sous  la 
forme  (28),  l'angle  a  étant  constant.  Posons  alors 


,  .     a 

11  —  x  sin  -  > 
•  2 

,  a 


2 
il  restera 

ds*  =  dxx  -f-  dy*> 

ce  qui  montre  bien  que  la  surface  est  applicable  sur  le  plan. 
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CHAPITRE  V. 

LES  FAMILLES  DE  COURBES  PARALLÈLES. 

Méthode  générale  de  recherche  des  lignes  géodésiques.  —  Définition  du  para- 
mètre différentiel  A8.  —  Toute  fonction  dont  le  paramètre  est  égal  à  1  fait 
connaître  une  famille  de  courbes  parallèles.  —  Lorsque  cette  fonction  contient 
une  constante  arbitraire,  on  peut  déterminer  les  lignes  géodésiques  de  la  sur- 
face. —  Proposition  réciproque;  lorsqu'on  connaît  les  lignes  géodésiques,  on 
peut  intégrer,  par  une  simple  quadrature,  l'équation  A8  =  i.  —  Théorème  de 
Jacobi  :  Lorsqu'on  a  obtenu  une  intégrale  première  de  l'équation  différentielle 
du  second  ordre  des  lignes  géodésiques,  on  peut  toujours  déterminer  un  fac- 
teur de  cette  intégrale.  --  Conséquences  diverses.  —  Expression  de  l'élément 
linéaire  de  la  surface  au  moyen  de  la  fonction  9  et  de  ses  dérivées  par  rapport 
à  la  constante  arbitraire  a.  —  Équation  du  troisième  ordre  à  laquelle  satisfait 
la  fonction  8.  —  Indication  d'une  autre  méthode  permettant  d'établir  les  résul- 
tats précédents.  —  Distance  géodésique  de  deux  points.  —  Propositions  rela- 
tives à  cette  distance. 


531.  Les  propositions  établies  dans  le  Chapitre  précédent  con- 
duisent à  une  méthode  élégante  de  recherche  des  lignes  géodé- 
siques, que  nous  allons  exposer  avec  tous  les  détails  nécessaires. 

Considérons  une  géodésique  quelconque  de  la  surface;  on  peut 
évidemment  lui  associer  une  infinité  d'autres  géodésiques,  par 
exemple  toutes  celles  qui  passent  en  un  de  ses  points,  et  consti- 
tuer avec  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  lignes  un  svstème  de 
coordonnées  curvilignes  pour  lequel  l'élément  linéaire  prendra  la 
forme 

ds*  =  rfe»-+-a»rf6*. 

On  sera  donc  assuré  d'obtenir  toutes  les  lignes  géodésiques  si 
l'on  sait  résoudre  dans  toute  sa  généralité  le  problème  d'Analyse 
suivant  : 

Etant  donné  l'élément  linéaire  d'une  surface  sous  sa  forme 
la  plus  générale 

ds*  =  Erf«î  +  2Frfu^  +  G  dv*, 
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déterminer  trois  fonctions  ô,  <r,  Qf  de  u  et  de  v ,  telles  que  Von 
ait  identiquement 

(i)  E  du*  -4-  iFdu  ds>  -f-  Gdv*  =  rf6*  -+-  <r*  rfBj. 

Cette  équation  se  décompose  évidemment  dans  les  trois  sui- 
vantes : 

(2)  /    F  = -4-  or»  — -1  -—  , 

1  da  <Ji>  au   ov 


«-(Sy-Œ)'- 


entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  t--^  et  c-r^*  On  est  ainsi  con- 
duit à  la  relation 

que  Ton  obtiendrait  d'ailleurs  immédiatement  en  écrivant  que  le 
polynôme  homogène  en  rfw,  dv 

ds*  —  cfô* 

est  un  carré  parfait.  Si  Ton  pose,  pour  abréger, 


(4)  A6  = 


«(sy-'Ss-të)' 


EG  -  F» 

l'équation  (3)  pourra  s'écrire  encore 
(5)  A0=i. 

Nous  rencontrerons  fréquemment  dans  la  suite  la  fonction  A6,  à 
laquelle  nous  donnerons,  avec  M.  Beltrami,  le  nom  de  paramètre 
différentiel  du  premier  ordre  de  6. 

Réciproquement,  il  est  aisé  de  démontrer  qu'à  toute  solution 
de  l'équation  (5)  correspond  une  famille  de  courbes  parallèles, 
c'est-à-dire  de  courbes  dont  les  trajectoires  orthogonales  sont  des 
lignes  géodésiques. 

En  effet,  l'équation  (5)  exprime,  nous  l'avons  vu,  que  ds2  —  rfO2 
est  un  carré  parfait;  on  aura  donc,  quelles  que  soient  les  diffé- 
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rentielles  du,  dvy 

d$*  —  dÙ*  =  (m(/«  +  n  dv)*> 

m  et  n  étant  des  fonctions  de  u  et  de  v.  Or  on  peut  toujours 
ramener  la  fonction  linéaire  mdu-hndv  à  la  forme  <rrf8,.  On 
aura  donc 

9,  sera  d'ailleurs  une  fonction  distincte  de  0,  car  autrement  ds1 
serait  un  carré  parfait.  Notre  proposition  réciproque  est  donc 
établie,  et  toute  solution  de  l'équation  (5)  nous  donne  une  famille 
de  courbes  parallèles. 

532.  Cette  équation  (5)  a,  comme  on  sait,  des  solutions  d'es- 
pèces très  différentes.  On  peut  en  trouver  qui  ne  contiennent 
aucune  constante  arbitraire;  d'autres  qui  contiennent  une  ou  plu- 
sieurs constantes  arbitraires,  ou  même  une  fonction  arbitraire.  Au 
point  de  vue  de  la  question  qui  nous  occupe,  il  est  essentiel  de 
considérer  successivement  ces  diverses  solutions. 

Si  l'on  a  obtenu  une  solution  de  l'équation  (5)  ne  contenant 
aucune  arbitraire,  l'application  de  la  méthode  précédente,  qui 
prescrit  de  mettre  la  différentielle  mdu-\-ndv  sous  la  forme 
<raft)i,  exige  l'intégration  de  l'équation 

(6)  m  du  -+-  n  dv  =  o, 

qui  est  celle  des  lignes  géodésiques  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  0  =  const.  On  ne  connaît  aucune  proposition  qui  permette 
d'effectuer  l'intégration  de  cette  équation  ou  qui  la  rende  plus 
facile. 

Supposons,  au  contraire,  que  l'on  ait  obtenu  une  solution  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  (5)  contenant  une  constante 
autre  que  celle  qui  peut  toujours  être  réunie  à  9  par  addition,  con- 
stante qui  devra  figurer  par  conséquent  dans  Vune  au  moins 

des  deux  dérivées^- >  —  •  Nous  allons  voir  que,  dans  ce  cas  (au- 
quel on  peut  ramener  tous  ceux  où  la  fonction  contient  plusieurs 
constantes  ou  une  fonction  arbitraire),  on  pourra,  par  de  simples 
dérivations,  obtenir  o-  et  Qf    et,  par  suite,   les  équations   finies 
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des  lignes  géodésiques  qui  sont  les  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  8  =  const. 

Reprenons,  en  effet,  l'identité 

Cette  équation  a  lieu  entre  cinq  variables  :  m,  e,  du^  dv  et  la 
constante  arbitraire  qui  entre  dans  8  et  que  nous  désignerons  par 
«.  Différentions  par  rapport  à  a  en  traitant  les  quatre  autres  va- 
riables comme  des  constantes.  La  différentielle  de  8 


deviendra 


rfB  =  -T-  du -h  ---dv 
du  dv 


■  du  -h  t — —  dv  —  d-r-  > 


da  du  da  dv  da 


et  l'on  aura  un  résultat  analogue  pour  8|.  Nous  aurons  donc, 
puisque  ds2  ne  contient  pas  a, 

<7>  -*-(£)+.-i.[£d..H.^(£)]. 

L'équation  précédente  nous  montre  que  rf8|,  fonction  linéaire 

-7-  J  •  Or  rf8,  ne  peut  diviser 

/M 
rfO,  car  alors  8|  serait  fonction  de  8.  Il  faut  donc  que  db{  divise  dj-î 

8,  est  une  fonction  de  -t->  et  Ton  peut  prendre,  par  conséquent, 

«H 


Avant  de  déduire  d'autres  conséquences  de  l'équation  (7),  nous 
allons  nous  arrêter  à  ce  premier  résultat.  Nous  voyons  que  les 
lignes  géodésiques  qui  coupent  à  angle  droit  les  courbes  8  =  const. 
ont  pour  équation 

(8)  -T-  =  const.  =  a  , 

N  da 

et  de  plus  leur  arc,  compté  à  partir  de  Tune  de  leurs  trajectoires, 
est  précisément  égal  à  8. 

L'équation  (8)  contient  deux  constantes  arbitraires  dont  on 
pourra  disposer  de  manière  à  faire  passer  la  ligne  géodésique  par 
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un  point  quelconque  et  à  lui  donner  en  ce  point  une  tangente 
quelconque.  Pour  établir  en  toute  rigueur  ce  point  essentiel,  nous 
montrerons  qu'on  peut  faire  passer  une  des  courbes 


const. 


par  un  point  quelconque  (w0i  ^o)  et  lui  donner  en  ce  point  une 
tangente  déterminée. 

Remarquons  d'abord  que  le  rapport 

du  '  dv 

ne  saurait  être  indépendant  de  a.  En  effet,  s'il  en  était  ainsi,  si 
l'on  avait 

en  joignant  celte  équation  à  la  suivante 

on  pourrait  déterminer  des  valeurs  de  -r->  -—  qui  seraient,  l'une  et 

r  *  du    dv  * 

*  l'autre,  indépendantes  de  a,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Cela  posé,  considérons  la  courbe  (0)  définie  par  l'équation 

0(w,  t>,  a)  =  Q(w0,  p0,  a)  —  80. 

Elle  passe  évidemment  par  le  point  (w0,  e0)>  et  la  direction  de 

sa  tangente  en  ce  point  dépend  du  rapport  ~  :  t-5»  Comme  ce 

rapport  n'est  pas  indépendant  de  a,  il  pourra  prendre  toutes  les 
valeurs  possibles.  Ainsi  les  courbes  Ô  =  const.  peuvent  passer  en 
un  point  quelconque  de  la  surface  et  y  admettre  une  tangente 
quelconque;  il  en  sera  donc  de  même  des  lignes  géodésiques 
représentées  par  l'équation  (8),  qui  sont  leurs  trajectoires  ortho- 
gonales. Comme  une  ligne  géodésique  est  déterminée  par  la  con- 
dition de  passer  en  un  point  et  d'y  admettre  une  tangente  donnée, 
nous  pouvons  dire  que  l'équation  (8)  représente  toutes  les  lignes 
géodésiques  et  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  déterminer  les  lignes  géodésiques,  on  considère  l* équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

AO  =  i. 
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Toute  solution  de  cette  équation,  égalée  à  une  constante,  dé- 
terminera une  famille  de  courbes  parallèles. 

Si  Von  a  une  solution  contenant  une  constante  arbitraire  a, 
l'équation  de  la  ligne  géodes ique  la  plus  générale  sera 

<*  -*' 

et  l'arc  compris  entre  deux  points  de  cette  ligne  géodésique 
sera  égal  à  la  différence  des  valeurs  de  9  relatives  à  ces  deux 
points. 

Réciproquement,  supposons  que  l'on  ait  déterminé  par  un  pro- 
cédé quelconque  les  lignes  géodésiques  ;  nous  allons  montrer 
qu'on  saura  intégrer  l'équation 

A8  =i. 

Cherchons,  par  exemple,  la  solution  9  de  cette  équation  qui 
est  égale  à  zéro  en  tous  les  points  d'une  courbe  (C)  donnée  à 
l'avance.  On  construira  toutes  les  lignes  géodésiques  normales  à 
(C).  L'arc  de  Tune  de  ces  lignes,  compté  à  partir  de  (C),  sera 
une  fonction  des  coordonnées  de  son  extrémité  que  l'on  ob- 
tiendra par  une  quadrature  et  qui  sera  la  solution  cherchée.  Cette 
remarque,  convenablement  étendue,  est  très  importante  pour  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles;  ici,  du  moins,  elle 
nous  permet  de  reconnaître  que  la  méthode  de  recherche  des 
lignes  géodésiques  instituée  par  le  théorème  précédent  n'introduit 
aucune  difficulté  étrangère  à  la  question. 

533.  Nous  signalerons  en  premier  lieu  les  conséquences  sui- 
vantes de  la  théorie  générale  que  nous  venons  de  développer. 
Imaginons  que  l'on  connaisse  une  équation  différentielle 

do 

(o)  s  =  *  =  *(«.*)> 

dont  toutes  les  intégrales  particulières  soient  des  lignes  géodé- 
siques et  cherchons  l'équation  différentielle  de  leurs  trajectoires 
orthogonales.  En  appliquant  la  formule 

E  du  ou  -h  F  (du  op  -+-  dv  ou)  -r-  G  dv  ov  =  o, 
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qui  exprime  l'orthogonalité   de  deux   directions,    on   obtiendra 
l'équation  cherchée  sous  la  forme 

(10)  (E  +  Ft;ytt-f(F  +  G(;')^  =  o, 

v1  devant  être  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (9). 
Or  on  sait  que  Ton  peut  trouver  un  facteur  X  tel  que  le  produit 

X[(E-+-Fi>')rfa-t-(F-+-Gp')<fr] 

soit  la  différentielle  d'une  fonction  0  satisfaisant  à  l'équation 

AO  =  1. 
Si  donc  on  pose 

?  =  X(E  +  FO.        £=X(Fh-GA 

du         v  '  dv         v 

et  si  Ton  exprime  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  précé- 
dentes est  vérifiée,  on  obtiendra  la  valeur  de  X,  qui  est 


/E-f-aFo'-f-G*'* 


On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  a  d'ailleurs  été 
établi  sous  une  autre  forme  au  n°  523. 

Si  V équation  différentielle 

3^"  =  <?("'"> 
représente  des  lignes  g éodésiques,  l'expression 

(E-f-Fi/)  du -h  ( F_-+-  Gi>')dv 

/E-rîFf'+G^ 

est  la  différentielle  exacte  dy une  fonction  9;  l'équation 

8  =  const. 

représente  les  trajectoires  orthogonales  des  lignes  géodésiques 
satisfaisant  à  V équation  différentielle  proposée,  et  8  désigne  la 
distance  géodésique  d'un  point  quelconque  de  la  surface  à 
Vune  de  ces  trajectoires  orthogonales. 

Cette  proposition  va   nous  conduire  à  un  beau  théorème  de 
Jacobi  : 
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Si  l'on  connaît  une  intégrale  première  de  V équation  diffé- 
rentielle des  lignes  géodésiques,  on  pourra  obtenir  V équation 
en  termes  finis  de  ces  lignes  par  une  simple  quadrature. 

Soît,  en  effet, 
(n)  p'=<p(M,  v,  a) 

l'intégrale  première,  contenant  la  constante  a.  La  fonction 

•(E  -+-  Ft>')  à-f(F+  Gt/)  dv 


(12) 


-p 


•E-t-aF^-f-G*'1 


qui,  d'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  satisfait  à  l'équa- 
tion A8  =  i,  contiendra  la  constante  arbitraire  a.  Donc  l'équation 
des  lignes  géodésiques  sera 

db 

-r-  =  a. 

àa 

En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a  sous  le  signe  d'intégration, 
on  trouve 

(l3)  *  =    / ^(dv-v'du), 

J    (E^-aF^'H-Gt/2)1 

ce  qui  permet  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Quand  on  aura   obtenu,  par  un  moyen  quelconque,    une 
intégrale  première 

"'=  ?(",  o>«) 

de  V équation  des  lignes  géodésiques,  on  en  déterminera  immé- 
diatement un  facteur;  de  sorte  que 

(EG-F')g 
— —  3  (dv  —  v'  du) 

(E-t-2F*>'4-GO* 

sera  une  différentielle  exacte  après  que  Von  aura  remplacé  v' 
par  sa  valeur, <p(tf,  f,  a). 

534.  Nous  allons  maintenant  indiquer  quelques  conséquences 
moins     importantes     des    résultats     obtenus    et,     en     particu- 
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r*   fi.    r^ar    _ 

àa 


lier,  de  l'équation  (7).    Si  Ton  y  remplace  6<  par  -p   et  si  l'on 


divise  par  rf8,,  elle  prend  la  forme 

^         dv   ,fà        t   ,d*0 

Cette  relation  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  du  et 
de  dv,  on  peut  y  remplacer  du,  dv  respectivement  par  -r—r* 
—  t — y-;  si  Ton  désigne,  pour  abréger,  par  (a,  (3)  le  déterminant 

fonctionnel 

—  ^?  _  -  — 

de  deux  fonctions  quelconques  a,  [3,  on  aura 


et,  par  suite, 

(M) 


(•■S)- (S- 2)- 


/ ^0    d»e\ 

V  ôa '  ôa*  l 


ôa     da* ; 
L'expression  de  l'élément  linéaire  deviendra  donc 

\da'  ôa*) 


(,5)  ^=^-7-,0LÏ«\(^-ay' 


et,  sows  cette  forme  nouvelle,  il  ne  reste  aucune  trace  de  l'ex- 
pression primitive  de  cet  élément;  la  formule  ne  contient  que  h 
et  ses  dérivées. 

Nous  signalerons  également  les  formules 

ôa 
(.7)  •.(•,£),-EG~F.I 

que  l'on  déduira  aisément  des  relations  (2);  mais  elles  se  dis- 
tinguent de  la  précédente  en  ce  qu'elles  contiennent  à  la  fois  les 
coefficients  E,  F,  G  et  les  dérivées  de  6. 
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La  combinaison  des  formules  (i 4)  et  (17)  nous  donne  la  relation 
nouvelle 

08)  ,\*  **'      =  EG-F»; 


\da    da*J 


et,  si  l'on  prend  la  dérivée  logarithmique  des  deux  membres  par 
rapport  à  a,  on  obtient  l'équation 

(,9}  3(8,  3=0  U'  35?)  ~  T  35J  U'  3*)  =  °' 

qui  ne  contient  plus  E,  F,  G.  Cette  relation,  à  laquelle  on  pour- 
rait parvenir  de  différentes  manières,  doit  être  regardée  comme 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  à  laquelle 
doit  satisfaire  0,  considérée  comme  fonction  des  variables  a,  v  et 
a.  Son  intégration  complète  ferait  donc  connaître  toutes  les  sur- 
faces sur  lesquelles  on  saura  déterminer  les  lignes  géodésiques. 

535.  Supposons  l'élément  linéaire  de  la  surface   exprimé  en 

fonction  des  variables  8  et  8,  =  -r-«  Nous  avons  vu  (n°  524)  que 

l'expression  de  la  courbure  totale  sera  donnée  par  la  formule  de 
Gauss 

RR'  "■*  ~~  30*  " 

Dans  l'étude  approfondie  du  plus  court  chemin  entre  deux 
points  d'une  surface,  nous  aurons  à  considérer  l'équation  différen- 
tielle du  second  ordre 

La  formule  précédente  nous  fait  connaître  une  première  inté- 
grale particulière 


de  cette  équation.  Une  autre  intégrale  sera  donc  donnée  par  la 
formule 


où  l'on  effectue  la  quadrature  en  supposant  8f  constant.  On  aura 
D.  -  II.  28 
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donc 

<*o,  ,      de,  _ 

-t—  a  u  -h  -r—  dv  =  o  ; 
du  dv 

si  Ton   remplace,  dans  l'expression   (i4)  de  <r,  -r-1  »    -p  par  les 
quantités  proportionnelles  —  dv,  du,  il  vient 


<j*  =  — 


et,  par  suite, 

/•de       /\d*e       <>*e 

La  deuxième  intégrale  de  l'équation  linéaire  (20)  sera  donc 

d*6 

(21)  w  =  ff^> 

comme  on  peut  le  vérifier  directement. 

536.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  ont  été  ob- 
tenues par  la  considération  des  systèmes  orthogonaux  formés 
avec  une  famille  de  lignes  géodésiques.  En  terminant  ce  Chapitre, 
nous  indiquerons  rapidement  une  méthode  toute  différente,  qui 
repose  sur  le  calcul  des  variations  et  qui  offre  l'avantage  de  bien 
mettre  en  évidence  un  élément  très  important  dans  la  théorie  des 
lignes  géodésiques. 

Considérons  un  segment  de  ligne  géodésique  terminé  à  deux 
points  M,  M0.  Si  les  coordonnées  u  et  v  d'un  point  quelconque 
de  ce  segment  sont  exprimées  en  fonction  d'une  autre  variable  £, 
la  longueur  6  de  ce  segment  sera  donnée  par  la  formule 

0  =   f    v/Ea'*-f-2FaV-+-G</,<fc, 

u1  et  vf  désignant  les  dérivées  de  u  et  de  y. 

Si  les  points  M,  M0  se  déplacent  en  décrivant  des  courbes 
quelconques,  l'application  des  méthodes  du  calcul  des  variations 
nous  donnera  immédiatement  la  variation  de  0  par  la  formule 

,     v  itk      r(EM'-hF*08u-4-(FM'4-G(>,)M11 

(22)  00  =    ■  = j 

L        v/JEWi-+-2FaV4-Go"         Jm0 
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la  notation  précédente  indiquant  qu'il  faut  prendre  la  différence 
des  valeurs  de  l'expression  pour  les  points  M  et  M0.  D'après  la 
relation  (10),  déjà  donnée  [I,  p.  i54],  on  peut  écrire  la  valeur 
de  6  sous  la  forme 

(23)  80  =  [8scos(<fr,  8s )]£, 

et  l'on  retrouve  ainsi,  par  une  voie  entièrement  analytique,  la 
relation  déjà  établie  au  n°  525.  Mais  nous  allons  envisager  d'autres 
conséquences  de  l'équation  (22). 

Soient  u,  e;  u0y  v0  les  coordonnées  des  points  M,  M0.  La 
valeur  de  8  peut  évidemment  s'exprimer  en  fonction  de  w,  y, 
«oj  ço  î  ce  sera  même,  d'après  les  résultats  du  n°  518,  une  fonction 
parfaitement  déterminée  de  ces  quatre  variables  tant  que  les 
points  M  et  M0  seront  suffisamment  voisins,  si  l'on  convient  de 
prendre  la  ligne  géodésique  la  plus  courte  réunissant  les  deux 
points.  Nous  désignerons  dans  la  suite  cette  fonction  6  sous  le 
nom  de  distance  géodésique  des  deux  points  M,  M0. 

Or,  si  Ton  désigne  par  E0,  F0,  G0  les  valeurs  de  E,  F,  G  au 
point  M0,  c'est-à-dire  pour  u  =  u0,  v  =  v0,  la  formule  (22)  peut 
être  écrite  comme  il  suit  : 

|8e  _      (Eu'+Fv')Zu  +  (Fu'+Gv')$v 
~  •Eit'1-+-aFaV4-Gi>'1 

(Eqm'q  -+-  F0r'0 )  8k0  -4-  (F0ie0  -+  G0p0  )  Si>0  ^ 
/Ëo  iï*  H-  2  F0  u'0  p'0  -4-  G0  vf 

et  elle  nous  donne,  par  conséquent,  les  quatre  équations 


(25) 


{26) 


du  ~~  /Eu'!4-2FaV'  +  G^          ds  ds' 

^5-  FK'-t-O'             _Ydu  G  — 

09  "  /E^-t-sFaV-t-Gp'1           <**  *  ' 

<to  E0H'o-+-F0i>0 


„     -        , =  _E0(£)-F0(£), 

d'où  Ton  déduit  immédiatement,  en  éliminant  «',  t>'  et  u'0,  »>',,  les 
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deux  équations 

A6   =i, 


(*7)  (M  = 

A0  désignant  le  symbole  A  où  Ton  a  remplacé  u,  v  par  u0)  p0et 

du  '  dv  "      du0  '  dv9 

Telles  sont  les  propriétés  de  la  distance  géodésique  0.  Lors- 
qu'on connaîtra  cette  fonction,  les  deux  équations  (26),  qui  se 
réduisent  à  une  seule  en  vertu  de  la  seconde  des  formules  (27), 
donneront,  sous  la  forme  la  plus  élégante,  l'équation  de  la  ligne 
géodésique  qui  passe  par  le  point  (u0j  c0)  et  y  admet  une  tangente 

déterminée.  L'équation 

8  =  const. 

représentera  les  trajectoires  orthogonales  de  toutes  les  lignes  géo- 
désiques  passant  par  le  point  (k0,  t>0). 

537.   Une  fois  obtenue  l'équation 
(■28)  A9  =  i, 

on  pourra  traiter  le  problème  des  lignes  géodésiques  comme  tout 
autre  problème  de  Mécanique  et  lui  appliquer,  sans  aucune  modi- 
fication, les  méthodes  d'Hamilton  et  de  Jacobi.  On  retrouvera 
ainsi  tous  les  résultats  précédents.  Nous  étudierons  d'une  manière 
approfondie,  dans  les  Chapitres  suivants,  les  relations  qui  se  pré- 
sentent ici  entre  la  théorie  des  lignes  géodésiques  et  les  méthodes 
de  la  Mécanique  analytique;  et  nous  nous  contenterons  mainte- 
nant d'indiquer  comment  on  détermine  la  distance  géodésique 
lorsqu'on  connaît  une  intégrale  complète,  d'ailleurs  quelconque, 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (28), 

Soit 

0=/(tt,o,a) 

cette  solution.  Les  lignes  géodésiques  de  la  surface  qui  passent 
par  le  point  (u0l  c0)  seront  déterminées  par  l'équation 

(29)  dàf(u>  v> a)  =  3^(a°>  "°'  a>>> 

et  leur  arc  compris  entre  les  points  (a0,  r0),  (a,  s?)  aura  pour  ex- 
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pression  (n°  532) 

(3o)  0  =/(a,  v,  a)—/(«oi  *o,  «)• 

Il  suffira  de  porter  dans  cette  expression  la  valeur  de  a  tirée  de 
l'équation  (29)  pour  obtenir  la  distance  géodésique  cherchée. 
Ainsi  : 

Lorsqu'on  connaîtra  une  intégrale  avec  constante 

8  =  /(«,(>,  a) 
de  V équation 

A0  =  i, 

la  distance  géodésique  des  deux  points  (u,  v),  (a0,  ?<>)  s'ob- 
tiendra en  éliminant  a  entre  l'équation 

6  =  /(w,  t>,  a)  —  f(u0,  v0,  a) 
et  sa  dérivée  par  rapport  à  a. 

Cette  proposition  pourrait  aussi  être  établie  par  la  Géométrie; 
car  la  règle  qui  y  est  indiquée  revient  à  prendre  l'enveloppe  de 
toutes  les  courbes'  parallèles 

/(a,  vt  a)  =  const. 
qui  passent  à  une  même  distance  8  du  point  (u0,  c0). 
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CHAPITRE  VI. 

ANALOGIES    ENTRE    LA    DYNAMIQUE    DES    MOUVEMENTS    DANS    LE    PLAN 
ET    LA    THÉORIE    DES    LIGNES    GÉODÉSIQUES. 

Équations  du  mouvement  dans  le  plan.  —  Définition  d'une  famille  de  trajectoires. 
—  Équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi.  —  Usage  que  Ton  peat  faire 
d'une  solution  particulière,  d'une  solution  complète.  — .Théorèmes  fondamen- 
taux de  Jacobi.  —  Détermination  des  solutions  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles par  différentes  conditions  initiales.  —  Des  systèmes  orthogonaux  formés 
avec  une  famille  de  trajectoires.  —  Application  au  mouvement  des  corps  pe- 
sants. —  Théorème  de  MM.  Thomson  et  Tait.  —  Principe  de  la  moindre  action 
pour  le  cas  des  mouvements  plans.  —  Principe  d'Hamilton.  —  Correspondance 
établie  entre  le  plan  et  une  surface  de  telle  manière  que  les  trajectoires  du  mo- 
bile dans  le  plan  correspondent  à  des  lignes  géodésiques  de  la  surface.  —  La 
solution  de  tout  problème  de  Mécanique  fait  connaître  une  infinité  de  systèmes 
orthogonaux  dans  le  plan.  —  Brachistochrones.  —  Quelques  résultats  géné- 
raux relatifs  aux  cas  où  l'on  associe  des  trajectoires  qui  ne  correspondent  pas 
à  une  même  valeur  de  la  constante  des  forces  vives.  —  Généralisation  de  ces 
résultats  et  application  à  la  théorie  des  surfaces  minima. 


538.  Dans  les  deux  Chapitres  précédents,  nous  avons  établi  un 
ensemble  de  propriétés  des  lignes  géodésiques.  Nous  les  avons 
définies  d'abord  par  la  propriété  de  leur  plan  oscillateur,  ce  qui 
revient  à  les  considérer  comme  les  trajectoires  d'un  point  qui  se 
meut  sur  la  surface  sans  être  soumis  à  l'action  d'aucune  force  ; 
puis,  par  des  considérations  entièrement  élémentaires,  nous  avons 
rattaché  à  cette  définition  les  propriétés  d'orthogonalité  et  de 
minimum.  Il  nous  a  paru  intéressant  d'appliquer  la  même  méthode 
à  l'étude  de  tous  les  problèmes  de  Mécanique  dans  lesquels  il 
existe  une  fonction  des  forces.  Pour  mettre  en  évidence  la  simpli- 
cité des  raisonnements,  nous  commencerons  par  les  mouvements 
qui  s'effectuent  dans  un  plan. 


On  a  alors  les  équations 

d*x  _ 
dP  ~ 


d*x  __dV  d*y       àU 

W  dt*  ~  àx  '  dt*   "~  ày 
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dont  la  dernière  est  l'intégrale  des  forces  vives.  Si  nous  regar- 
dons la  constante  des  forces  vives  comme  donnée,  les  intégrales 
des  équations  précédentes  admettent  seulement  deux  constantes 
arbitraires,  en  dehors  de  celle  que  Ton  peut  ajouter  au  temps. 
En  d'autres  termes,  la  trajectoire  du  point  matériel  sera  déter- 
minée par  la  condition  de  passer  par  un  point  et  d'y  avoir  une 
tangente  donnée.  En  effet,  si  l'on  compte  le  temps  à  partir  du 
moment  où  le  mobile  passe  en  ce  point,  la  condition  énoncée 

détermine  les  valeurs  initiales  de  x,  y,  ~;  et,  comme  l'équation 

des  forces  vives  donne  les  valeurs  de  -r-  >  -£  en  fonction  de  ■—  >  on 

at      at  dx 

peut  calculer  les  valeurs  initiales  de  -r->  -£•  Le  mouvement  est 

donc  complètement  déterminé.  Remarquons  que  l'on  a  pour^-> 

dy 

-j-  deux  systèmes  de  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  qui 

correspondent  à  la  même  trajectoire,  parcourue  dans  les  deux  sens. 
On  peut,  du  reste,  obtenir  par  un  calcul  facile  l'équation  diffé- 
rentielle des  trajectoires.  On  trouve,  en  effet,  en  combinant  les 
équations  (1), 

dx  d*y  —  dy  dîx  =  (  -r—  dx  —  r—dyjdt*, 

et,  en  remplaçant  dt2  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  des  forces 
vives, 

dU  d\J       \  dx*  -i-  dy* 


(3)  dxd*y-dyd*x=  (J^dx-d—dyJ 


2(U-f-A) 


Cette  relation  ne  change  pas  de  forme,  on  le  reconnaît  aisé- 
ment, quand  le  temps  cesse  d'être  la  variable  indépendante;  elle 
constitue  donc  l'équation  différentielle  des  trajectoires  qui  corres- 
pondent à  une  valeur  donnée  de  la  constante  des  forces  vives. 
Comme  elle  est  du  second  ordre,  on  voit  que  les  trajectoires  dé- 
pendront de  deux  constantes  seulement;  mais  elle  est  de  plus 
linéaire  par  rapport  aux  différentielles  du  second  ordre  et,  par 
conséquent,  une  trajectoire  sera  pleinement  déterminée  par  la 
condition  de  passer  en  un  point  et  d'y  avoir  une  tangente  donnée. 

Parmi  tous  les  mouvements  correspondants  à  une  même  valeur 
de  A,  considérons  tous  ceux  dont  les  trajectoires  satisfont  à  une 
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condition,  par  exemple  passent  par  un  point,  sont  normales  à  une 
courbe,  etc.  Ces  trajectoires  formeront  une  famille  de  courbes 
qui  dépendra  d'un  seul  paramètre  ;  il  en  passera  un  nombre  limité 
par  chaque  point  du  plan.  Soit 

M  dx  -+-  N  dy  =  o 

l'équation  différentielle  de  cette  famille  de  courbes.  En  tenant 
compte  de  l'équation  des  forces  vives,  on  pourra  exprimer  -t->  -?- 
en  fonction  de  x  et  de  y  ;  on  aura 

dx  _    dy     •_  dt^2(U  -h  h) 

N   ""  —  M  ~      /N^TM» 

On  peut  donc  considérer  -t->  -j-  comme  des  fonctions  de  x  et 

dey.  En  les  substituant  dans  les  équations  (i)  et  (2)  et  en  les 
désignant,  pour  abréger,  par  x'  et  y*,  on  aura 

(4)  ^+yt  =  a(U  +  A), 

dt   *~~  dxy  dt   ""  dy' 

ou,  en  remarquant  que  x',  y1  sont  exprimées  en  fonction  de  x  et 

dey, 

!dJ  ,      djxf_    ,  __  dU 

dx  dy  "        dx 

à/  ,       dy'    ,       d\J 

dx  dy*        dy 

L'équation  (4)  nous  fournit,  par,  la  différentiation,  les  valeurs 

.       4      ,    dV    d{] 

suivantes  de  -r->  3— 

dx     dy 

dx  dx  dx  '  dy  dy      *   dy 

Si  nous  portons  ces  valeurs  dans  les  équations  (5),  nous  aurons 
,/dx        dy'\  ,/dx'       dy'\ 

Ces  deux  équations,  qui  se  ramènent  l'une  à  l'autre,  expriment 
que  x,,yfJ  considérées  comme  fonctions  de  x  et  dey,  sont  les  dé- 
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rivées  d'une  même  fonction.  On  peut  donc  poser 
et  0  devra  satisfaire  à  Yunique  équation 

(£Hë)' -•«"•* 

Les  équations  (6)  nous  montrent  que  les  trajectoires  du  mobile 
coupent  à  angle  droit  toutes  les  courbes  8  =  const.  Nous  pouvons 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  famille  quelconque  de  trajectoires  du 
mobile,  les  courbes  qui  les  coupent  à  angle  droit  sont  définies 
en  égalant  à  une  constante  une  solution  de  l'équation  (7)  et 
les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile  sont  données  en  chaque 
point  par  les  formules  (6). 

Réciproquement,  toute  solution  de  l'équation  (7)  définit  une 
famille  de  trajectoires  qu'on  obtiendra  par  l'intégration  de  l'équa- 
tion 

(8)  _.âte_„û?r==o. 

539.  Si  l'on  n'a  qu'une  solution  particulière,  sans  constante 
arbitraire,  de  l'équation  aux  dérivées  partielles,  on  n'obtiendra 
qu'une  famille  de  trajectoires.  Pour  trouver  toutes  les  trajectoires 
du  mobile,  il  faut  donc  connaître  une  solution  6  contenant  au 
moins  une  constante  arbitraire.  Nous  allons  montrer  ici  encore 
qu'étant  donnée  une  telle  solution  il  n'y  aura  aucune  intégration 
à  faire  pour  obtenir  toutes  les  trajectoires. 

Soit,  en  effet, 

e=/(*>.r>«) 

une  solution  de  l'équation  (7),  contenant  une  constante  arbitraire 
a  qui  figure  dans  l'une  au  moins  des  deux  dérivées  j->  t-*  On 
aura,  en  différentiant  l'équation  (7)  par  rapport  à  a, 


(9) 


àx  àadx       ày  àady 
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Cette  équation  exprime  que  les  courbes 

6  =  const.,         -r—  =  const. 
'         da 

se  coupent  à  angle  droit.  Donc  les  trajectoires  du  mobile  auront 
pour  équation 

<■•>  £=*'■ 

On  le  verrait  encore  en  remarquant  que  l'identité  (9)  peut 
aussi  s'écrire 

^9    dx  a«0    dy  _     _±(^\ 

dadx  dt  dady  dt  ~     ~~  dt\da) 

Différentions  maintenant  l'équation  (7)  par  rapport  à  A,  nous 
aurons 


dh  dx  dx       dh  ày  dy 

ou  encore,  en  vertu  des  équations  (6), 

d'O     dx         d«0     dy  _ 
dh  dx  dt  "*"  dhôy  dt  ~~  !  " 

L'intégration  des  deux  membres  nous  donne 

(11)  dh==t-*"z> 

t  désignant  une  constante  arbitraire.  On  reconnaît  les  proposi- 
tions fondamentales  de  Jacobi. 

En  résumé,  si  Ton  veut  déterminer  le  mouvement  défini  par 

les  équations 

cPx  _  m  d*y  _  dV 

dt*   ~  dx  '  dt*  ~  dy  ' 

on  considérera  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Toute  intégrale  de  cette  équation,  égalée  à  une  constante,  don- 
nera une  famille  de  courbes  dont  les  trajectoires  orthogonales 
seront  des  trajectoires  du  mobile  correspondantes  à  la  valeur  h  de 
la  constante  des  forces  vives,  et  que  Ton  obtiendra  en  intégrant 
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les  deux  équations 

dx  _  ^0  dy  _  cM 

dt  ~  dx  dt  ~  dy 

Mais,  si  Ton  connaît  une  intégrale  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  contenant  une  constante  a,  on  aura  les  équations  finies 
de  la  trajectoire  et  le  temps  par  les  formules 

On  obtient  ainsi  l'interprétation  géométrique  de  la  méthode  de 
Jacobi.  Elle  consiste  à  former  des  systèmes  orthogonaux  dont  une 
des  familles  est  composée  de  différentes  trajectoires  du  mobile, 
correspondantes  toutes  à  la  même  valeur  de  la  constante  des  forces 
vives. 

540.  Nous  voyons,  d'après  ce  qui  précède,  que  lorsqu'on  aura 
trouvé  une  solution,  contenant  une  constante  arbitraire,  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  en  8,  on  pourra  obtenir  la  solution 
complète  du  problème  de  Mécanique  considéré.  Réciproquement, 
si  l'on  a  obtenu  par  un  moyen  quelconque  les  équations  en  termes 
finis  de  toutes  les  trajectoires  correspondantes  à  une  valeur  déter- 
minée de  A,  on  peut  montrer  que  toutes  les  solutions  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  s'obtiendront  par  une  simple  quadra- 
ture. Cherchons,  par  exemple,  celle  de  ces  solutions  qui  s'annule 
sur  une  courbe  (G)  donnée  à  l'avance.  Nous  déterminerons  toutes 
les  trajectoires  du  mobile  qui  sont  normales  à  la  courbe  (G)  et 
nous  exprimerons  x', y*  en  fonction  de  x  et  dey.  L'expression 

x1  dx  -h  y*  dy 

sera,  nous  l'avons  vu,  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de 
deux  variables  et  la  fonction 


(ia)  6=1         (x'  dx-hy'  dy) 


où  x0,y0  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  (G),  sera  évidemment  la  solution  cherchée.  Gomme  on 
peut  prendre  pour  x\  y  deux  systèmes  de  valeurs  égales  et  de 
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signes  contraires,  on  aura  deux  valeurs  de  0  ne  différant  que  par 
le  signe. 

On  sait  que  Ton  peut,  d'une  infinité  de  manières,  ramener  l'in- 
tégration d'une  différentielle  à  plusieurs  variables  à  celle  d'une 
différentielle  ordinaire.  Appliquons  ici  cette  remarque.  Supposons 
que  Ton  se  déplace  sur  la  trajectoire  normale  à  ta  courbe  (G) 
passant  par  le  point  (x,  y);  dans  ce  cas,  #0,  y  a  seront  les  coor- 
données du  point  de  départ  de  cette  trajectoire;  on  aura 

x*  dx  -h y  dy  =  (ar'«  -h/M  dt  =  2(U  -t-  h)  dt. 

Calculons  l'intégrale 

2(1] -h  h)  dt, 


l 


■*"o,  r« 


en  remplaçant  x  et  y  en  fonction  de  t.  Le  résultat  sera  une  fonc- 
tion de  t  et  du  paramètre  qui  fixe  la  position  du  point  (x0,y0) 
sur  la  courbe  (C).  Il  suffira  de  l'exprimer  en  fonction  de  x  et  de 
y  seulement  pour  obtenir  la  fonction  8.  Si  l'on  suppose  que  la 
courbe  (C)  diminue  indéfiniment  et  se  réduise  à  un  point,  cette 
seconde  méthode  coïncide  avec  celle  qui  a  été  donnée  par  Jacobi  ; 
car  alors  toutes  les  trajectoires  normales  à  (C)  se  transforment 
dans  les  trajectoires  passant  par  un  point  fixe  du  plan. 

541.  Les  systèmes  orthogonaux  que  nous  venons  de  définir,  et 
dont  une  des  familles  est  formée  d'une  série  de  trajectoires  du 
mobile,  jouent  un  rôle  important  dans  l'étude  de  certaines  ques- 
tions, comme  nous  allons  le  montrer.  Mais,  auparavant,  nous 
indiquerons  comment  on  peut  les  obtenir  tous  sans  intégration 
nouvelle  lorsqu'on  connaît  une  solution  complète  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  (7). 

Soit 

(i3)  e=/(*,^,a)-hô 

une  telle  solution.  Voici  la  méthode  prescrite  par  Lagrange  pour 
obtenir  la  solution  la  plus  générale.  On  posera 

6  =  <p(a), 
<p(a)  désignant  une  fonction  quelconque  de  a;  le  résultat  de  l'éli- 
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mination  de  a  entre  les  équations 


fournira  la  solution  demandée.  Nous  pouvons  ajouter  ici  la  re- 
marque suivante,  que  l'on  vérifiera  aisément.  Soit 

•  =  F(*,.r) 

la  solution  ainsi  obtenue;  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes 

8  =  const. 

seront  définies  par  la  seconde  des  équations  (i4) 
(.5)  g  +  ?'(a)=o, 

où  Ton  donnera  à  la  constante  a  toutes  les  valeurs  possibles. 

542.  Ces  points  étant  admis,  supposons  que  Ton  veuille  déter- 
miner le  système  orthogonal  dont  une  des  familles  est  composée 
des  trajectoires  normales  à  une  courbe  donnée  (C). 

Ce  problème  est  évidemment  équivalent  au  suivant  :  «  Trouver 
une  solution  0  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  prenne 
une  valeur  constante  donnée,  zéro  par  exemple,  en  tous  les  points 
de  la  courbe  (C).  »  Soit 

l'équation  de  cette  courbe.  Proposons-nous,  d'une  manière  plus 
générale,  de  déterminer  la  fonction  8  qui  se  réduit  à  une  fonction 
donnée  [*(#)  lorsqu'on  a 

jK  =  X(*). 

En  substituant  les  valeurs  de  0  et  de  y  dans  les  équations  (i4)> 
on  trouvera  les  équations  de  condition 

i     -g^w 

qui  feront  connaître  la  fonction  <p(a).  U  semble  au  premier  abord 
que,  pour  résoudre  la  question  posée,  il  faudra  intégrer  une  équa- 
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lion  différentielle;  car,  si  l'on  élimine  x  entre  les  deux  équa- 
tions (16),  on  sera  conduit  à  une  équation  de  la  forme 

^(a,  ?(a),  <p'(«))  =  o. 

Mais,  si  l'on  différence  la  première  des  équations  (16),  on  trou- 
vera, en  tenant  compte  de  la  seconde, 

11  est  aisé  de  montrer  qu'au  système  (16)  on  peut  substituer  le 

suivant  : 

If(x,  X,  a)  -+-  o(a)  =  jjL(a?), 

Ces  deux  systèmes  ont,  en  effet,  une  équation  commune,  et  la 
différentiation  totale  de  cette  équation  nous  montre  que  la  seconde 
équation  de  chacun  d'eux  est  toujours  une  conséquence  de  la 
seconde  équation  de  l'autre. 

Or  les  deux  équations  (17)  nous  donnent,  par  l'élimination  de 
x,  une  relation  qui  fera  connaître  <p(<z)  en  fonction  de  a.  La 
question  proposée  est  donc  résolue. 

Il  ne  sera  pas  inutile,  pour  la  suite,  de  remarquer  qu'il  y  a 
deux  intégrales  distinctes,  et  deux  seulement,  prenant  des  valeurs 
données  à  l'avance  en  tous  les  points  d'une  courbe  (G);  car,  si 
l'on  veut  déterminer,  en  chaque  point  de  la  courbe  (C),  les  dé- 
rivées par  rapport  k  x  de  l'intégrale  cherchée  6,  on  devra  joindre 
à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(SH*)'-*<»**> 

la  relation 

09)  *  +  **(,)=,«„), 

qui  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de  la   courbe  (C).    Or 
les    deux    équations    précédentes    déterminent    deux    systèmes 

de  valeurs  différentes  pour  les  dérivées  -7-  >  t-  prises  en  un  point 

quelconque  de  (C).  Comme  une  intégrale  est  entièrement  définie 
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quand  on  donne  sa  valeur  et  celle  de  ses  dérivées  premières  en 
tous  les  points  d'une  courbe,  on  voit  que  la  question  proposée 
admettra  bien  deux  solutions  et  deux  seulement. 

Dans  le  cas,  que  nous  avons  en  vue,  où  la  fonction  8  doit  avoir 
une  valeur  constante,  zéro  par  exemple,  en  tous  les  points  de  la 
courbe  cherchée,  on  a 

p(x)  =  o, 

les  deux  solutions  obtenues  sont  égales  au  signe  près  et  ne  peuvent 
pas  être  regardées  comme  réellement  distinctes. 

543.  Comme  conséquences  des  propositions  précédentes,  nous 
pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  une  intégrale  complète 
de  V équation  aux  dérivées  partielles  (7),  on  pourra  toujours 
déterminer  sans  intégration  un  système  orthogonal  dont  une 
des  familles  contiendra  une  courbe  quelconque  (G)  donnée  à 
l }  avance.  Vautre  famille  sera  formée  des  trajectoires  du 
mobile  qui  coupent  à  angle  droit  cette  courbe  (C)  et  corres- 
pondent à  une  même  valeur  de  la  constante  des  forces  vives. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  (C)  deviendrait  infiniment  petite  et  se 
réduirait  à  un  point,  on  aurait  le  système  orthogonal  dont  une 
des  familles  est  composée  des  trajectoires  du  mobile  qui  passent 
par  ce  point.  Si  Ton  remarque  que,  dans  ce  cas,  l'équation  (i5)> 
qui  représente  toutes  ces  trajectoires,  doit  être  vérifiée  quand  on 
y  remplace  x,  y  par  les  coordonnées  x0,  y0  du  point  considéré, 
on  voit  que  l'on  devra  avoir 

?'(«)  -H  ^ /(*<>>  ?o,  a)  =  o  ; 

et,  par  suite,  on  pourra  prendre 

<p(a)  = -/(aro,^,  a). 
On  aura  alors 

6  =f(v,y,  <*)  -/(*o,  yo,  a), 

et,  d'après  la  règle  donnée  au  n°  542,  il  faudra  éliminer  a  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a. 

Pour  donner  une  application,  considérons  le  mouvement  des 
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corps  pesants,  dans  lequel  la  fonction  des  forces  est 
L'équation  en  8  devient  ici 


(£)"*( 


(M  V 


Elle  admet  la  solution  suivante  : 

Q  r    2  a 

(20)  -—  =  ax-\-  !  vy-\-  h  —  a*  dy  =  ax-h  r(^4-  h  —  a*)*  -+-  />. 

Pour  trouver  les  courbes  coupant  à  angle  droit  toutes  les  tra- 
jectoires paraboliques  passant  par  un  point  fixe,  l'origine  par 
exemple,  il  faudra,  d'après  la  règle  précédente,  déterminer  b  par 
la  condition  que  0  s'annule  en  ce  point  j  ce  qui  donne 

puis  éliminer  a  entre  l'équation  (20),  où  l'on  a  remplacé  b  par  la 
valeur  précédente,  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a.  On  trouve  ainsi r 
après  un  calcul  que  nous  omettons, 

(21)  —  =  [2A+7+v/ji  +  /!]'~  [zh  -*-y  —  v/^-h.x1]*. 
Vf? 

Telle  est  l'équation  des  trajectoires  orthogonales  de  toutes  les 
paraboles  passant  par  un  même  point. 

544.  Considérons  d'une  manière  générale  les  systèmes  ortho- 
gonaux que  nous  venons  de  définir  et  dont  une  des  familles  est 
composée  de  trajectoires  du  mobile.  L'élément  linéaire  du  plan 
prendra  la  forme 

(22)  <ft»  =  HW-hHÎ</eî. 

Si  l'on  se  déplace  sur  une  trajectoire  0,  =  const.,  on  a 

(23)  <&*=H2rfe*=2(U-hA)rff». 
D'ailleurs  l'équation 
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peut  s'écrire 

,    ,v  ,,T       i.v       M  dx       db   dy       d% 

(xi)  a(U-H^)  =  ^-57-h^-  =  ^. 

En  substituant  la  valeur  de  -y-  dans  la  relation  (23),  nous  aurons 

La  formule  (22)  prendra  donc  la  forme 

(25)  a(UH-A)rfi1  =  rfO"-f-a»deî, 

dont  nous  allons  déduire  plusieurs  conséquences. 

Nous  voyons  d'abord  que,  si  Ton  considère  deux  des  courbes 
de  paramètre  8 


et  la   portion  de  l'une   quelconque   des  trajectoires   du  mobile 
comprise  entre  ces  deux  courbes,  l'intégrale 


/Va(U-4-A)  ds  =  f rfQ, 


prise  du  commencement  à  la  fin  de  cet  arc,  sera  constante  et  égale 
à  la  différence  (3  —  a  des  valeurs  de  6.  Nous  donnerons  à  l'inté- 
grale précédente  le  nom  d'action.  Comme  la  courbe  9  =  a  peut 
.  être  choisie  arbitrairement,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donnée  une  courbe  quelconque  (G)  et  les  trajectoires 
du  mobile  normales  à  cette  courbe,  si  Von  porte  sur  ces  trajec- 
toires, à  partir  de  leur  point  d'incidence,  des  longueurs  pour 
lesquelles  l'action  ait  une  valeur  donnée  à  l'avance  mais  quel- 
conque, le  lieu  des  extrémités  de  toutes  ces  longueurs  formera 
une  courbe  qui  sera  encore  normale  à  toutes  les  trajectoires. 

Cette  remarquable  proposition,  qui  est  due  à  MM.  Thomson  et 
Tait  ('),  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  au  n°  522 


(«)  Sir  William  Thomson  and  Tait,  Treatise  on  natural  Philosophy,  Vol.  I, 
Part  I,  p.  353  de  la  deuxième  édition;  1879. 

D.  —  II.  29 
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pour  les  lignes  géodésiques.  On  pourrait,  ici  encore,  la  dé- 
montrer directement  par  le  calcul  des  variations  et  en  déduire 
tous  les  résultats  précédents;  on  retrouverait  ainsi  la  méthode 
suivie  par  Hamilton  et  par  Jacobi. 

En  particulier,  si  l'on  considère  toutes  les  trajectoires  passant 
par  un  point  A  et  si  l'on  détermine  sur  chacune  d'elles  un  point 
M,  tel  que  l'action  étendue  à  Tare  AM  ait  une  valeur  constante 
donnée,  le  lieu  des  points  M  sera  une  courbe  normale  à  toutes  les 
trajectoires. 

545.  Si  l'on  rapporte  les  points  du  plan  au  système  de  coor- 
données formé  par  les  trajectoires  passant  en  A  et  par  les  courbes 
qui  les  coupent  à  angle  droit,  l'élément  linéaire  du  plan  sera 
donné  parla  formule  (25),  où  6  désignera  l'action  comptée  à  partir 
de  A.  Nous  allons  déduire  de  cette  remarque  une  démonstration 
directe  au  principe  de  la  moindre  action. 

Ce  principe  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

Parmi  tous  les  mouvements  qui  amènent  le  mobile  d'un 
point  A  en  un  point  M,  la  vitesse  sur  chaque  trajectoire  étant 
réglée  par  V équation 

P*=2(UH-A), 


le  mouvement  naturel  est  celui  pour  lequel  l'action,  c'est-à-dire 

-m    ru 

I     y/-2(U  -+-  h)ds=  !     vds, 


l'intégrale 


est  un  minimum. 

La  démonstration  est  identique  à  celle  que  nous  avons  déve- 
loppée dans  le  cas  des  lignes  géodésiques.  Construisons  toutes  les 
trajectoires  du  mobile  correspondantes  à  la  valeur  donnée  de  A, 
passant  au  point  A;  elles  donnent  naissance  à  un  système  ortho- 
gonal pour  lequel  on  a 

a(U  h-  h)  ds*  =  <fO*-h  a*cft\. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  le  minimum  de  l'intégrale 
/V*Uh-2A  ds  =  /VrfG»-h<j*rfÔÎ, 
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prise  entre  les  points  A  et  M,  correspondra  au  cas  où  dH{  sera  nul, 
le  chemin  suivi  étant  la  trajectoire  qui  unit  ces  deux  points.  Je 
n'insiste  pas  sur  toutes  les  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
que  la  démonstration  soit  valable;  elles  sont  identiques  à  celles 
qui  ont  été  énumérées  dans  le  cas  des  lignes  géodésiques. 

546.  Le  principe  d'Hamilton  se  rapporte  à  des  hypothèses 
toutes  différentes  de  celles  qui  interviennent  dans  le  principe  de 
la  moindre  action.  11  concerne  l'intégrale 


ÂêSr^y- 


Le  mouvement  de  la  nature  est  celui  pour  lequel  cette  intégrale 
est  maximum  ou  minimum.  Mais  ici  le  mouvement  est  comparé 
à  tous  ceux  qui  ont  lieu  entre  les  mêmes  points  et  dans  le  même 
temps,  et,  de  plus,  aucune  loi  n'est  imposée  à  la  vitesse.  Nous 
allons  montrer  qu'il  y  a  réellement  minimum. 

Si  A  et  M  désignent  encore  les  positions  extrêmes  et  si  Ton  con- 
serve le  système  orthogonal  dont  une  des  familles  est  composée 
des  trajectoires  passant  en  A,  l'intégrale  précédente  deviendra 


Nous  allons  la  comparer  à  celle  qui  correspond  au  mouvement 
naturel,  pour  lequel  8|  demeure  constant. 

Soient  80,  U0  les  valeurs  de  0  et  de  U  dans  le  mouvement  naturel, 
8,  U,  60,  U0  étant  supposées  correspondre  à  la  même  valeur  du 
temps;  posons 

e  =  e0-+-w,      u  =  ud-+-u,. 

On  a,  nous  l'avons  vu, 

(26)  ^°=a(U0+A). 

L'accroissement  de  l'intégrale  d'Hamilton,  quand  on  passe  du 
mouvement  naturel  à  l'autre,  est 

J  L4(U+À)<fc«^U~Uo~4(U0^A)<H 
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Remplaçons  8  par  sa  valeur  60  +  co  ;  puis  substituons  la  valeur 
de  -j-?  déduite  de  la  formule  (26).  L'accroissement  de  l'intégrale 
deviendra 


A 


9  dW  dt*  U0-hA  du      ..        IMUo-h/Q 


■  +  U,-     '  TV.   i    '  dt 


U(Uh-A)       4(U-hh)       U  +  A   dt         l  U  +  A 

ou,  après  quelques  réductions, 


yi 


*   <ft*  ~*~  <fr*  V\  dm  Uj      rfu, 


4(U  +  A)  U  +  A       dt       U-hh  dt 


-7Adt 


Gomme  les  deux  mouvements  se  font  entre  les  mêmes  points  et 
dans  le  même  temps,  ta  est  nul  aux  deux  limites;  on  peut  donc 

supprimer  le  terme  ~-r-  et  il  reste  pour  l'accroissement  de  l'inté- 
grale l'expression 


/•(-g  (S--.)'! 

J     (4(U+A)+      <(U+A)     I 


(*7)  J     l4(U4-A)"h      <(U+A)     \dt' 

Sous  cette  forme  on  voit  clairement  que  l'intégrale  d'Hamilton  a 
augmenté.  Pour  que  l'intégrale  précédente  soit  nulle,  il  faut  que 
Ton  ait  à  chaque  instant 

û?Ôi  du 

ou 

et  ces  équations  caractérisent  le  mouvement  naturel. 

5i7.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  les  principes 
précédents  et  nous  remarquerons,  en  terminant,  que  la  démonstra- 
tion du  principe  de  la  moindre  action  peut  se  rattacher  directe- 
ment à  la  théorie  des  lignes  géodésiques  de  la  manière  suivante. 

x  et  y  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  du  plan, 
U  la  fonction  des  forces  et  h  la  constante  des  forces  vives,  consi- 
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dérons  la  surface  dont  l'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

ds*  =  a(U  -h  h)(dx*-h dy*). 

Cette  surface  sera  représentée  sur  le  plan  avec  conservation  des 
angles;  mais  de  plus  la  correspondance  est  telle  qu'à  toute  trajec- 
toire du  mobile  dans  le  plan  correspond  une  ligne  géodèsique 
de  la  surface  et  vice  versa. 

Cette  proposition  s'est  déjà  présentée  plusieurs  fois  dans  les 
raisonnements  précédents.  Nous  aurions  pu  l'établir,  soit  en  com- 
parant l'équation  différentielle  (3)  des  trajectoires  à  celle  (8)  des 
lignes  géodésiques  (n°  514),  soit  en  rapprochant  l'équation  aux 
dérivées  partielles  (7)  de  l'équation  (5)  (n°  531)  dont  dépend  la 
•recherche  des  lignes  géodésiques.  Nous  pouvons  maintenant 
la  démontrer  immédiatement;  car,  si  l'on  rapporte  les  points  du 
plan  à  un  système  de  coordonnées  dont  une  des  familles  est  formée 
de  trajectoires  du  mobile,  l'élément  linéaire  du  plan  sera  donné 
par  la  formule  (25);  celui  de  la  surface  correspondante  aura  donc 
pour  expression 

ds*=dV-h<j*d<)\; 

par  suite,  les  lignes  0,  =  const.,  c'est-à-dire  les  trajectoires  du 
mobile  dans  le  plan,  correspondront  nécessairement  à  des  géodé- 
siques de  la  surface;  et  vice  versa. 

Comme  application,  considérons  le  mouvement  d'un  point  attiré 
par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  r  dé- 
signant la  distance  au  centre  fixe,  on  aura 

r         a 

La  surface  dont  les  lignes  géodésiques  correspondent  aux  tra- 
jectoires du  mobile  aura  pour  élément  linéaire 

ds*=(^-  £\dx*-hdy*) 

ou,  en  passant  aux  coordonnées  polaires  r,  c, 
(28)  ds*  =  /^-^W  +  r«^). 

Les  surfaces  de  révolution  admettant  cet  élément  linéaire  sont 
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définies  par  les  formules 


V/\i.r(ia  —  r) 
/  i — ^ i 
a 


v 
cos  — > 
m 


m 


Toutes  les  fois  que  /n  sera  commensurable,  à  un  point  du  plan 
correspondront  des  points  de  la  surface  en  nombre  limité;  et,  par 
suite,  toutes  les  lignes  géodésiques  qui  ne  viendront  pas  ren- 
contrer la  limite  de  la  surface  seront  fermées,  comme  les  ellipses 
du  plan  auxquelles  elles  correspondent. 

548.  Cette  correspondance,  établie  entre  un  plan  et  une  surface 
de  telle  manière  que  les  trajectoires  du  plan  correspondent  aux 
lignes  géodésiques  de  la  surface,  met  immédiatement  en  évidence 
le  principe  de  la  moindre  action,  qui  n'est  autre  chose  que  la  tra- 
duction dans  le  plan  de  la  propriété  de  minimum  relative  aux 
lignes  géodésiques;  mais  elle  conduit  sans  calcul  à  un  grand 
nombre  d'autres  propositions.  Nous  avons  vu,  par  exemple,  que, 
sur  une  surface,  les  courbes  lieux  des  points  tels  que  la  somme  ou 
la  différence  de  leurs  distances  géodésiques  à  deux  courbes  fixes 
(C),  (C)  soit  constante  forment  un  système  orthogonal.  Ce 
système  peut  évidemment  se  déterminer  sans  intégration  toutes  les 
fois  que  l'on  connaît  les  deux  courbes  (C),  (G)  et  que  l'on  a 
l'expression  de  la  distance  géodésique  de  deux  points  de  la  surface. 
On  peut  même  ajouter  que,  si  l'une  des  deux  courbes  (C)  est 
donnée,  on  peut  déterminer  l'autre  (C)  de  telle  manière  que  l'une 
des  familles  du  système  orthogonal  contienne  une  courbe  (D) 
donnée  à  l'avance.  En  reportant  ce  résultat  dans  le  plan,  nous  ob- 
tenons la  proposition  suivante  : 

Toutes  les  fois  que  Von  aura,  dans  le  plan,  la  solution  com- 
plète d\in  problème  de  Mécanique  et  la  fonction^  relative  à  ce 
problème,  on  pourra  déterminer,  sans  intégration  nouvelle, 
une  infinité  de  systèmes  orthogonaux  dans  le  plan,  contenant 
une  courbe  (D)  donnée  à  Vavance;  leséquations  qui  définissent 
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ces  systèmes  contiendront  une  fonction  arbitraire  d'une  va- 
riable. 

Au  reste,  cette  proposition  peut  se  démontrer  directement  de 
la  manière  la  plus  simple.  Soient  en  effet  8  et  <r  deux  solutions 
quelconques  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (7).  On  aura 


\dx)   ^\dy)    ~\dx)   ~*-\dy) 


et,  par  conséquent, 

(?(e-g)  d(O-hg)     d(0  — <o  d(b-h<j)  _ 

àx  àx  ày  ày         ~ 

Cette  équation  exprime  que  les  courbes 

8  —  <j  =  const.,        8  -+-  a  =  const. 

se  coupent  à  angle  droit  et  forment  les  deux  familles  d'un  système 
orthogonal.  Si  Ton  veut  qu'une  certaine  courbe  (D)  fasse  partie 
de  l'une  de  ces  familles,  il  suffira  de  déterminer  deux  solutions 
0,  <r  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  aient  la  même  valeur 
en  chaque  point  de  la  courbe  (D).  On  prendra  <r  arbitrairement, 
ce  qui  introduira  une  fonction  arbitraire;  0  sera  ensuite  déter- 
minée par  la  condition  d'avoir  la  même  valeur  que  cr  en  tous  les 
points  de  la  courbe  (D).  Nous  savons  (n°  542)  que  0  sera  une 
fonction  distincte  de  <7. 

549.  Les  propositions  générales  qui  précèdent  permettent  d'é- 
tablir que  l'on  pourra  déterminer  une  infinité  de  systèmes  ortho- 
gonaux algébriques  dont  fera  partie  une  courbe  algébrique  quel- 
conque, donnée  à  l'avance.  Remarquons  d'abord  qu'il  y  a  une 
infinité  de  problèmes  de  Mécanique  pour  lesquels  Vaction  est 
une  fonction  algébrique,  c'est-à-dire  pour  lesquels  l'équation 

(£)'*(£)*-*»-*> 

admet  une  intégrale  complète  algébrique.  Sans  parler  même  du 
cas  où  la  fonction  des  forces  est  nulle,  prenons,  par  exemple, 

(3i)  U  =  Xxm  ■+■  Byn, 
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A  et  B  étant  des  constantes  quelconques  et  m,  n  deux  entiers.  On 
aura  la  solution  complète 


(3a) 


=  J  y  i  Axrn  -t-  h  -+-  a  dx  -\-  J  y  2 Bya  -f-  h  —  a  dy, 


qui  est  évidemment  algébrique.  Si  l'on  applique  les  méthodes 
précédentes  en  employant  cette  valeur  de  6,  on  voit  que  toutes 
les  solutions  de  l'équation  (3o)  assujetties  à  prendre  une  valeur 
algébrique  en  tous  les  points  d'une  courbe  algébrique  seront  algé- 
briques. On  pourra  donc  obtenir  une  infinité  de  systèmes  ortho- 
gonaux algébriques  dont  fera  partie  une  courbe  algébrique 
donnée.  Ces  systèmes  sont  de  deux  espèces  différentes.  Les  uns, 
dont  l'une  des  familles  sera  formée  par  les  trajectoires  du  mobile 
qui  coupent  à  angle  droit  la  courbe  donnée,  sont  analogues  aux 
systèmes  orthogonaux  formés  avec  une  famille  de  courbes  parallèles 
et  leurs  normales  communes.  Les  autres  seront  analogues  au  sys- 
tème orthogonal  formé  par  les  deux  familles  de  courbes  lieux  des 
points  tels  que  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  distances  géodé- 
siques  à  deux  courbes  fixes  (C),  (O)  soit  constante.  Ils  contien- 
dront dans  leur  définition  une  fonction  algébrique  arbitraire,  alors 
même  que  l'on  aura  assujetti  une. courbe  donnée  à  l'avance  à  faire 
partie  de  l'une  des  deux  familles  du  système  orthogonal. 

550.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  méthode  précédente  s'étend  à 
l'étude  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  et,  en  général,  à 
tous  les  problèmes  de  Mécanique  dans  lesquels  il  y  a  une  fonction 
des  forces,  la  position  du  système  mobile  dépendant  de  deux  va- 
riables seulement.  Nous  ne  développerons  pas  les  calculs,  qui 
seront  donnés  plus  loin  lorsque  nous  traiterons  du  problème  le 
plus  général  de  la  Mécanique;  et  nous  nous  contenterons  d'in- 
diquer ici  d'autres  questions  de  Mécanique  dans  lesquelles  on  re- 
trouve les  propriétés  que  nous  venons  d'étudier. 

On  doit  à  différents  géomètres  (4)  des  propriétés  des  brachisto- 


0)  Voir,  par  exemple,  Roger,  Thèse  sur  les  brachistochrones  {Journal  de 
Liouville,  in  série,  t.  XIII,  p.  4i;  i848). 

Andoyer,  Sur  la  réduction  du  problème  des  brachistochrones  aux  équations 
canoniques  (Comptes  rendus,  t.  C,  p.  1577;  i885). 
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chrones,  analogues  à  celles  que  Gauss  a  fait  connaître  pour  les 
lignes  géodésiques.  L'explication  de  ce  fait  repose  sur  la  remarque 
suivante. 

Proposons-nous  de  déterminer  les  brachistochrones  sur  une 
surface  (S).  La  vitesse  du  mobile  étant  donnée  par  l'équation  des 
forces  vives 

les  brachistochrones  seront  les  courbes  pour  lesquelles  l'intégrale 

ds 


■/?-/ 


v/u- 


prise  entre  deux  points  quelconques  de  la  courbe,  sera  minimum. 
Or,  si  Ton  considère  la  surface  (£')  pour  laquelle  l'élément  linéaire 
ds'  est  déterminé  par  la  formule 

(33)  ^-btï' 

elle  correspondra  à  la  surface  (S)  avec  conservation  des  angles;  et 
les  brachistochrones  de  (S)  correspondront  aux  lignes  géodésiques 
de  (S'),  Tare  de  chaque  géodésique  étant  égal  au  temps  dans  lequel 
est  parcourue  la  portion  correspondante  de  la  brachistochrone. 
Cette  simple  remarque  permet  d'étendre  aux  brachistochrones 
toutes  les  propriétés  des  lignes  géodésiques.  On  reconnaît  ainsi,  en 
particulier,  que  les  brachistochrones  satisfont  réellement  à  leur 
définition  et  que  le  temps  dans  lequel  un  arc  quelconque  de  ces 
courbes  est  parcouru  est  réellement  un  minimum,  pourvu  toute- 
fois que  cet  arc  ne  soit  pas  trop  étendu. 

On  peut  aussi  assimiler  les  brachistochrones  aux  trajectoires 
dans  un  mouvement  plan;  et  cette  comparaison  offre  l'avantage 
de  s'étendre  d'elle-même  aux  brachistochrones  dans  l'espace. 

Supposons  l'élément  de  la  surface  (S)  ramené  à  la  forme 

(34)  ds*  =  \(dx*+djr*). 
L'intégrale  qui  doit  être  minimum  est 


/ 


)/\Jdx*+dy* 


En  vertu  du  principe  de  la  moindre  action,  on  reconnaît  immé- 
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diatement  que  les  brachistochrones  correspondent  aux  trajectoires 
d'un  mouvement  plan  dans  lequel  la  fonction  des  forces  U7  aurait 
pour  valeur 

U  -h/i 

la  vitesse  du  mobile  étant  donnée  par  la  formule 

(35)  t>»=2U', 

où  la  constante  des  forces  vives  a  la  valeur  particulière  zéro. 
Des  remarques  analogues  peuvent  être  faites  aussi  en  ce  qui 
concerne  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible. 
Mais  nous  laisserons  ce  point  à  l'examen  du  lecteur. 

551.  Dans  les  développements  précédents,  nous  avons  associé 
seulement  celles  des  trajectoires  pour  lesquelles  la  constante  des 
forces  vives  a  la  même  valeur.  Cette  restriction  est  bien  d'accord 
avec  l'esprit  de  la  Mécanique  moderne,  qui  attache  moins  d'impor- 
tance aux  forces  qu'à  Y  énergie  et  qui  permet  de  regarder  comme 
distincts  deux  problèmes  dans  lesquels,  la  fonction  des  forces 
étant  la  même,  l'énergie  totale  est  différente.  Quoi  qu'il  en  soit, 
en  groupant  les  trajectoires  pour  lesquelles  la  constante  des  forces 
vives  prend  des  valeurs  différentes,  on  obtient  les  résultats  suivants 
que  nous  allons  rapidement  signaler. 

Considérons  des  trajectoires  quelconques,  formant  une  famille 
analogue  à  celles  que  nous  avons  définies  au  n°538;  x'  ely1  seront 
encore  des  fonctions  de  x  et  dey;  mais  la  constante  A,  variant 
quand  on  passe  d'une  trajectoire  à  l'autre,  devra  être  considérée 
ici  comme  une  fonction  de  x  et  de  y.  On  aura  encore  les  équations 


(36) 


Mais  la  différentiation  de  l'équation  des  forces  vives  donnera 
des  résultats  différents;  il  ne  faudra  plus  y  regarder  h  comme  une 
constante  indépendante  de  x  et  de  y,  La  différentiation  donnera 


,dx' 
dx 

,dx' 

J   ày 

~~  dx 

dx 

_  d\J 

~~  ày 

X'»+/»=2A+2U. 
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donc  les  équations 

,dtf         ,dj/_  _àh       dU 

dx  dx        dx       dx  9 

(3-7)  { 

V  ''  ^     ,dx'        ,dy'       dh       dV 

dy       '    dy        dy        dy 

Si  l'on  élimine  j- >  -r—  entre  ces  équations  et  les  précédentes,, 
on  trouvera 


'{%- 

dx'\  _      dh 
dy  1  ~~       dx 

<(%- 

dx'\  __       M 
"  ày)  ~      dy 

Posons  maintenant 

<»>          %- 

dx'       . 

on  aura  d'abord 

/o   \                                       ,       1   dh 

(39)                     r  =  ldx> 

1   dh  m 

la  substitution  de  ces  valeurs  de  xJ,  y  dans  l'équation  des  forces 
vives  donnera  la  relation 

AA  =  2X*(A-f-U), 
011  AA  désigne  le  paramètre  différentiel  de  Lamé 

et  qui  fera  connaître  )..  On  obtient  ainsi 

(4)  7"        /M        S*         X~  7^—  Ty' 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (38),  qui  sert  de  défini- 
tion à  \  on  trouve  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre 

à_   /y/ÏT+Â  dh\        ±    //ÛTA  àh\  _  l     y/ÂÂ 
U2)         Ar  \^    ^      dx)  ^  ày  \    i/M      dy)  ~  2  y/ÛTÂ' 

qui  définit  la  fonction  A.  Lorsqu'on  aura  une  solution  quelconque 
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de  cette  équation,  les  courbes 

h  =  const. 

seront  les  trajectoires  de  la  famille  correspondante,  et  les  équa- 
tions (4i)  feront  connaître  en  chacun  de  leurs  points  les  compo- 
santes de  la  vitesse  du  mobile.  Inversement,  si  l'on  sait  déterminer 
les  trajectoires,  on  saura  aussi  intégrer  l'équation  aux  dérivées 
partielles  (4^).  Lorsqu'on  aura  obtenu,  avec  deux  constantes  ar- 
bitraires a  et  6,  l'équation  générale  des  trajectoires 

il  suffira  d'y  remplacer  a  et  b  par  des  fonctions  quelconques  de  h 
pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (4^). 

Supposons,  par  exemple,  que  la  fonction  des  forces  soit  nulle  : 
les  trajectoires  seront  des  lignes  droites  représentées  par  l'équation 

y  =  ax  -\-  b. 

L'intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  correspondante 
sera  donnée  par  la  formule 

y  =  *?(/*) -H  <K*)> 

ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier. 

Une  circonstance  particulière  donne  quelque  intérêt  aux  re- 
marques précédentes.  L'équation  aux  dérivées  partielles  (4*) 
intervient  dans  l'étude  d'une  question  de  minimum  relative  à 
l'intégrale  double 

qui  est  d'une  forme  analogue  à  celle  que  Riemann  a  considérée 
dans  le  principe  de  Dirichlet. 

Imaginons  que  la  fonction  h  soit  donnée  pour  tous  les  points 
d'un  contour  fermé  limitant  une  aire  plane  A.  Si  l'on  exprime  que 
l'intégrale  double  précédente  étendue  à  tous  les  points  de  cette 
aire  est  minimum,  on  sera  conduit,  en  égalant  à  zéro  la  variation 
première,  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  qui  sera  précisé- 
ment l'équation  (4a). 

Ainsi,  à  tout  problème  de  Mécanique  dans  le  plan  (et  plus 
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généralement  à  deux  variables  indépendantes),  on  peut  rattacher 
une  propriété  de  minimum  relative  à  une  intégrale  double. 

Quelques  considérations  de  Géométrie  auxquelles  le  lecteur 
suppléera  facilement  permettent  d'ailleurs  de  déduire  cette  pro- 
priété de  minimum  du  principe  de  la  moindre  action. 

552.  Dans  les  deux  Chapitres  suivants,  nous  associerons  seule- 
ment des  trajectoires  pour  lesquelles  la  constante  des  forces  vives 
aura  la  même  valeur;  nous  allons  donc  indiquer  ici  sans  démon- 
stration l'extension  que  Ton  peut  donner  aux  propriétés  précé- 
dentes. Pour  plus  de  netteté,  nous  nous  contenterons,  dans  l'énoncé 
des  propriétés  généralisées,  de  considérer  les  mouvements  dans 
l'espace. 

Si  Von  cherche  à  déterminer  les  fonctions  a  et  \k  de  x  et  de 
y  de  manière  à  rendre  minimum  l'intégrale  triple 

J  J  J  V W  àz        dz  dy)   "*"  \dz  dx       dx  dz  )    "*"  \àx  dy       àx  dy) 
X  «K^^-5»  *>  [i)dxdydzy 

étendue  à  un  volume  fermé,  les  fonctions  \et  p  étant  assujetties 
à  prendre  des  valeurs  données  en  tous  les  points  de  la  surface 
ou  des  surf  aces  qui  limitent  ce  volume,  il  suffira  d'intégrer  les 
équations  du  mouvement  relatives  à  un  problème  de  Méca- 
nique ou  la  fonction  des  forces  serait  <p(x,y,  z,  X,  |x),  la  con- 
stante des  forces  vives  étant  nulle  et  \  et  jjl  étant  traitées 
comme  des  constantes,  puis  de  remplacer  dans  les  équations 
générales  de  la  trajectoire  les  constantes  arbitraires  par  des 
fonctions  quelconques  de  "k  et  de  |x;  on  obtiendra  ainsi  deux 
équations  qui  feront  connaître  X  et  p» 

Si  l'on  cherche  la  fonction  \  qui  assure  le  minimum  de  l'in- 
tégrale triple 


<« //Mï),+(l),+(î)'««""*** 

étendue  à  un  volume  fermé,  \  étant  assujettie  à  prendre  des 

valeurs  données  en  tous  les  points  de  la  surface  qui  limite  ce 

volume,  les  surfaces 

à  =  const. 
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devront  être  celles  pour  lesquelles  l'intégrale  double  suivante, 
oà  d?  désigne  l'aire  d'un  élément  de  surface, 


jjo(x,y,z,\)da, 


étendue  à  la  portion  de  la  surface  comprise  dans  un  contour 
donné  quelconque,  sera  un  minimum. 

En  considérant,  par  exemple,  l'intégrale 


qui  correspond  à  l'hypothèse  cp  =  i ,  on  reconnaîtra  que  les  sur- 
faces X=const.  devront  être  des  surfaces  minima.  On  est  ainsi 
conduit  au  résultat  suivant  : 

Si  l'équation 

X  =  const. 

représente  une  famille  de  surfaces  minima,  X  devra  satisfaire 
à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d    l    dx    \       à   (    dy    \        d   l    ai    \ 
oà  AX  est  le  paramètre  différentiel  du  premier  ordre 

Ce  résultat  est  dû  à  Riemann  ('),  qui  a  même  montré,  comme 
on  le  vérifie  aisément  par  un  calcul  direct,  que,  si  l'on  a  une 
seule  surface  représentée  par  l'équation 

X  =  o, 

il  suffira,  pour  que  la  surface  soit  minima,  que  l'équation  aux 
dérivées  partielles  précédentes,  au  lieu  d'être  vérifiée  identique- 
ment, le  soit  seulement  en  vertu  de  l'équation  de  la  surface. 


(*)  Riemann' s  Gesammelte  Werke,  p.  3u. 


LES    MOUVEMENTS    DANS    LE    PLAN.  463 

La  forme  précédente  (47)  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  niinima  se  rattache  directement  à  celle  de  Lagrange 
(I,  n°  175),  que  Ton  retrouve  d'ailleurs  immédiatement  en  suppo- 
sant l'équation  de  la  surface  mise  sous  la  forme 

~  =  ?(*>.r); 

les  remarques  par  lesquelles  nous  Pavons  obtenue  montrent  que 
l'on  pourra  écrire  immédiatement,  en  coordonnées  curvilignes 
quelconques,  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  mi- 
nima;  car,  si  l'élément  linéaire  de  l'espace  est  donné  par  la 
formule 

(49)  ds*=  H*rfp»-f-  H\dp]  -h  U\dpl> 
l'intégrale  (46)  prend  la  forme 

(50)  f  f  fyf&AUUUid?  dpidfr, 

et  la  propriété  de  minimum,  que  nous  avons  signalée  sans  calcul, 
conduit  à  l'équation 


K     }     àp\     II      /ÂX/        ^i\Hi     v^/^^V  H*    •**/ 

qui  remplace  l'équation  (47).  On  pourrait  suivre  la  même  méthode 
si  l'on  employait  des  coordonnées  curvilignes  obliques. 
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CHAPITRE    VII. 

APPLICATION    DES    MÉTHODES    PRÉCÉDENTES    A    l'ÉTUDE 
DES    MOUVEMENTS    DANS    l'eSPACE. 

Équations  différentielles  du  mouvement.  —  Toutes  les  trajectoires  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  de  la  constante  des  forces  vives  et  sont  normales 
à  une  surface  sont,  par  cela  même,  normales  à  une  famille  de  surfaces.  — 
Équation  aux  dérivées  partielles  d'Hamilton  et  de  Jacobi.  —  Usage  que  l'on 
peut  faire  d'une  intégrale  complète.  —  Conditions  auxquelles  doit  satisfaire 
cette  intégrale.  —  Définition  de  Yaction.  —  Considération  de  certains  systèmes 
orthogonaux.  —  Formule  relative  à  la  variation  de  l'action.  —  Généralisation  du 
théorème  de  Malus  et  de  Dupin. 


âïx 

~™  dx 

dt*  " 

d*z 
dt* 

"  dz 

x'*-\- 

y*-+-  z* 

=  2(13 

H- A), 

553.  Considérons  maintenant  les  mouvements  dans  l'espace. 
Si  U  désigne  la  fonction  des  forces,  les  équations  du  mouvement 
seront 

(i) 

#',  y* ,  z'  désignant  les  composantes  de  la  vitesse. 

Parmi  tous  les  mouvements  correspondants  à  une  valeur  donnée 
de  la  constante  des  forces  vives,  éludions  en  particulier  ceux 
dont  les  trajectoires  passent  par  un  point,  ou  sont  normales  à  une 
surface,  ou,  en  général,  satisfont  à  toute  condition  qui  ne  laissera 
subsister  que  deux  constantes  arbitraires  dans  les  équations  de  la 
trajectoire.  Nous  aurons  alors  une  congruence  de  courbes  repré- 
sentées par  des  équations  telles  que  les  suivantes  : 

(3)  (/(^/>  z,a,b)  =  o, 

l  <?(*,y,z,a,b)  =  o. 

D'ailleurs  les  composantes  de  la  vitesse  en  chaque  point  devront 
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satisfaire  aux  deux  équations 

£*+£./+ 5v=ot 

\  dx  dyJ         dz 

qui,  jointes  à  l'équation  des  forces  vives,  permettront  évidem- 
ment de  les  déterminer,  puis  de  les  exprimer,  par  la  substitution 
des  valeurs  de  a  et  de  b  déduites  des  équations  (3),  uniquement 
en  fonction  de  x,  y,  z. 

Supposons  que  Ton  ait  obtenu  ces  expressions.  Les  équations 
du  mouvement  prendront  la  forme  suivante 


(5) 


qui  est  analogue  à  celle  que  l'on  rencontre  dans  l'étude  du  mouve- 
ment permanent  des  fluides;  x',  y* ,  z'  devront  aussi  satisfaire  à 
l'équation  des  forces  vives. 

On  peut  déduire  de  cette  dernière  équation  les  valeurs  de  -r-, 

dU    d\)    ~  , 

^  '  Tz  '  0n  a'  Par  exemP,e' 

di)         ,dx'         ,dy'         ,dz' 

— -  =  x H  y  — — \-  z  —  • 

dx  dx       J   dx  dx 

En  portant  cette  valeur  de  j-  dans  la  première  équation  (5),  on 
obtient  la  relation 

,dx'         ,dx'         ,dx'         ,dx  ,dy'         ,dz' 

xdx-+rdï  +  z-AT=xÂï+y-^+z  ÂZ< 


dx' 
dx 

x'  + 

dx'     , 
dyy 

dx     , 

~~  dx  ' 

à/ 

dx 

*'  + 

àyy 

ày  , 

dz 

_  dV 

"~  dy  ' 

dz' 
dx 

*'+ 

dz'    , 
"  dyy 

dz 

dV 
=  dï9 

que  l'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

\dy        dx)      ~  \dx        dz  )' 


La  deuxième  et  la  troisième  équation  (5)  donneront  des  for- 
D.  -  II.  3o 


466  LIVRE    V.    —   CHAP.    VII. 

mules  analogues,  d'où  Ton  déduira  le  système  suivant 
.  dz        ày        dx        dz        dy        dx 

(6)     .  ; =   ; =  ; y 

x  y  z' 

qui  contient  toutes  les  relations  indépendantes  de  la  fonction  des 
forces  entre  x1 ,  y,  z1. 

On  reconnaît  immédiatement  que  Ton  peut  satisfaire  à  ces 
équations  en  annulant  les  numérateurs,  c'est-à-dire  en  supposant 
que  xl ',  y ,  z'  soient  les  dérivées  d'une  même  fonction  6.  Posons 
donc 

Si  Ton  porte  ces  valeurs  de  x'y  y,  zf  dans  les  équations  (2)  et 
(5),  l'équation  (2)  prendra  la  forme 


■(£)M£)**(5) -«*•*■ 


(S)' 


et  le  système  (5)  se  composera  des  équations  que  Ton  déduit  de  la 
précédente  en  la  différentiant  par  rapport  à  x,  à  y  ou  à  z.  Il 
suffira  donc  que  6  satisfasse  uniquement  à  V équation  aux 
dérivées  partielles  (  8  ) . 

Les  équations  (7)  nous  montrent  immédiatement  quelle  est  la 
signification  géométrique  de  la  fonction  6.  Si  l'on  considère  la 
famille  de  surfaces  représentée  par  l'équation  0  =  const.,  0  étant 
une  intégrale  quelconque  de  l'équation  (6),  les  courbes  qui  sont 
les  trajectoires  orthogonales  de  cette  famille  de  surfaces  sont  aussi 
des  trajectoires  du  mobile,    et  la  vitesse  du  mobile  en  chaque 

point  est  égale  à  la  dérivée  t-  de  6  suivant  la  normale.  En  d'autres 

termes,  il  y  a  un  potentiel  9  pour  les  vitesses. 

La  méthode  précédente  reposant  sur  la  considération  de  cer- 
taines congruences  particulières  formées  avec  les  trajectoires  du 
mobile,  il  est  naturel  de  se  demander  si  elle  donnera  toutes  les 
solutions  du  problème  de  Mécanique,  c'est-à-dire  toules  les  tra- 
jectoires possibles.  Soit  (C)  une  de  ces  trajectoires  passant  au 
point  M0(#0,  y0,  z0)  et  soient  x'Q,  yo,  z0  les  composantes  de  la 
vitesse  du  mobile  en  ce  point,  composantes  qui  vérifieront  néces- 
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sairement  l'équation  des  forces  vives 

il  y  a  évidemment  une  infinité  de  solutions  6  de  l'équation  (8) 

dont  les  dérivées  premières  3"  »  T"  »  t;  prennent  les  valeurs  x'0, 

yoJ  z0  au  point  M0.  Considérons  Tune  quelconque  8'  de  ces  solu- 
tions. Les  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  6'=  const.  seront 
des  trajectoires  du  mobile.  Celle  de  ces  trajectoires  qui  passe  au 
point  M0  coïncidera  évidemment  avec  la  courbe  (C),  les  condi- 
tions initiales  du  mouvement  étant  les  mêmes  sur  Tune  et  sur 
l'autre  de  ces  trajectoires. 

554.  On  est  encore  conduit  à  la  considération  des  congruences 
particulières  pour  lesquelles  il  y  a  un  potentiel  des  vitesses  par  le 
raisonnement  suivant,  qui  mettra  de  nouveau  en  évidence  le  ré- 
sultat précédent. 

Désignons  par  )„  la  valeur  commune  des  rapports  (6).  On  a 

dz        dy   ~kX' 
i  dz        dx        -,     . 

dx'       dy'  __  .    , 
ty~~  dx  ~AZy 

et,  par  suite,  en  faisant  usage  d'une  identité  bien  connue, 

d(lx')       d{\f)       d(Xz')  _ 


(io) 


ôx  dy  àz 


Cette  relation,  qui  rappelle  V équation  de  continuité  de  l'Hy- 
drodynamique, vient  confirmer  l'analogie  que  nous  avons  déjà 
signalée  plus  haut  et  sur  laquelle,  d'ailleurs,  nous  n'insisterons 
pas.  Si  l'on  effectue  les  différentiations,  elle  prend  la  forme 


d\ 
dx 


,      d\    .      d\    ,  ./dx'       dy'       dz'\ 

dyJ        dz  \ôx         dy        dz  J 


le  premier  membre,  que  l'on  peut  écrire  ainsi 

d\  dx       d\   dy       d\  dz 

dx ~dt  "*"  dy  ~dï '^  dz  dt' 
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a  une  signification  très  simple  ;    il  exprime  la  dérivée  -y •  de\ 

lorsqu'on  se  déplace  sur  une  trajectoire  du  mobile.  Si  donc  on 
pose,  pour  abréger, 

(1I)  Q=-^-^-^ 

v     '  dx         ôy         dz 

on  aura 

dt  -  kQ> 
d'où  Ton  déduit 

f  Qdt 
(12)'  X  =  X0«1- 

X0  désignant  la  valeur  de  X  pour  t  =  t0.  Donc  : 

Si"kest  nul  pour  un  point  quelconque  d'une  trajectoire,  il 
sera  nul  pour  tous  les  autres  points  de  la  même  trajectoire. 

D'après  cela,  considérons,  parmi  les  trajectoires  du  mobile  (qui 
correspondent  toujours  à  une  même  valeur  de  la  constante  des 
forces  vives),  celles  qui  sont  normales  à  une  surface  (S),  et  remar- 
quons que,  par  suite  de  la  définition  de  "k  et  de  l'équation  des 
forces  vives,  on  a 

*U«  '     »i+;U        àzr~\dy        àx) 

Il  résulte  de  cette  expression  que  \  sera  nul  pour  le  point  où 
chaque  trajectoire  rencontre  normalement  la  surface  (S).  Pour  le 
reconnaître  immédiatement,  il  suffit  de  remarquer  que,  les  équa- 
tions différentielles  des  courbes  de  la  congruence  étant 

dx  __  dy  _  dz 

l4)  v  -  y  ~  ~7' 

x\  y,  z'  jouent  ici  le  rôle  des  quantités  X,  Y,  Z  du  n°  438. 

X,  étant  nul  pour  un  point  de  chaque  trajectoire,  sera  nul  par 
cela  même  sur  toutes  les  trajectoires,  qui  seront,  par  suite,  d'après 
le  théorème  du  numéro  cité,  normales  à  une  famille  de  surfaces. 
Nous  retrouvons  ainsi  la  proposition  de  MM.  Thomson  et  Tait, 
que  nous  établirons,  d'ailleurs,  d'une  autre  manière  : 

Toutes  les  trajectoires  du  mobile,  correspondantes  à   une 
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même  valeur  de  la  constante  des  forces  vives ,  qui  sont  normales 
à  une  seule  surface,  sont,  par  cela  même,  normales  à  toute 
une  famille  de  surfaces. 

Il  résulte  des  raisonnements  précédents  que,  pour  obtenir 
toutes  ces  familles  de  surfaces  normales  à  des  trajectoires,  il 
faudra  intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles  (8).  Nous  allons 
examiner  les  différentes  solutions  de  cette  équation. 

555.  Nous  n'avons  qu'à  répéter  ici  ce  qui  a  été  dit  dans  le  cas 
des  mouvements  plans.  Si  la  solution  6  ne  contient  aucune  con- 
stante, il  faudra,  pour  avoir  les  trajectoires  correspondantes, 
intégrer  les  trois  équations  (5)  ou  les  équations  (i4)-  Mais  je 
vais  montrer  que,  si  la  solution  0  contient,  en  dehors  de  la  con- 
stante qu'on  peut  toujours  lui  ajouter,  deux  autres  constantes 
arbitraires  a  et  i,  on  peut  obtenir  sans  aucune  intégration  la  so- 
lution complète  du  problème  de  Mécanique. 

Substituons,  en  effet,  0  dans  l'équation  (8)  et  prenons  la  dérivée 
par  rapport  à  a;  nous  aurons 


de 

<*'0 

<tô 

d*e 

ctô 

^e 

_U    

-+- 

àx  ùaôx 

ày 

àady 

àz  da  àz 

S*  it  i  àft       dft      àb  .  /         ;        r    ii  r 

1 1  on  remplace  t~  >  t~»  t-  respectivement  par  x  ,  y  ,  z  ,  1  équa- 
tion précédente  prend  la  forme 

d  /(tt\ 
di\Ta)  =  °' 

Donc  t-  est  constant  sur  chaque  trajectoire  du  mobile.  En  ap- 
pliquant le  même  raisonnement  à  fc,  on  voit  que  les  équations 

(,J)  da  =  a>         ôb=b> 

où  a',  b1  désignent  deux  constantes  nouvelles,  définissent  une 
trajectoire  du  mobile.  On  vérifierait  du  reste  immédiatement  que 
les  deux  surfaces  représentées  par  chacune  des  équations  précé- 
dentes coupent  à  angle  droit  toutes  les  surfaces  6  =  const. 

En  différêntiant  de  même  par  rapport  à  h  l'équation  (8),  on 
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trouvera 

et  Ton  aura, 

par 

suite,  en  intégrant, 

06) 

*  =  '  +  *> 

t  désignant  une  nouvelle  constante. 

Les  équations  (i5)  et(i6),  contenant  six  constantes  arbitraires 
a,  6,  h,  a!,  b\  t,  définissent  bien  la  solution  la  plus  générale  du 
problème  posé.  En  essayant  de  le  démontrer  d'une  manière  plus 
rigoureuse,  on  reconnaîtra  à  quelles  conditions  doit  satisfaire  la 
solution  8  qui  contient  les  constantes  a,  b.  Si  Ton  veut,  en  effet, 
déterminer  la  trajectoire  du  mobile  qui  passe  au  point  M(#,  j',  s), 
le  mobile  admettant  les  vitesses  oà \  y ,  s',  liées  nécessairement  par 
l'équation  des  forces  vives,  on  aura  les  trois  équations 

dx  J        dy  àz 

qui  se  réduisent  à  deux,  en  vertu  des  équations  (2),  (8),  et  qui 
devront  pouvoir  déterminer  a  et  b  en  fonction  des  six  quantités 
données  #,JK?  s*  x^!/^  z'* 

Prenons,  par  exemple,  les  deux  premières.  Pour  qu'on  puisse 
en  déduire  généralement  des  valeurs  de  a  et  de  6,  il  faut  et  il 

suffit  que  j->   -t-  soient  des  fonctions  indépendantes  Tune   de 

l'autre  des  variables  a  et  6.  Il  faudra  donc  que  le  déterminant 

\dx     dy/ 
d{a,b) 

soit  différent  de  zéro.  En  raisonnant  de  même  avec  -r->  -r>  on  est 

dy    dz 

conduit  à  la  conclusion  suivante  : 

La  solution  8  doit  être  telle  que  les  deux  équations 

07) 

db  dx  db  dy         db  dz 


d*b 

eM 

d*b 

dadx 

da  dy 

dadz 
d*0 
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qui  se  réduisent  d'ailleurs  à  une  seule,  ne  soient  pas  identi- 
quement vérifiées. 

On  peut  encore  énoncer  cette  condition  sous  Tune  ou  l'autre 
des  formes  suivantes  : 

Il  ne  faut  pas  que  0,  considérée  comme  fonction  de  a  et  de  6, 
satisfasse  à  une  équation  du  premier  ordre 


¥Wwa>b)=°> 


indépendante  de  #,  y,  z. 

On  peut  dire  encore  que  6,  considérée  comme  fonction  de  x, 
y,  z,  ne  doit  pas  satisfaire  à  une  équation  du  premier  ordre 


?(*>.T>  *»  £>  £>  £)=<>> 


^9    ^e   ^e\ 

dx'  ày*  dz) 


distincte  de  l'équation  (8)  et  ne  dépendant  ni  de  a  ni  de  b. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  fonction  des  forces  soit  nulle. 
L'équation  (8)  sera 

et  elle  admettra  la  solution 


0  =  zy/ih  —  i  -+-  y/(x  —  a)1  -f-  (y  —  b)1. 

Cette  solution  ne  conviendra  pas,  bien  qu'elle  contienne  deux 
constantes.  On  le  reconnaît  immédiatement  en  appliquant  un 
quelconque  des  trois  critériums  que  nous  venons  de  signaler. 

556.  Nous  voyons  ici  se  présenter  un  fait  nouveau.  Dans  Je 
plan,  toutes  les  familles  possibles  de  trajectoires  du  mobile  font 
partie  d'un  système  orthogonal,  auquel  correspond  une  certaine 
solution  8  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi.  Il  n'en 
est  plus  de  même  dans  l'espace  :  on  peut  certainement  associer 
les  trajectoires  du  mobile  en  congruences  qui  admettent  des  sur- 
faces les  coupant  à  angle  droit,  nous  venons  de  le  démontrer; 
mais  il  existe  aussi  des  familles  de  trajectoires  ne  possédant  pas 
cette  importante  propriété. 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu.  Considérons,  en  effet,  le  cas  où 
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il  n'y  a  pas  de  force.  Les  trajectoires  correspondantes  à  une  même 
valeur  de  h  sont  les  droites  de  l'espace,  parcourues  toutes  avec  la 
même  vitesse.  Or  on  sait  bien  qu'un  système  de  rayons  recti- 
lignes  n'est  pas  toujours  formé  des  normales  à  une  surface.  Mais 
on  sait  aussi  que,  si  des  droites  sont  normales  à  une  surface,  elles 
le  sont  encore  à  une  infinité  d'autres  surfaces.  Cette  propriété 
n'est,  on  le  voit,  qu'un  cas  particulier  de  celle  qui  appartient  aux 
trajectoires  d'un  mobile  et  que  nous  avons  démontrée  au  n°  554. 

Si  on  laissait  de  côté  les  résultats  établis  dans  ce  numéro,  on 
pourrait,  encore  démontrer,  comme  il  suit,  le  théorème  de 
MM.  Thomson  et  Tait. 

Étant  donnée  une  surface  (S),  on  sait  toujours  déterminer  une 
solution  6  de  l'équation  de  Jacobi  qui  soit  nulle  pour  tous  les 
points  de  cette  surface.  Alors  les  trajectoires  du  mobile,  qui  sont 
normales  à  toutes  les  surfaces  8  =  const.,  seront,  en  particulier, 
normales  à  (2).  Comme  leur  ensemble  est  déterminé  par  celte 
dernière  condition,  la  proposition  est  démontrée. 

En  particulier,  si  la  surface  (S)  devient  infiniment  petite  et  se 
réduit  à  un  point,  on  aura  toutes  les  trajectoires  passant  par  ce 
point.  On  voit  donc  que  : 

Toutes  les  trajectoires  du  mobile  qui  passent  en  un  point 
quelconque  sont  normales  à  une  famille  de  surfaces. 

Ici  encore,  on  peut  introduire  une  intégrale  analogue  à  celle 
que  nous  avons  définie  au  n°  544.  On  a 

Lorsqu'on  se  déplace  sur  une  trajectoire,  l'équation  précédente 
prend  la  forme 

(18)  ~?=a(U -*-A), 

(19)  rf6  =  2( U  -+-  h) dt  =  /'iU-hs/I  ds. 

Il  suit  de  là  que  la  différence  des  valeurs  9M,  6M.  de  6  relatives  à 
deux  points  M,  M'  d'une  même  trajectoire  est  exprimée  par  la 
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formule 

.M 


(20)  eM  — oM-=  f  )/'2(,v  +  k) 


ds. 


L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  sera  appelée,  ici 
encore,  V action  étendue  de  M'  à  M.  Les  développements  donnés 
par  MM.  Thomson  et  Tait  montrent  toute  l'importance  de  cet 
élément,  qui  doit  être  considéré,  au  même  titre  que  le  travail, 
dans  l'étude  des  problèmes  de  Mécanique.  La  formule  précédente 
donne,  en  particulier,  les  théorèmes  suivants,  analogues  à  ceux 
du  n°  544  : 

Si,  sur  les  trajectoires  passant  par  un  point  M0  ou  normales 
à  une  sur/ace  quelconque,  on  considère  les  arcs,  comptés  à 
partir  du  point  d'incidence,  pour  lesquels  V action  a  une 
valeur  donnée,  le  lieu  des  extrémités  de  tous  ces  arcs  sera 
normal  à  toutes  les  trajectoires. 

557.  Nous  allons  indiquer  maintenant  comment  on  pourra 
employer  une  intégrale  complète 

(ai)  e=/(ar,^,^,a,  b) 

de  l'équation  aux  dérivées    partielles   de  Jacobi  pour  résoudre 
les  deux  problèmes  que  nous  venons  de  rencontrer. 

D'après  la  règle  de  Lagrange,  la  solution  la  plus  générale  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  est  fournie  par  les  relations 

df         do 

(11)  \  ùa       da 

df       do 
°  =  Tb+tb> 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  a  et  b. 

Si  l'on  veut  que  la  solution  9  soit  nulle  ou,  plus  généralement, 
ait  une  valeur  donnée  p(x,y),  en  chaque  point  d'une  sur- 
face (S),  donnée  par  son  équation 

(23)  z  =  \{x,y), 

on  remplacera  6  par  jji  et  z  par  X  dans  les  équations  précédentes, 
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ce  qui  donnera  le  système 

p.  =  /(*,  y,  *,  «,  *)  ■+■  ?(«>  *)i 


(24)  )o  =  ^^--ï,  o=^H-^. 

En  différentiant  la  première  relation  par  rapport  à  x  et  à  y 
successivement  et  tenant  compte  des  deux  autres,  on  aura 

dx       d\  àx       dx         ' 

ày       d\  ày       dy 

L'élimination  de  x  et  dey  entre  ces  deux  équations  et  la  pre- 
mière des  équations  (24)  fera  connaître  <p  en  fonction  de  a  et  de  b 
et  déterminera,  par  suite,  la  solution  cherchée. 

Si  Ton  veut  avoir  la  solution  8  correspondante  à  toutes  les  tra- 
jectoires passant  par  un  point  (x0,yoy  z0),  il  faudra  prendre 

(*6)  <p  =  —f(x0,  y0i  z0i  a,b); 

je  me  contente  d'indiquer  ces  propositions,  qui  appartiennent  à  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  et  sont  analogues  à 
celles  qui  ont  été  données  plus  haut  (nos  541  et  542). 

558.  Nous  sommes  conduits  par  les  résultats  précédents  à 
envisager  les  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  dans  lesquels 
on  définirait  un  point  de  l'espace  par  la  valeur  des  trois  quan- 
tités 

Ta'         **-Tb 


0,  0,  =   — -,  Uj  = 


Un  point  est  alors  déterminé  par  l'intersection  de  trois  surfaces 
appartenant  à  des  familles  différentes;  les  surfaces  des  familles 

0t  =  const.,         62  =  const. 

sont  engendrées  par  des  trajectoires  du  mobile  normales  aux  sur- 
faces 

0  =  const. 

On  aura  donc,  en  considérant  X,  y,  z  comme  des  fonctions 
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dcO,  e„  •„ 

Idx  dx  dy  dy  dz  dz  __ 
dx  dx  ày  dy  dz  dz  _• 
w  W2~*~  <iï  dO^^^ÔSÔi"0' 

et,  par  suite,  l'élément -linéaire  de  l'espace  sera  donné  par  une 
équation  de  la  forme 

ds*  =  H*  dV  4-  M  d§\  ■+■  2N  <*Bi  dQt  -4-  P  dti\. 
On  trouvera,  comme  précédemment  (n°  544),  la  valeur  de  H 

Hi= ! 

2U  +  2A 

et,  par  suite,  la  valeur  de  ds2  pourra  s'écrire 

(28)  (2U-T-aA)c?^  =  rf0î-T-/n^eî-T-2/irfe1rf0j-4-/>û?0|, 

les  quantités  /n,  /?,  mp  —  n2  étant  essentiellement  positives.  On 
peut  déduire  de  cette  formule  le  principe  de  la  moindre  action  et 
celui  d'Hamilton  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  que 
nous  avons  développés  dans  le  cas  de  deux  variables.  Au  lieu 
d'insister  sur  ce  sujet,  qui  sera  repris  d'une  manière  générale  dans 
le  Chapitre  suivant,  nous  indiquerons  en  terminant  une  formule 
importante  relative  à  Y  action. 

559.  Reprenons  la  relation 

(•29)  6M  —  6M'=    /      y/'il)  -hzhds 


qui  donne  l'action  M'M  étendue  à  l'arc  M'M  d'une  trajectoire. 
Soit 

une  solution  complète  de  l'équation  de  Jacobi  et  soient 

(3o)  **  =  "'       Tb  =  * 

les  équations  mêmes  de  la  trajectoire  considérée.  Désignons  par 
z,y,  z  les  coordonnées  de  M  et  par  x0,yQ}  z0  celles  de  M'.  On 
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aura,  en  vertu  des  équations  (3o), 

!t-/(*,  y,z,a,b)  =  r-/(^o,  7o.  z0,  «,  l>), 
da  ôa 

Ces  deux  équations  feront  connaître  a  et  b  en  fonction  de  x, 
y,  z,  ;r0,  y0,  ~o  et  permettront,  par  suite,  d'exprimer  l'action  M' M 
par  une  formule 


(32)  M'M  =  S(x,y,  z\  x0,  y0,  z0), 

ne  contenant  que  les  coordonnées  des  points  M,  M'.  Il  est  impor- 
tant de  calculer  les  dérivées  de  cette  fonction.  Or  on  a 

M' M  =  f(x,  y,  z,  a,  b)—f(x0,  yo,  zôy  a.  b) 
et,  par  suite,  en  différenliant  totalement, 

3STM  =  ^S*  +  d/sjr^.dlèz-p-Zx0-  dfi  fyQ-pZzu 

âx  ày  -*        ôz  dx0  dy0  J         dz0 

+  '</-/•>  fa +«/-/'>  te. 
àa  do 

Comme  les  coefficients  de  Sa,  ùb  sont  nuls  en  vertu  des  équa- 
tions (3i),  il  reste  simplement 

dx  dy  J        dz  âx0      u       ày0  àz0 

ou,  en  remplaçant  les  dérivées  de  fel/0  par  les  vitesses, 

( 33  )        8 M' M  =  x'  8ar  -h  ^'  8/  -h  z'  oz  —  x0  8:r0  — y'o  fyo  —  zo  %zo- 

Cette  relation,  d'où  la  fonction  f  a  complètement  disparu,  et 
que  l'on  peut  établir  aussi  par  le  calcul  des  variations,  est  ana- 
logue à  celles  que  nous  avons  démontrées  aux  n08  525  et  540.  Elle 
donne  la  variation  de  l'action  étendue  à  un  segment  de  trajectoire 
M' M  {Jig*  36)  lorsqu'on  passe  à  un  segment  de  trajectoire  infini- 
ment voisin  PP'.  On  peut  lui  donner  une  forme  entièrement  géo- 
métrique. Si  M'MP,  MM'P'  désignent  les  angles  que  fait  en  M, 
M'  la  trajectoire    avec  les   déplacements  infiniment  petits  MP, 
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M'P',  on  a  évidemment 

x'qx  -+-  y'ty  -+-  z'Zz  =  —  MP^coslvriVlP, 

^o^o  +  /ifyo  +  ^o^o=      M'P'(s)  cosMM'P'- 

En  remplaçant  les  vitesses  ^-,  f  ^- j    parleurs  valeurs  déduites 
de  l'équation  des  forces  vives,  on  aura 


18  MM  =  —  MP  /aUu  +  2  h  cosM'M  P 
—  M' P'  /îlîM,+  2A  cos  M  M' F. 
Fig.  36.      . 


Cette  formule  comprend,  comme  cas  particulier,  celle  qui  est 
relative  à  la  différentielle  d'un  segment  de  droite,  et  elle  donne 
naissance  à  des  conséquences  analogues.  Nous  signalerons  seule- 
ment la  suivante,  que  le  lecteur  établira  en  étendant  la  méthode 
donnée  au  n°  450  pour  la  démonstration  du  théorème  de  Malus. 

560.  Étant  donnée  une  trajectoire  quelconque  et  une  sur- 
face (D),  on  peut  imaginer  que  la  trajectoire,  à  son  point  de  ren- 
contre avec  la  surface  (D),  se  réfléchisse,  ou  se  réfracte  d'après 
la  loi  du  sinus,  de  la  même  manière  qu'un  rayon  lumineux.  La  loi 
de  la  réflexion  ou  de  la  réfraction  détermine  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire réfléchie  ou  réfractée;  et,  comme  une  trajectoire  corres- 
pondante à  une  valeur  .donnée  de  la  constante  des  forces  vives  est 
pleinement  définie  lorsqu'on  connaît  un  de  ses  points  et  la  tangente 
en  ce  point,  on  voit  que  l'on  pourra  toujours  déterminer  par  une 
construction  géométrique  ce  que  nous  appelons  la  trajectoire 
réfléchie  ou  réfractée.  Cette  définition  étant  admise,  les  raison- 
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nements  du  n°  450  et  l'emploi  de  la  formule  (34)  nous  conduisent 
au  théorème  suivant  : 

Considérons  toutes  les  trajectoires  du  mobile  qui  sont  nor- 
males à  une  sur/ace  (S),  et  supposons  qu'elles  se  réfléchissent 
ou  se  réfractent  sur  une  sur/ace  (D),  les  trajectoires  réfléchies 
ou  réfractées  seront  aussi  normales  à  une  surface  (S,)  que 
l'on  construira  de  la  manière  suivante  :  Si  M  est  le  point  où 
la  trajectoire  est  normale  à  (2),  P  celui  où  elle  rencontre  (D), 
on  prendra  sur  la  trajectoire  réfractée  un  arc  PM'  tel  que 
l'action,  étendue  à  l'arc  PM',  soit  égale  au  produit  de  l'action 

étendue  à  l'arc  MP  par  la  constante  —  >  n  étant  l'indice  de 
réfraction. 

561.  On  peut  imaginer  des  conditions  dynamiques  qui  obligent 
les  trajectoires  à  se  réfléchir  ou  à  se  réfracter  d'après  les  lois  que 
nous  venons  d'indiquer.  Supposons,  en  effet,  que,  dans  le  voisi- 
nage de  la  surface  (D),  la  fonction  des  forces  varie  brusquement 
de  telle  manière  qu'elle  soit  remplacée  par 

ns(U-+-A)  —  h, 

n  étant  l'indice  de  réfraction.  Après  le  passage  à  travers  la  sur- 
face (D),  la  loi  des  trajectoires  redeviendra  la  même;  les  équations 
du  mouvement  (1)  et  (2)  changent,  il  est  vrai  ;  mais  il  suffit,  pour 

ramener  la  forme  primitive,  d'y  remplacer  dt  par  —  •   On  aura 

donc  les  mêmes  trajectoires,  mais  parcourues  avec  des  vitesses 
qui  seront  augmentées  dans  le  rapport  de  l'indice  n  à  l'unité.  Pour 
savoir  comment  les  trajectoires  se  substituent  les  unes  aux  autres 
dans  le  voisinage  de  (D),  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  de 
MM.  Thomson  et  Tait.  Si  les  trajectoires  incidentes  sont  nor- 
males à  une  surface  (S),  elles  demeureront  normales  à  toutes  les 
surfaces  que  Ton  obtiendra  en  prenant  à  partir  de  leur  point  d'in- 
cidence sur  (S)  un  arc  tel  que  l'action  étendue  à  cet  arc  ait  une 
valeur  donnée.  Soient  M  le  point  d'incidence  pour  une  des  trajec- 
toires, P  le  point  où  elle  rencontre  D,  M' un  point  de  la  trajectoire 
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réfractée.  On  aura 

«/M 


MP 

,M' 

PM' 


\'=nf    /aU-f-2Àcfe. 
Si  donc  on  détermine  le  point  M'  par  l'équation 

f     /2U  -+-  aÀrf*  -+■  n  !      ^i\}  -+-  -ihds  =  const., 

M  «/p 

on  devra  obtenir  une  surface  normale  aux  trajectoires  réfractées. 
Cette  condition,  combinée  avec  la  formule  (34),  détermine,  on  le 
reconnaîtra  aisément,  la  loi  de  la  réfraction,  et  l'on  retrouve  ainsi 
précisément  la  loi  de  Descartes  que  nous  avions  admise  a  priori, 
dans  le  numéro  précédent. 
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CHAPITRE   VIII. 

LE    PROBLÈME    GÉNÉRAL    DE    LA    DYNAMIQUE. 

Équations  de  La  grange.  —  Transformation  d'Hamilton.  —  Définition  d'une  famille 
de  solutions.  —  Équations  aux  dérivées  partielles  qui  définissent  la  famille.  — 
Familles  orthogonales.  —  Équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi.  —  Usage 
que  l'on  peut  faire  de  ses  différentes  solutions.  —  Expression  de  la  force  vive 
due  à  M.  Lipschitz.  —  Principe  de  la  moindre  action.  —  Formule  de  M.  Liou- 
ville.  —  Définition  de  V action.  —  Expression  de  l'action  élémentaire  au  moyen 
d'une  intégrale  complète  de  l'équation  de  Jacobi  et  de  ses  dérivées  par  rapport 
aux  constantes.  —  Autre  méthode  d'exposition  des  résultats  précédents;  élimi- 
nation du  temps  à  l'aide  du  principe  des  forces  vives.  —  Définition  des  angles 
par  rapport  à  une  forme  quadratique,  travaux  de  M.  Bel  tram  i.  —  Définition 
et  propriétés  d'invariance  des  paramètres  différentiels  A0,  A (8,  8t).  —  Transfor- 
mations remarquables  de  la  forme  quadratique.  —  Lignes  géodésiques  de  la 
forme,  extension  des  théorèmes  de  Gauss.  —  Application  au  problème  gé- 
néral de  la  Dynamique. 


562.  Les  méthodes  que  nous  avons  appliquées  dans  les  deux 
Chapitres  qui  précèdent  s'étendent  d'elles-mêmes  à  l'étude  du 
problème  général  de  la  Mécanique.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  déve- 
lopper ici  ce  nouveau  mode  d'exposition  des  résultats  fondamen- 
taux qui  sont  dus  à  Hamilton  et  à  Jacobi  ;  car  nous  serons  ainsi 
conduits  à  certaines  propriétés  générales  des  formes  quadratiques 
qui  éclaireront  les  résultats  précédents  et  nous  seront  utiles  dans 
la  suite. 

Envisageons  un  problème  de  Mécanique  dans  lequel  il  existe 
une  fonction  des  forces,  que  nous  supposerons  indépendante  du 
temps.  Soient  qtJ  q2,  . ..,  qn  les  variables  indépendantes  dont 
dépend  la  position  du  système  mobile,  q\,  . . .,  q'n  leurs  dérivées 
par  rapport  au  temps  et  2Ï  la  force  vive,  définie  par  la  formule 

(i)  2T  =  aI1y'12-^2a11y'1^,-^-...=22a|*^^'*, 

où  les  coefficients  a^  sont  des  fonctions  données  de  qt,  qif ...,  qn. 
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Le  mouvement  sera  défini  par  les  équations  de  La  grange 


(*) 


dt  dq't        dqt       dqt  ""    ' 


(t  =  i,a,...,n). 


Hamilton  a  montré  que,  si  Ton  introduit  les  variables  auxiliaires 

dT 


(3) 


aikÇ'k*        (*  =  i>a»  •  ••»*)> 


on  peut  transformer  ces  équations  de  la  manière  suivante. 
Posons 


(4) 


H  =  T-U. 


On  peut  exprimer  H  en  fonction  des  variables  />,-,  qk\  il  suffit, 
pour  cela,  de  déduire  des  équations  (3)  les  valeurs  de  q\,  q't^ ...,  qn 
et  de  les  porter  dans  l'expression  précédente.  Si  l'on  pose 


(5) 


D  = 


«Il       «Il       «l/i 
«21         


«ni      «ni      «/*« 

ou,  en  adoptant  la  notation  de  M.  Kronecker, 

D  =  |a/*|,  (*,  A*  =  1,2,  ...,/i), 

et  si  Ton  désigne  par  Ai*  le  coefficient  de  a/*  dans  le  déterminant 
précédent,  les  formules  (3)  nous  donnent  * 


(6) 


n'  A"  n 

<7.=   D/>i 


"b 


/>«. 


Comme  on  a,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 
(7)  if  =P\q\+-+Pnq'n, 

on  obtiendra  sans  difficulté  la  valeur  suivante  de  T 

que  l'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit 

|  «ii     ...     «m     P\ 


(9) 


D  ]  «/n     . . .     a„„    pn 


Pi 


Pn       O 


D.  —  II. 


3i 
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et  de  là  on  déduit 

(10)  H  =  T-U  =  2Jd22A/a/,^-U' 

Une  fois  connue  cette  valeur  de  H,  les  équations  du  mouvement 
se  présentent  sous  la  forme  canonique 

,  •  dq(_dH  dPi  dH 

et  l'équation  des  forces  vives 

(12)  T  =  U-t-A 

s'écrit  ainsi 

(i3)  H  =  A. 

Tel  est  le  premier  résultat  établi  par  Hamilton. 

563.  Considérons  maintenant  toutes  les  solutions  du  problème 
pour  lesquelles  la  constante  des  forces  vives  a  une  valeur  donnée 
h  et  soient 

04)  qt  =//(<?!,  cj, . . .,  c,„_j,  h,  t  —  *0),         (i  =  i,  2, . . ,?  n) 

les  équations  qui  font  connaître  les  valeurs  des  variables  qi  en 
fonction  du  temps. 

Les  valeurs  des  variables  pt  définies  par  les  formules  (3)  seront 

(i5)      />/=«/i^1+«ft^+...  +  «/»3£i  (i  =  i,  a,. ..,»). 

Au  lieu  de  conserver  les  solutions  les  plus  générales,  imaginons 
que  Ton  établisse,  entre  les  in  —  i  constantes  c/  et  A,  n  —  i  rela- 
tions, d'ailleurs  quelconques.  Par  exemple,  on  annulera  n  —  i 
constantes,  ou  bien  Ton  considérera  l'ensemble  des  solutions  qui 
correspondent  à  une  même  position  initiale  donnée  du  système,  etc. 
On  obtiendra  ainsi  des  formules  contenant  seulement  n i  con- 
stantes 

(16)  qi  =  «p/(ci,  c„ . . .,  cn-u  /i,  t  —  t0),        (i  =  i,  a, . . .,  n), 

qui  définiront  ce  que  nous  appellerons  une  famille  de  solutions. 
On  peut  éliminer  t  —  £0  et  les  constantes  a  entre  les  équations 
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précédentes  et  leurs  dérivées 

On  sera  ainsi  conduit  à  un  système  d'équations  différentielles 

(»7)       q\=  •jf  =  *i(qi9q*,'-">qn,h),         (1  =  1,2,...,  n), 

dont  l'intégration  permettrait  de  retrouver  les  équations  (16)  et 
qui  peut  être  considéré  comme  définissant  la  famille  de  solutions 
au  même  titre  que  le  système  (16).  Si  Ton  porte  les  valeurs  pré- 
cédentes dans  les  formules  (3),  on  en  déduira  des  expressions  de 
Pi  y  •  •  •  ?  pn  en  fonction  de  qK ,  .  • . ,  qn 

(18)  pt  =  *f/(yi,  q*, . . .,  qn,  h), 

qui  pourront  tenir  lieu  du  système  (17).  Nous  allons  maintenant 
donner  les  équations  qui  déterminent  les  fonctions  *F|. 
Considérons  d'abord  les  n  équations  suivantes 

dpi  _  _  <m 

dl   """       dqi 

du  système  (1 1);  les  />/  étant  exprimées  en  fonction  des  variables 
y/,  elles  prennent  la  forme 

àpt     ,       dpi    ,  dpi     ,  dU 

<tyi  ^1"  <ty«  àqi 

et,  si  Ton  remplace  q\  par  sa  valeur  -r—  ,  on  trouve 

D'autre  part,  si  Ton  porte  les  expressions  de  p^  . . .,  pn  dans 
l'équation  des  forces  vives 

(20)  II  =  h, 

on  doit  obtenir  une  identité.  Il  faut  donc  que  la  dérivée  du  pre- 
mier membre  par  rapport  à  qi  devienne  nulle,  ce  qui  donne  la  re- 
lation 

dH      ^dU  dpk  _ 

âqi      Mddpk  dqi  ~~  °" 
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En  la  retranchant  de  l'équation  (19),  on  trouve 


V^H     (dP*  dPi\  ~ 


(i=  i,2,...,n). 


Ainsi  les  variables  />/,  considérées  comme  fonctions  de  q <,...,  qn , 
doivent  satisfaire  aux  équations  (20)  et  (21). 

Considérons  maintenant  le  second  groupe  des  équations  diffé- 
renlielles  (1 1) 

Lorsqu'on  y  aura  remplacé  les/?/  parleurs  valeurs,  on  aura  formé 
un  système  de  n  équations  différentielles  du  premier  ordre,  l'équi- 
valent du  système  (17),  dont  l'intégration  fera  connaître  les  valeurs 
de  <7i,  q2,  •  ••}  qn  en  fonction  du  temps  et  de  n  —  1  constantes  ar- 
bitraires qui  viendront  s'ajouter  à  la  constante  des  forces  vives. 
Toute  la  difficulté  est  donc  ramenée,  on  le  voit,  à  déterminer 
d'abord  les  expressions  de  pt,  p2,  .  .  .,  Pn  satisfaisant  aux  équa- 
tions (20)  et  (21). 

564.  Le  problème  étant  ainsi  transformé,  on  n'aperçoit  nulle- 
ment que  l'on  ait  fait  un  pas  vers  la  solution  :  l'intégration  des 
équations  (20)  et  (21)  constitue,  en  apparence,  une  question  beau- 
coup plus  difficile  que  celle  qu'il  s'agissait  de  résoudre. 

Seulement  ce  problème  a  des  solutions  particulières  qui  sont 
mises  en  évidence.  On  reconnaît,  en  effet,  immédiatement  que 
les  équations  (21)  seront  vérifiées  si  l'on  prend  pour/?,,  . . .,/?/, 
les  dérivées  d'une  même  fonction  quelconque  6 

(23)  Pt  = -» — >         Pî— a — >  •**'  P»  =  "î — " 

V       '  r         àqi  dqt  r  ôqn 

Quant  à  l'équation  (20),  si  l'on  y  porte  les  valeurs  précédentes 
des  variables  pi,  elle  se  transformera  en  une  équation  aux  dérivées 
partielles  qui  définira  la  fonction  0.  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(*4>  a8-2-2td  dfiWk9 
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on  trouve  ainsi 

(25)  A0  =  2(U-hA), 

et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

A  chaque  intégrale  de  V équation  aux  dérivées  partielles 
(25)  correspond  une  famille  de  solutions  du  problème  proposé 
pour  lesquelles  h  est  la  constante  des  forces  vives  et  que  Von 
déterminera  complètement  en  effectuant  V intégration  du  sys- 
tème d'équations  différentielles. 

(26)  ^=2a''*S£  =  S,    <*=!,*,...,»). 

k 

D'après  les  raisonnements  que  nous  venons  d'exposer,  il  est 
clair  que  le  théorème  précédent  fournit  seulement  des  famillles 
particulières  de  solutions;  mais  nous  verrons,  et  l'on  peut  dé- 
montrer dès  à  présent,  que  ces  familles  particulières  compren- 
dront toutes  les  solutions  possibles  du  problème  proposé.  Soit  en 
effet  (y)  une  telle  solution;  elle  est  entièrement  définie  par  les 
valeurs  initiales  pf,  q\  des  variables  /?,,  q^  valeurs  qui  doivent 
d'ailleurs  satisfaire  à  l'équation  des  forces  vives 

H  =  h. 

Or  il  existe  une  infinité  de  solutions  6  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  (25)  telles  que  l'on  ait 

—  =/??         pour        ?i  =  ??,  ...,  qn  =  q?t- 

Dans  chacune  des  familles  correspondantes,  la  solution  (y')  dé- 
finie par  les  valeurs  initiales  q\  des  variables  qi  coïncidera  avec  la 
solution  (y);  car,  pour  les  deux  solutions,  les  valeurs  initiales 
/?°,  ql  de  toutes  les  variables/?/,  q^  seront  les  mêmes. 

565.  Nous  donnerons  le  nom  de  familles  orthogonales  à 
toutes  celles  qui  sont  définies  par  l'équation  (a5)  et  le  système 
(26).  Lorsqu'on  connaîtra  la  solution  8,  la  détermination  complète 
de  la  famille  correspondante  exigera  l'intégration  du  système  (26). 

Cette  dernière  intégration  sera  facilitée,  et  pourra  même  être 
rendue  inutile,  si  la  solution  6  contient  un  certain  nombre  de  con- 
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stantes  arbitraires.  C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  fonda- 
mental de  Jacobi,  que  nous  allons  d'abord  démontrer. 
Soit 

0  =/(^i,...,  Çni  ctl...,  ex,  A) 

une  solution  de  l'équation  (25)  contenant  les  constantes  arbi- 
traires ct,  ...,  c\.  En  difTérentiant  les  deux  membres  de  cette 
équation  par  rapport  à  Tune  quelconque  cp  des  constantes  pré- 
cédentes et  remarquant  que  U  +  h  ne  contient  pas  cpi  on  trouve 


ZdZd  D    àqi 


oqk  de, 


=  o. 


D'après  la  formule  (6),  l'ensemble  des  coefficients  de  -? — r—  est 


précisément  qh.  On  aura  donc 


y- 

A*dq 


kàci 


qk  =  o 


ou,  plus  simplement, 
et,  en  intégrant, 


El  f—\  - 
dt  \dcp)  ~0' 


-r—     =  CODSt.  =  Cp. 
OC  p 


On  démontrerait  de  la  même  manière  l'équation 


d 

dt 
Ainsi  : 


Si  la  fonction  8  contient  dans  son  expression  les  constantes 
arbitraires  c^  c2,  . . . ,  ex,  les  équations 

sont  autant  d'intégrales  du  système  (26);  de  plus,  si  Von  n'a 
pas  attribué  à  la  constante  des  forces  vives  une  valeur  numé- 
rique, l'équation 

<28>  £=<- 

fera  connaître  le  temps. 

Si  l'intégrale  8  est  complète,  c'est-à-dire  si  elle  contient 
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n  —  1  constantes  arbitraires  cp>  les  équations 

donneront  l'intégration  complète  du  système  (26). 

La  proposition  de  Jacobi  se  trouve  ainsi  établie. 

Ici  encore,  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  du  n°  555, 
on  reconnaîtra  à  quelles  conditions  doit  satisfaire  l'intégrale  com- 
plète. Il  faut  que,  si  on  la  considère  comme  fonction  des  con- 
stantes cpj  elle  ne  satisfasse  à  aucune  équation  de  la  forme 

F{tel>'''>d^l>Cu'--'Cn-uh)=ZO' 

Cette  condition  est  d'ailleurs  équivalente  à  la  suivante  :  0,  con- 
sidérée comme  fonction  de  y,,  . ..,  qnj  ne  doit  vérifier  aucune 
équation  aux  dérivées  partielles  indépendante  des  constantes  cp  et 
distincte  de  l'équation  (24). 

566.  Les  équations  (29),  auxquelles  il  faut  joindre  les  suivantes 

<3o)  />!=—,         ...,        pa=  — -, 

oqt  oqn 

qui  feront  connaître  les  vitesses,  définissent  la  solution  la  plus 
générale  du  problème  proposé.  Considérons,  parmi  toutes  les 
solutions,  celles  qui  correspondent  à  une  même  position  initiale 
du  système  mobile.  Soient  q°n  . . . ,  q\  les  valeurs  des  variables  qi 
qui  définissent  cette  position  et  soit 

0  =/(tfl»  -  —  yÇn,  Ci9...,Ca_i,  A) 

la  solution  qui  figure  dans  les  formules  (3o).  Nous  poserons 

A  =/(??>  -  •  •  i  9n,  Ci,  .  . .,  C/»-i,  A); 

les  équations  (29)  devant  être  vérifiées  quand  on  y  fait  qi=qff  on 
aura 

Ci       dct' 

et,  par  suite,  ces  équations  prendront  la  forme 

(3i)  ^"/^""/,°)=0»  (t  =  i,2,...,n  — 1). 
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En  attribuant  aux  constantes  a  toutes  les  valeurs  possibles 
dans  ces  équations,  on  obtient  ainsi  ce  que  nous  avons  appelé  une 
famille  de  solutions.  Cette  famille  est  orthogonale;  on  peut  le 
montrer  de  la  manière  suivante. 

D'après  la  définition  même  des  familles  orthogonales,  tout  re- 
vient à  établir  que  l'expression 

(32)  2^^/=2J£^ 

est  une  différentielle  exacte  après  qu'on  y  a  remplacé  les  con- 
stantes a  par  leurs  expressions  en  fonction  de  qK,  ...,  qn  déduites 
des  équations  (3i).  Or,  si  l'on  considère  la  fonction 

°=f—  fo, 

où  l'on  a  remplacé  les  constantes  ex  par  leurs  valeurs  déduites  des 
équations  (3i),  et  si  on  la  différentie  totalement,  on  trouve 

Les  coefficients  des  différentielles  dcp  étant  nuls  en  vertu  des 
équations  (3i),  d<r  devient  égal  à  l'expression  (32).  La  proposition 
que  nous  avions  en  vue  est  donc  établie.  Nous  la  retrouverons 
plus  loin  par  une  voie  toute  différente. 

La  solution  particulière  y  que  nous  venons  d'obtenir,  solution 
que  l'on  peut  exprimer  en  fonction  de  qi9  . . . ,  qn,  q%  • .  . ,  y,0,, 
joue,  comme  on  sait,  un  rôle  fondamental  dans  la  théorie  d'Ha- 
milton.  .    - 

Les  raisonnements  précédents  subsisteraient  sans  modification 
si  Ton  substituait  à/0  une  fonction  quelconque 

<p(ci,  c2,  ...,cftH,  h); 
de  sorte  que  les  équations 

53- (/—  ?)  =  °>  (/>  =  1 ,  2, . . . ,  /i  —  1) 

définissent  toujours  une  famille  orthogonale.  Cette  famille  corres- 
pond à  cette  solution  6  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  que  l'on 
obtient,  d'après  la  règle  de  Lagrange,  en  éliminant  c^c*,  . . . ,  cn-\ 
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entre  l'équation 

G=/-<p 

et  ses  dérivées  par  rapport  aux  constantes  arbitraires. 

567.  Les  remarques  précédentes  s'appliquent  toutes  à  l'hypo- 
thèse où  la  solution  8  contiendrait  des  constantes  arbitraires. 
Quand  il  n'en  sera  pas  ainsi,  il  faudra,  pour  déterminer  la  famille 
de  solutions  correspondante  à  la  solution  8,  intégrer  le  système 

(26).  Toute  intégrale 

F  =  const. 

de  ce  système  devra  satisfaire  à  l'équation  linéaire 

dqk  qk  ~2d2d  ~D~  d'qi  dffc~°' 
Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  A(8,  F)  l'expression 

L'intégration  du  système  (26)  équivaut  donc  à  celle  de  l'équation 
linéaire 

(34)  A(0,  F)  =  o. 

Remarquons  que  le  symbole  précédent  se  réduit  à  A 8  lorsqu'on 
y  suppose  F  =  8. 

La  considération  des  familles  orthogonales  va  nous  conduire  à 
une  expression  remarquable  de  la  force  vive  du  système  mobile  qui 
a  été  signalée  par  M.  Lipschitz  (l).  Soient  8  une  solution  quel- 
conque de  l'équation  (26)  et  8^  82,  . .  .,  §n-i  'es  n  —  1  intégrales 
distinctes  de  l'équation  linéaire  correspondante  (34); 

forment  un  système  de  n  fonctions  indépendantes-,  car,  si  8  pouvait 


(*)  R.  Lipschitz,  Untersuchung  eines  Problems  der  Variations-rechnung  in 
welchem  das  Problem  der  Mechanik  enthalten  ist  {Journal  de  Crellef 
t.  LXXIV;  1871).  On  pourra  consulter  aussi  une  analyse  de  ce  Mémoire  rédigée 
par  l'auteur  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1"  série,  t.  IV,  p.  21a; 
i873. 


490  LIVRE    V.  —  CHAP.    VIII. 

s'exprimer  en  fonction  de  8,,  . . . ,  8„_i,  on  aurait 

A(0,  8)  =  AÔ=o, 

ce  qui  est  impossible,  A8  étant  égal  à  U  4-  A.  Nous  pouvons  donc 
introduire  dans  la  forme  quadratique 

qui,  divisée  par  dt2,  donnerait  la  force  vive,  les  variables  8,  8/  à 
la  place  des  variables  47.  On  obtient  ainsi  une  expression 

(  35  )     22  atk  dqi  dqk  =  B  d^  "*"  22  B/  d*  d*'  "^"22  *ik  d*' d**'' 

nous  allons  chercher  d'abord  les  valeurs  des  coefficients  B,  B/. 
D'après  l'équation  précédente,  on  a 

(36) 


B.-22 


àçi  dqk 

a'kl*Wp 


Or,  lorsque  8  varie  seule,  les  équations  du  mouvement  sont  vé- 
rifiées; cela  résulte  de  ce  que  8f,  . . .,  8,,_i  sont  les  intégrales  du 
système  (a6).  On  a  donc 
/o   .  àqt         ,dt 

(37)  M=qidV 

-7-  désignant  la  dérivée  de  8  par  rapport  au  temps  dans  le  mouve- 
ment naturel.  On  déduit  de  là 


ou  encore 


(38)  2àaik'd^==ô^^' 

Si  l'on  multiplie  cette  équation  par  ~  et  si  l'on  ajoute  toutes 
les  équations  semblables,  on  aura 

"W        fyt  àqk  __  /^  à§   àq{\  dt 
ZàZàaik  ~0S  ~SÔ~  ""  \2ddfi  "âo  /  db  ' 
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ment  de  variables,  le  coefficient  de  -^  est  l'unité, 


ou,  en  remarquant  que,  d'après  les  formules  relatives  au  change- 
ai 

35' 


L'emploi  de  la  formule  (37)  nous  permet  d'éliminer  les  dérivées 


—■  et  nous  donne 

</0 


22«/**i*l  =  3T 


ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  des  forces  vives, 

(39)  2  =  *(Uh-A>- 

Telle  est  la  formule  qui  fera  connaître  la  dérivée  de  8  dans  le 
mouvement  naturel.  On  en  déduit  la  valeur  suivante  de  B  : 

Calculons  maintenant  la  valeur  de  Bp.  Si  Ton  multiplie  les  deux 
membres  de  l'équation  (38)  par  —-'>  on  aura,  en  ajoutant  toutes 
les  équations  semblables, 

**>~2*2Jlik  ~d$Wp-~dà  W*àïi  ~à*P\ 

et,  comme   le  second  membre  est  évidemment  nul  d'après  les 
formules  relatives  au  changement  de  variables,  on  aura 

1^=0. 

En  portant  les  valeurs  de  B  et  de  B^  dans  l'équation  (35),  on 
sera  donc  conduit  à  l'identité  fondamentale 

(40)  (•2\J  +  2h)^^aikdqidqk  =  dV+f(db1,...,d<)n-l). 

f  désignant   une   forme    quadratique    des    n  —  1    différentielles 
rf9,,  .  . .,  d$n_t  qui  sera  nécessairement  définie  positive. 

568.  Telle  est  la  formule  établie  par  M.  Lipschilz.  On  peut  en 
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déduire  une  démonstration  nette  et  précise  du  principe  de  la 
moindre  action.  Sous  la  forme  qui  lui  a  été  donnée  par  Jacobi  ('), 
ce  principe  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Étant  données  deux  positions  (P0)  et  (P4)  du  système  mo- 
bile, imaginons  tous  les  déplacements  continus  qui  amènent  le 
système  de  la  première  position  à  la  seconde,  les  vitesses  sa- 
tisfaisant à  chaque  instant  à  V équation  des  forces  vives 


2T  =22 a/*^* = 2(U  "*"  h)t 

Si  Von  considère  V intégrale 

(40    y  '  2™"'^= f  ' v^ u h- ih  1/22 atk dqt dqky 

relative  à  chacun  de  ces  déplacements,  elle  sera  moindre  pour 
le  mouvement  naturel  que  pour  tous  les  autres  déplacements. 

Nous  verrons  plus  loin,  en  effet  (n°  571),  que  la  variation  pre- 
mière de  l'intégrale  précédente  est  toujours  nulle  lorsqu'on  passe 
du  mouvement  naturel  à  tout  autre  mouvement  infiniment  peu 
différent  amenant  le  système  de  (P0)  en  (P4  ).  Nous  allons  démon- 
trer ici  une  proposition  plus  précise  et  prouver  que  Tintégrale 
sera  réellement  un  minimum  lorsque  la  position  (P*)  sera  suffi- 
samment voisine  de  (Po)* 

Soit,  en  effet,  (y)  un  des  mouvements  naturels;  considérons 
une  famille  orthogonale  de  solutions  (F)  à  laquelle  appartiendra 
le  mouvement  (y).  On  peut,  par  exemple,  choisir  toutes  les  solu- 
tions correspondantes  à  une  position  initiale  (P')  qui  soit  l'une 
de  celles  que  prend  le  système  dans  le  mouvement  naturel. 
Constituons  un  domaine  continu  de  positions,  caractérisé,  par 
exemple,  par  certaines  inégalités  auxquelles  doivent  satisfaire  qt9 
72>  •••>  Cm  assujetti  à  l'unique  condition  que  la  solution  0  de 
l'équation  (25),  qui  caractérise  la  famille  orthogonale,  y  reste  finie 
et  uniforme,  ainsi  que  ses  dérivées  premières,  sauf  peut-être  pour 
une  certaine  position  déterminée  (P'7).  Supposons,  de  plus,  que 


(*)  Vorlesungen  ûber  Dynamik,  sixième  Leçon. 
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ce  domaine  comprenne  dans  son  intérieur  une  partie  des  positions 
qu'occupe  le  système  mobile  dans  le  mouvement  (y).  Si  (P0)  et 
(P4)  désignent  deux  de  ces  positions,  nous  allons  montrer  que 
l'intégrale 

(  4*  )  a  =  J      ^iîT-^ïh  1/2)2 auc  dqi  dqk" 

à  laquelle  nous  donnerons  le  nom  faction,  sera  plus  petite  dans 
le  mouvement  naturel  que  pour  tout  autre  mouvement  s'accom- 
plissant,  entre  les  mêmes  positions,  à  l'intérieur  du  domaine  dé- 
fini plus  haut.  En  effet,  il  est  impossible  que  deux  positions  dif- 
férentes (P0)î  (P«)>  comprises  à  l'intérieur  du  domaine  défini, 
appartiennent  à  deux  solutions  distinctes  de  la  famille  ortho- 
gonale, correspondantes  à  la  détermination  de  6  que  nous  avons 
choisie.  S'il  en  était  ainsi,  une  des  deux  positions  (P0)»  (Pi)  serait 
distincte  de  (P7)  et,  comme  les  vitesses  relatives  à  cette  position 

sont  déterminées  par  les  équations  (26),   où  les  dérivées  t — ne 

sont,  d'après  l'hypothèse,  ni  infinies,  ni  indéterminées,  il  en  ré- 
sulterait que  les  deux  solutions  distinctes  correspondraient  à  la 
même  position  initiale  et  aux  mêmes  vitesses  initiales,  ce  qui 
est  évidemment  impossible. 

D'après  cela,  évaluons  l'action  51  en  nous  servant  de  la  for- 
mule (4o)*  Nous  aurons 
J/.(Pi) 

Dans  le  mouvement  naturel  on  a 

<f0,  =  dô,  =  . . .  =  dùn-x  =0; 

et,  d'autre  part,  —  étant  toujours  positive  d'après  la  formule  (3g), 
9  est  une  fonction  croissante.  On  aura  donc 


%=  /       ^0  =  0tPl)-0(po). 


Si  l'on  considère  maintenant  tout  autre  mouvement  s'accom- 
plissant  dans  le  domaine  défini,  il  ne  peut,  d'après  la  démonstra- 
tion précédente,  réunir  les  deux  positions  (Po)>  (P«)  et  constituer 
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une  solution  de  la  famille  orthogonale  correspondante  à  la  déter- 
mination de  0  que  nous  avons  choisie.  Par  suite,  les  différentielles 
rfô,,  ...,  d$n_{  ne  seront  pas  toujours  nulles  dans  ce  second 
mouvement;  et,  comme  y  est  une  forme  définie  positive,  l'inté- 
grale 3L,  évaluée  dans  le  nouveau  mouvement,  sera  supérieure  à 

/       /rfÔ* 
et  a  fortiori  à 

f      d8. 

(p.) 

Or,  la  fonction  0  étant  bien  déterminée  à  l'intérieur  du  domaine, 
cette  dernière  intégrale  est  toujours  0(Pi)  —  9(P-).  La  proposition 
que  nous  avions  en  vue  est  donc  établie. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  famille  orthogonale  consi- 
dérée soit  celle  qui  est  formée  par  toutes  les  solutions  qui  ont  en 
commun  la  position  initiale  (Po)-  Soit  0  l'intégrale  correspondante 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles,  à  laquelle  on  pourra  toujours 
ajouter  une  constante,  de  telle  manière  qu'elle  s'annule  pour  la 
position  (P0).  Le  domaine  continu  pourra  être  ici  caractérisé  par 
l'inégalité  (  '  ) 

e<A, 

A  étant  une  constante  positive  choisie  par  Tunique  condition  que 
6  et  ses  dérivées  ne  deviennent  ni  infinies,  ni  indéterminées  à  l'in- 
térieur du  domaine.  Alors  l'action,  dans  le  mouvement  naturel  qui 
s'effectue  à  l'intérieur  du  domaine  entre  la  position  (P0)  et  une 
autre  position  (P<)  comprise  dans  le  domaine,  sera  un  minimum 
absolu.  Car,  d'après  la  démonstration  précédente,  elle  est  plus 
petite  que  celle  qui  est  relative  à  tout  autre  mouvement  s'accom- 
plissant  dans  le  domaine;  mais  elle  est  aussi  inférieure  à  celle  qui 
se  rapporte  à  tout  mouvement  sortant  des  limites,  puisque  déjà 
l'action  dans  ce  mouvement,  étendue  seulement  jusqu'à  la  pre- 
mière position  pour  laquelle  il  sort  du  domaine,  est  au  moins 
égale  à  A  et,  par  suite,  supérieure  à  9(Pi).  Ce  raisonnement  ne  diffère 


(f)  La  définition  complète  et  précise  de  ce  domaine  exigerait  quelques  dévelop- 
pements qui  sont  analogues  à  ceux  que  nous  avons  donnés  aux  noa  518  et  521  rela- 
tivement aux  lignes  géodésiques. 
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que  par  le  nombre  des  variables  de  celui  que  nous  avons  présenté 
aun°521. 


La  démonstration  précédente  établit  donc,  sans  l'inter- 
vention du  calcul  des  variations  et  par  des  méthodes  purement 
algébriques,  le  principe  de  la  moindre  action;  sous  ce  point  de 
vue,  elle  doit  être  rapprochée  de  celle  que  M.  Liouville  a  fait  con- 
naître dans  un  article  inséré  en  i856  aux  Comptes  rendus  (*). 
Nous  allons  indiquer  rapidement  une  méthode  nouvelle  qui  con- 
duit aux  résultats  obtenus  par  l'illustre  géomètre. 
Désignons  par  xsi  les  expressions 


(41) 


Wi  =  a/i  dçi  H-  a/j  dq^  • 


a/n  dqn, 


qui  sont  égales  aux  quantités  pi  multipliées  par  dt,  et  considérons 
la  forme  quadratique 


(45) 


K  = 


«îi 


«ni 


<*>\n 


àqi 


àqn 


àqn 


O 
o 


O 
O 


On  reconnaîtra  aisément  qu'elle  est  toujours  positive  ou  nulle 
et  qu'elle  ne  peut  s'annuler  que  si  Ton  a 


**! 

ÏÏTj 

mn 

M 

■~efl-" 

""-w 

àqi 

àq* 

àqn 

Cela  posé,  désignons  par  les  notations  biiy  bi2,  bu,  b22  Jes 
quatre  éléments  qui  sont  des  zéros  et  qui  appartiennent  aux  deux 
dernières  lignes   et  aux  deux  dernières  colonnes.  Une  formule 


(*)  J.  Liouville,  Expression  remarquable  de  la  quantité  qui,  dans  le  mou- 
vement d'un  système  de  points  matériels  à  liaisons  quelconques ,  est  un  mi- 
nimum en  vertu  du  principe  de  la  moindre  action  (^Comptes  rendus,  t.  XLII, 
p.  n/j6,  et  Journal  de  Liouville,  a6  série,  t.  I,  p.  297;  i856). 
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déjà  rappelée  (p.  124)  nous  donnera  la  relation 

UD;  ^dbndb»  ~  dbn  db»       \dbtJ  ' 

On  établit  immédiatement,  ou  par  des  combinaisons  faciles  de 
colonnes,  que  l'on  a 

D  et  A9  étant  les  expressions  déjà  définies  par  les  formules  (5)  et 
(a4)«  En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (46),  on  trouvera 


A8  22  aik  d9*  d%k  =  û?0«  -4-  g- . 


Si  l'on  suppose  maintenant  que  9  satisfasse  à  l'équation 

A8=a(U-+-A), 
on  aura 

(47)  a(U-H/o22a/*^/rf**  =  rfei"*"  D" 

Celte  équation,  qui  donne,  comme  la  formule  (4o),  une  expres- 
sion de  l'action  élémentaire,  peut  remplacer  cette  identité  et 
jouerait  le  même  rôle  dans  la  démonstration  que  nous  avons 
donnée  du  principe  de  la  moindre  action.  Au  reste,  on  peut 
déduire  très  aisément  la  première  formule  de  la  seconde. 

En  effet,  d'après  l'expression  (45),  on  reconnaît  immédiatement 
que  K  est  une  fonction  quadratique  des  binômes 

oqic  oqi 

Toutes  ces  quantités,  s'annulant  lorsqu'on  se  déplace  sur  une 
trajectoire,  en  vertu  des  équations  différentielles  (26),  seront 
nécessairement  de  la  forme  ' 

K 

jt  sera  donc  une  forme  quadratique  des  différentielles  rf8n  rf82, ..., 

dHnmmi.  Cette  remarque  suffit  à  montrer  que  l'équation  (40)  est  une 
conséquence  de  la  formule  (47)* 
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570.  Nous  négligerons  ici  ce  qui  concerne  le  principe  d'Ha- 
mil  ton.  Il  suffirait,  pour  établir  ce  principe  et  reconnaître  qu'il  y  a 
réellement  un  minimum  de  l'intégrale  correspondante,  de  répéter 
la  démonstration  du  n°  546,  en  substituant  partout  au  terme 
<x2rf8J  la  fonction /(rf^!,  ...,rfO«_j)  qui  figure  dans  la  formule  (4o). 
Nous  insisterons,  au  contraire,  sur  la  généralisation  suivante  d'un 
résultat  établi  au  n°  534. 

Lorsqu'on  connaîtra  une  intégrale  complète  8  de  l'équation  (a5), 
on  pourra  prendre  pour  les  fonctions  8M  ...,  6„_l  les  dérivées 
de  8  par  rapport  aux  constantes  c/.  Posons 

a         d* 


dci  de k  ' 


nous  allons  voir  que  Ton  peut  exprimer  entièrement  le  second 
membre  de  la  formule  (4°)  en  fonction  de  8  et  de  ses  dérivées. 

Remplaçons  partout  dans  cette  formule  la  caractéristique  d  par 
<f-+-),8  et  égalons  les  coefficients  de  X  dans  les  deux  membres; 
nous  aurons  la  relation 

(48)  *(V  +  h)^^aikdqiSgk  =  dMt+^^M<} 

qui  est  équivalente  à  l'équation  d'où  on  Ta  déduite,  mais  qui 
contient  deux  systèmes  de  différentielles.  Les  deux  membres 
peuvent  être  considérés  comme  dépendant  des  ^n  —  i  variables 
qh  dç*i  àq#,  c\.  Laissant  toutes  les  autres  variables  constantes, 
différentions  par  rapport  à  c>.  En  remarquant  que  le  premier 
membre  ne  contient  pas  ex  et  que  l'on  a,  généralement, 

d  du 

-r—  du  —  d —  > 
àc\  oc\ 

nous  trouverons  le  résultat  suivant 


ï^ddMt^  +  ïZidcxddt 


>89,      IA       *Addc\dd§i     '' 
II.  32 
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Cela  posé,  choisissons  pour  les  différentielles  8^, 
valeurs  annulant  88l5  882,  • . .,  86/i_|.  Si  l'on  pose 

<?0  àO 


. ,  ùqn  des 


(49) 


(o)  = 


àqi 
àqi 


àqx 


àqn 

àqn 

àqn 


les  valeurs  de  8yf , ...,  ùqn  seront  proportionnelles  aux  coefficients 

de  ^ — >  '  '  •>  5 —  dans  le  déterminant  précédent.  Si  Ton  désigne  par 

la  notation  (ik)  ce  que  devient  ce  déterminant  lorsqu'on  y  rem- 
place 6  par  8/a,  l'équation  précédente  nous  donnera 


<5o) 


o  =  (o)  rfOX  -+-  i  ^  -/-  (iX),  (X  =  i,  a,  . . .,  n  -  i), 


tous  les  autres  termes  disparaissant  en  vertu  de  l'hypothèse  faite 
sur  8^i ,  . . . ,  oqn.  Si  Ton  joint  aux  équations  précédentes  l'identité 


/-ï2 


àf 
ddfy 


d$i, 


on  pourra  éliminer  toutes  les  dérivées  -  -r-^r-  et  obtenir  l'équation 


(i,i) 

(71  —  1,1) 

dÙx 


(i,n-i) 

(2,71  —  1) 


rfe, 


(ti  —  1,71—1)  ^e„_! 


qui  fera  connaître  /.  On  trouve  ainsi 


(5i) 


,_(o) 
7  ~"  D' 


(i,0 

(2,1) 


(1,71  —  I) 
(2,71  —  1) 


(71  —  I,  l)       ...       (71  —  1,71  —  1)      d^n-X 
d§\  .  . .  d$n—i  O 


LE    PROBLÈME    GÉNÉRAL    DE    LA    DYNAMIQUE.  499 

D'  désignant  le  déterminant 

|  (ik)  |  (i,  /c  =  i,2,  ...,/i  —  i). 

Ainsi  la  forme  quadratique  2(U  +  h)  ^  zl<3i*  dgidg^  qui  re- 
présente ce  que  l'on  peut  appeler  le  carré  de  Y  action  élémentaire, 
sera  entièrement  exprimée  en  fonction  de  0  et  de  ses  dérivées  par 
une  formule  où  ne  subsistera  plus  rien  d'inconnu.  Ce  résultat 
comprend,  comme  nous  l'avons  annoncé,  celui  qui  a  été  démontré 
au  n°  534. 

571.  La  variable  t  joue  un  rôle  très  effacé  et  disparaît  presque 
complètement  dans  les  raisonnements  précédents.  On  aurait  pu 
l'éliminer  dès  le  début  et  retrouver  ainsi,  d'une  autre  manière, 
les  résultats  que  nous  venons  d'établir.  La  question  est  assez  im- 
portante pour  que  nous  indiquions  rapidement  ce  nouveau  mode 
d'exposition. 

On  peut,  en  employant  le  principe  des  forces  vives,  faire 
disparaître  le  temps  des  équations  de  Lagrange.  Si  l'on  pose,  en 
effet, 

les  équations  de  Lagrange  s'écrivent  comme  il  suit  : 

L^fi^/  dt\        dt    ùqt  dqt 

Or  on  a,  d'après  le  principe  des  forces  vives, 


Vf- 


*-.'..lT> 


Si  l'on  porte  cette  valeur  de  dt  dans  les  équations  de  Lagrange, 
elles  prennent  la  forme 


Jd(T)  y/U+^i  1 
là  dqt     /(T)    J 


d(T)  /U-4-A         /(T)     dU  _ 


ou,  plus  simplement, 

(52)  rf^^u  +  AXT)  -  ^V(U  +  À)(T)  =  o. 
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Ce  sont  celles  auxquelles  on  serait  conduit  en  égalant  à  zéro  la 
variation  première  de  l'intégrale 

(53)  f   V(U+A)(T)  =  i   f    'l/^U  +  ^yVa,,^^,. 

Posons 

(54)  ds*  =  (*V  +*h)'£2à*ikdqtdqiï 

ds  désignera  ce  que  nous  avons  appelé  Yaction  élémentaire,  et 

Ton  voit  que  la  solution  du  problème  général  de  la  Mécanique  est 

ainsi  ramenée  à  la  recherche  du  maximum  ou  du  minimum  de 

l'intégrale 

/.(P.) 
/       ds, 

où  ds2  désigne  une  forme  quadratique  assujettie  à  la  seule  condi- 
tion d'être  définie  positive.  C'est  en  cela  que  consiste  le  prin- 
cipe de  la  moindre  action;  et  l'on  reconnaît  immédiatement, 
grâce  à  ce  principe,  que  le  problème  général  de  la  Mécanique 
n'est  qu'une  extension  à  un  nombre  quelconque  de  variables  du 
problème  de  la  recherche  des  lignes  géodésiques.  C'est  à  ce  point 
de  vue  que  nous  allons  nous  placer  maintenant  en  prenant  pour 
guide  un  beau  Mémoire  de  M.  Beltrami  (*  ). 

572.   Étant  donnée  la  forme  quadratique 

(  55  )  ds*  =22a/A  dqi  dqiiy 

si  Ton  fait  un  changement  de  variables  qui  donne 

22a/* dqt  dqh  ==22*/* dn  dr*' 

on  aura  aussi,  en  introduisant  deux  systèmes  de  différentielles, 

SSa/* dqt  ^k —zlzj '*  dri  8r*  • 


(•)  E.  Beltrami,  Sulla  teorica  générale  dei  parametri  differenziali  (Me- 
morie  dell'  Accademia  délie  Scienze  delV  Istiluto  di  Bologna,  série  a»,  t.  VIII, 
p.  549;  1869). 
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Par  suite,  l'angle  (ds,  8$),  défini  par  l'équation 
(  56  )  ds  os  cos  (  ds,  h  )  =  \J  \~  a/*  dqi  Sgr  *, 

sera  un  invariant.  Dans  le  cas  où  la  forme  est  définie,  on  s'assure 
aisément,  par  l'emploi  d'une  identité  deLagrange,  quecos(rfs,  8s) 
est  en  valeur  absolue  inférieur  à  l'unité.  Nous  dirons  que  l'élément 
(ds,  85)  est  V angle  des  deux  directions  définies  par  les  deux 
systèmes  de  différentielles  d  et  8.  Deux  directions  seront  perpen- 
diculaires lorsqu'on  aura 

(57)  ^2i"ikdqtîqk  =  o. 

Étant  donnée  une  relation  quelconque 

(58)  <p(?i>?ih  .,.,?/»)  =  <>, 

elle  définira  ce  que  nous  appellerons  une  surface.  Supposons  que 
Ça  •••>  Çn  varient  sans  cesser  de  satisfaire  à  cette  équation;  leurs 
différentielles  devront,  à  chaque  instant,  vérifier  la  relation 

(59)  X|>=0- 

Nous  réserverons  le  nom  de  ligne  à  l'ensemble  des  valeurs  de 
y4, ...,  qn  qui  sont  des  fonctions  données  d'un  paramètre  variable 
t.  Nous  ne  considérerons  dans  ce  Chapitre  que  des  lignes  et  des 
surfaces.  Une  ligne  et  une  surface  ont,  en  général,  un  nombre 
limité  d'éléments  communs.  La  condition  d'orthogonalité  de  deux 
lignes  ayant  un  élément  commun  sera  exprimée  par  la  formule 
(57),  où  les  caractéristiques  d  et  8  se  rapportent  respectivement 
aux  déplacements  effectués  sur  les  deux  lignes. 

Si  une  ligne  et  une  surface  ont  un  élément  commun,  nous  dirons 
que  la  ligne  est  normale  à  la  surface  lorsqu'elle  sera  normale  à 
toutes  les  lignes  de  la  surface  contenant  l'élément  commun.  Pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  que  l'on  ait 

(60)  ^P^Pkatkdqihsqk  =  o, 


501  LIVRE   V.  —  CHAP.   VIII. 

la  différentielle  d  se  rapportant  à  un  déplacement  sur  la  ligne  et 
la  différentielle  S  à  un  déplacement  sur  la  surface.  Si  la  surface 
est  représentée  par  l'équation  (58),  les  différentielles  Zqi  satisfont 
à  la  seule  condition  (59).  Il  faudra  donc  que  les  coefficients  des 
différentielles  8^,-  dans  les  deux  équations  (57)  et  (5g)  soient  pro- 
portionnels. On  est  ainsi  conduit  au  système 

(60  2«*%  =  *&    <•■=-.• -)• 

k 

où  X  est  un  facteur  de  proportionnalité. 

Si  on  le  résout  par  rapport  aux  dérivées  -^»  on  obtient  les 
valeurs  suivantes 

(6.)  ^  =  *y^r:£-. 

'  ds  M*  D     dqk 

k 

les  symboles  A/a  et  D  désignant  les  quantités  déjà  définies,  c'est- 
à-dire  le  déterminant  |  #/a  |  et  ses  mineurs  du  premier  ordre. 
Comme  on  a 

la  multiplication  des  équations  (61)  et  (62)  donnera 

En  posant  ici  encore 

on  trouvera 

(65)  X«=^. 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  l'ensemble  des  termes  qui 
multiplient  -^-  dans  l'équation  (63)  est  égal,  d'après  la  for- 
mule (61),  à  ^ -p->  on  peut  encore  écrire  cette  équation  sous  la 
forme  suivante 

2àdft  ds  -1' 
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ce  qui  donne 

<•>  î-î- 

la  différentielle  rfcp  se  rapportant,  à  un  déplacement  qui  s'effectue 
sur  la  courbe  normale  à  la  surface.  La  comparaison  des  formules 
(65)  et  (66)  nous  donne  donc 

<67>  „_(2)\ 

et  cette  expression  montre  immédiatement  que  A<p  est  un  inva- 
riant (*). 

573.  Ce  fait  essentiel  peut  aussi  être  établi  de  la  manière  sui- 
vante. Considérons  la  forme  quadratique  ds2  et  cherchons  la 
fonction  m,  telle  que  la  différence 

ds* > 

m 

considérée  comme  fonction  de  dqi9  . . .,  dqn9  se  réduise  à  une 
somme  de  n  —  i  carrés.  Si  Ton  prend  les  dérivées  de  la  différence 
précédente  par  rapport  à  dqK,  dq2,  .. .,  dq,l9  on  obtient  les  n 
équations 

^Paikdqk  —  ±  ^-  rfô  =  o,         (t=  1,2,  ...,/i), 


dont  le  déterminant  devra   être  nul.    On  peut  leur  adjoindre 
l'équation 


qui  définit  rf9.  En  éliminant  tfô,  dqt,  . .  .,  dqn,  on  est  conduit  à 
une  équation  qui  donne  précisément 


m  =  AO. 


La  fonction  m  étant,  d'après  sa  définition  même,  un  invariant, 
il  en  sera  de  même  de  AO. 


(  »  )  E.  Beltrami,  Mémoire  cité. 
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574.  Puisque  la  différence 

,7  1       «** 

se  réduit  à  une  somme  de  n  —  i  carrés,  qui  sont  même  positifs 
quand 'la  forme  est  définie  positive,  on  est  conduit  à  introduire 
l'élément  (6,  ds)  défini  par  l'équation 

(68)  -^L  =  <frsin(0,<fc). 

L'élément  (6,  ds)  sera  dit  Yanglede  la  surface  (9)  et  de  la  courbe 
à  laquelle  se  rapportent  les  différentielles  dqi.  Cette  définition 
est  d'accord  avec  celle  que  nous  avons  déjà  donnée  plus  haut  pour 
l'orthogonalilé,  puisque  alors  on  aura,  d'après  la  relation  (67), 

sin*(8,  ds)  =  1. 
De  l'invariant  A9  on  déduit  immédiatement  le  suivant  (  ') 

qui  est  le  coefficient  de  2I  dans  le  développement  de  A(9  -f-  X61), 
ordonné  suivant  les  puissances  de  la  constante  X. 

Cela  nous  conduit  à  introduire  encore  l'élément  (6,  64)  défini 
par  la  formule 

A(MO 


(70)  cos(6,0,)  = 


/A8  v/aô, 


qui  sera  Vangle  des  deux  surfaces  (6),  (64). 

En  résumé,  nous  avons  défini,  au  moyen  des  invariants  qui  se 
sont  présentés  successivement,  l'angle  de  deux  lignes,  de  deux 
surfaces,  d'une  ligne  et  d'une  surface.  On  vérifiera  aisément  que 


(l)  On  peut  donner  pour  A (6,  OJ  une  formule  analogue  à  l'équation  (67).  On 

a,  en  effet. 

/—  rfô 
ACMJ^Ô-S 

la  différentielle  d  se  rapportant  à  un  déplacement  normal  à  la  surface  (6). 
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ces  angles  ne  changent  pas  lorsque  la  forme  est  multipliée  par 
une  fonction  quelconque  des  variables  indépendantes.  Si  Ton 
considère  des  lignes  et  des  surfaces  ayant  un  élément  commun, 
l'angle  d'une  ligne  et  d'une  surface  est  le  complément  de  l'angle 
que  fait  la  ligne  avec  la  direction  normale  à  la  surface;  l'angle  de 
deux  surfaces  est  égal  à  celui  des  lignes  qui  leur  sont  normales. 
Des  calculs  élémentaires  établissent  ces  propositions,  qu'il  était 
aisé  de  prévoir  et  que  le  lecteur  vérifiera  sans  peine. 

575.  Nous  allons  maintenant  indiquer  une  conséquence  inté- 
ressante de  l'un  des  résultats  précédents.  Nous  avons  vu  que  la 
différence 

est  toujours  réductible  à  une  somme  de  n  —  i  carrés 

PÎ  +  P|  +  ...+  Pi-1. 

Égalons  à  zéro  chacun  de  ces  carrés  ;  nous  aurons  un  système 
d'équations  différentielles 

Bttdql-*-...-ï-Btndqtt  =  o, 

au  nombre  de  n  —  i.  Désignons  par  8,,  82,  •••»  6/*— «  les  n  —  i  inté- 
grales de  ce  système,  c'est-à-dire  les  fonctions  qui,  égalées  à  des 
constantes,  donnent  les  relations  les  plus  générales  entre  les  va- 
leurs de  Çi) ...,  qn  qui  satisfont  à  ces  équations.  On  aura  évidem- 
ment n  —  i  identités  de  la  forme  suivante  : 

P,  =  C/,rf0,-+-  CrtrfÔ,-*-. . .-+-  C/.a-icfln-i  («  =  i,  2, . . .,  n  —  i); 

et,  par  suite,  la  différence  (71)  prendra  la  forme 

ft  désignant  une  forme  quadratique  des  n  —  1  différentielles  rf8,. 
Cette  égalité  ne  peut  exister  que  si  les  fonctions  8,  8| ,  . . . ,  &„_« 
sont  indépendantes  les  unes  des  autres;  et,  par  suite,  en  les  sub- 
stituant aux  variables  primitives,  on  pourra  exprimer  A8  et  les 
coefficients  de/f  en  fonction  de  8,  8,,  . . . ,  8/1-4. 
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Ainsi,  par  un  changement  de  variables  qui  exige  seulement 
V intégration  de  n  —  i  équations  différentielles  ordinaires,  on 
peut  toujours  ramener  la  fonction  quadratique  ds1  à  la  forme 
suivante 

d*)  ds*=  ~  rMd*i •  «**-i )» 

où  6  est    une  fonction   arbitrairement  choisie,   assujettie  à 
V unique  condition  que  Aô  ne  soit  pas  nul. 

En  particulier,  si  l'on  a 

A8  =  i, 
on  trouvera 

(73)  ds*=dV  +  fl(d*l,...,d*n-l). 

Cette  remarquable  proposition,  à  laquelle  on  pourrait  aisément 
ramener  la  précédente,  est  due  à  M.  Beltrami.  Elle  joue  dans  la 
théorie  des  formes  à  n  variables  le  même  rôle  que  la  proposition 
de  Gauss  relative  aux  lignes  géodésiques  (n08  519  et  531). 

On  peut  définir  d'une  manière  élégante  le  système  des  équations 
différentielles  dont  l'intégration  fera  connaître  les  n  —  i  fonctions 
6/  lorsqu'on  aura  choisi  la  fonction  6.  Il  suffit,  pour  cela,  de  s'ap- 
puyer sur  les  propriétés  d'invariance  du  symbole  A(ô,  6,). 

Si  l'on  cherche,  en  effet,  les  fonctions  u  satisfaisant  à  l'équation 

A(0,tt)  =  o, 

on  trouve  aisément,  en  calculant  A(ô,  u)  avec  le  second  membre 
de  l'équation  (73),  que  l'équation  précédente  se  réduit  à  la  forme 

simple 

du 

Par  suite,  elle  admet  les  n  —  1  intégrales  indépendantes  8I} 
82)  •  •  •  j  D/,-1.  H  suffira  donc  d'écrire  avec  les  variables  primitives 
l'équation  linéaire 

les  n  —  1  intégrales  indépendantes  de  cette  équation  linéaire  se- 
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ront  les  fonctions  que  l'on  devra  associer  à  6  pour  obtenir  le  nou- 
veau système  de  variables. 

Si  la  fonction  quadratique  ds2  est  telle  qu'il  existe  une  équation 
aux  dérivées  partielles 

(75  )  A6  =  U, 

que  Ton  puisse  intégrer  complètement,  U  étant  d'ailleurs  une 
fonction  de  q^  . .  .,  qn  choisie  comme  on  le  voudra,  on  pourra 
lui  donner  sans  intégration  et  d'une  infinité  de  manières  la  forme 

(76)  €&«=  fjj-"  +/,(<*>„  ...,<W„-i). 

Car  soit  6  une  intégrale  complète  de  l'équation  (75);  en  diffé- 
rentiant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  rapport  à  l'une 
quelconque  a  des  constantes  qui  entrent  dans  6,  on  trouvera 


■(••S)- 


et,  par  suite,  -r—  >   •••>  -5 seront  les  différentes  intégrales  de 

l'équation  linéaire  (74)-  Ce  sont  là,  sous  une  forme  un  peu  diffé- 
rente, les  résultats  fondamentaux  de  Jacobi. 

576.  Les  transformations  que  nous  venons  de  signaler  vont 
nous  permettre  de  traiter  le  problème  déjà  posé  plus  haut  relative- 
ment au  minimum  de  l'intégrale 


fds, 


prise  entre  deux  systèmes  de  valeurs  extrêmes  donnés.  Pour  con- 
server l'analogie,  nous  donnerons  le  nom  de  géodésiques  à  toutes 
les  lignes  qui  nous  donneront  une  des  solutions  de  ce  problème. 
Il  est  clair  d'ailleurs  que  ces  solutions  sont  invariantes,  c'est-à-dire 
qu'elles  subsistent  lorsqu'on  change  les  variables  indépendantes. 
D'après  cela,  nous  supposerons  d'abord  que  l'on  ait  choisi  ces 
variables  de  la  manière  suivante  :  n  —  1  des  variables,  yK , .. .,  yn-\ 
seront  telles  que  les  équations 

(77)  ri=ci»      •  ••>      r»-i=Gn-i 


*'-  d* 
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définissent,  quelles  que  soient  les  constantes  C,-,  une  solution  du 
problème,  c'est-à-dire  une  ligne  géodésique.  La  dernière  variable 
6  sera  simplement  une  fonction  indépendante  des  précédentes. 
Pour  plus  de  simplicité  on  peut  supposer  que  6  soit  la  valeur  de 

l'intégrale  f  ds  comptée  sur  chacune  des  lignes  géodésiques  (77) 

à  partir  d'une  origine  fixe,  mais  quelconque.  Alors  ds2  prendra  la 
forme 

(78)  ds*  =  d8*-f-  %(aidyx  +  . . .-+-  a^dy*^ )  db  -¥-^^bikdyidyk. 

Prenons  6  comme  variable  indépendante  et  posons 

,      ds 

s  -Se' 

_  <ty± 
~  de  * 

En  égalant  à  zéro  la  variation  première  de  l'intégrale 
fds  =  fs'  rfô, 

nous  aurons  les  équations 

d   ds'       ds' 

<ft  d/S     âyt  v 

Si  nous  écrivons  qu'elles  sont  vérifiées  par  l'hypothèse 
dyi  =  dyt  = . . .  =  dyn^  =  o, 

nous  trouverons  les  équations 

àat  ,  .  . 

-^  =  0,  (l  =  l,2,...,/l  — 1), 

qui  s'intègrent  immédiatement  et  donnent 

(79)  <*i  =  T/(.Tif  y%>  •  •  • , 7n-\)y      (*  =  1,  a, . . . ,  n  —  1). 

Ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  coefficients  ai  soient 
indépendants  de  8. 
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D'après  cela,  considérons  sur  le  lieu,  défini  par  l'équation  6  =  0, 
qui  contient  les  points  de  départ  de  toutes  les  géodésiques 

^=const.,         (j=  1,2.  ...,/i  — 1), 

une  courbe  quelconque;  et  cherchons  l'angle  de  cette  courbe  avec 

lagéodésique  qui  passe  en  un  de  ses  points.  On  a,  pour  la  géode- 

sique, 

dQ  =  ds, 

<tyi  =  dyt= . . .  =  dyn_x  =  o, 

et  pour  la  courbe 

$8  =  0, 

ô^i,  8y2>  ...,  tyn-\  étant  quelconques.  L'angle  <o  de  ces  deux 
lignes,  qui  est  défini  en  général  par  la  formule  (56),  aura  donc  ici 
la  valeur  donnée  par  l'équation 

(80)  C08w  =  Mri  +  Mri+---+«»-ifr»-i. 


y^j^iktyityk 


Pour  que  les  lignes  géodésiques  soient  normales  au  lieu  géomé- 
trique (8  =  o)  qui  leur  sert  de  point  de  départ,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'expression  précédente  de  cosco  soit  nulle  pour  toutes  les  va- 
leurs des  différentielles  8yï,  c'est-à-dire  que  l'on  ait,  pour  8=0, 

di  =  CL%  =  .  .  .  =  Cln—l  =  O. 

Mais,  comme  ces  coefficients  ne  contiennent  pas  8,  ils  seront 
alors  identiquement  nuls. 

Ainsi,  si  des  lignes  géodésiques  sont  normales  à  une  surface 
quelconque  (8  =  0),  tous  les  coefficients  ai  disparaissent  dans 
l'expression  (78);  ds2  prend  la  forme  suivante 

(8.)  ds*=db*+ft(djrl,  ...,<//„-,), 

et ,  par  suite,  les  lignes  géodésiques  sont  aussi  normales  à  toutes 
les  surfaces 

0  =  const. 
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que  l'on  obtient  en  portant  sur  chacune  d'elles  à  partir  de 
son  point  d'incidence  une  longueur  donnée. 

Telle  est  la  proposition  démontrée  par  M.  Beltrami.  Elle  s'ap- 
plique aussi  au  cas  où  Ton  considère  toutes  les  lignes  géodésiques 
passant  par  un  même  point  5  car,  si  Ton  prend  ce  point  pour 
origine  des  arcs,  on  doit  avoir,  d'après  la  définition  même  de  6, 

ds  =  û?8,        pour        0=o, 

quelles  que  soient  les  variables  yi.  Par  suite,  les  coefficients  a,-  et 
bik  doivent  s'annuler  pour  6=0.  Mais,  comme  les  premiers  a/  ne 
contiennent  pas  8,  ils  seront  identiquement  nuls.  Ainsi  : 

Si,  sur  toutes  les  géodésiques  passant  par  un  point,  on  porte 
des  longueurs  égales,  à  partir  de  ce  point,  le  lieu  géométrique 
de  l'extrémité  de  ces  longueurs  est  normal  à  toutes  les  géodé- 
siques. 

577.  Les  théorèmes  précédents,  qui  constituent  une  généralisa- 
tion de  la  théorie  de  Gauss,  mettent  immédiatement  en  évidence 
le  résultat  suivant,  déjà  établi  aux  nos  531  et  532  pour  le  cas  de 
deux  variables. 

La  détermination  des  lignes  géodésiques  de  la  forme  qua- 
dratique et  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

A0  =  i 

constituent  deux  problèmes  équivalents.  La  résolution  de  l'un 
entraîne  nécessairement  celle  de  l'autre. 

11  ne  nous  reste  plus  qu'un  mot  à  ajouter  en  ce  qui  concerne  le 
problème  le  plus  général  de  la  Mécanique.  Il  revient,  nous  l'avons 
déjà  remarqué,  à  la  détermination  des  lignes  géodésiques  de  la 
forme 

(82)  rfS«  =  ( U  -f  A)22a'* dqi  dqk  =  (u  "^  ^)  *f- 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  le  paramètre  différentiel  Aô 
évalué  relativement  à  rfS2  est  égal  au  quotient  par  U  -H  h  du  même 
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paramètre  différentiel  relativement  à  ds2,  on  reconnaîtra  immédia- 
tement que  la  solution  du  problème  de  Mécanique  se  ramène  à 
l'intégration  de  l'équation 

(83)  A0  =  U  +  A, 

A  étant  le  paramètre  différentiel  par  rapport  à  ds2. 

D'après  la  remarque  que  nous  avons  déjà  faite  (n°  574),  les 
angles  des  lignes  et  des  surfaces  sont  les  mêmes  par  rapport  aux 
deux  formes  dS2  et  ds2.  En  tenant  compte  de  ce  résultat,  on  peut 
étendre  au  problème  général  de  la  Mécanique  les  deux  propositions 
relatives  à  l'orthogonalité  que  nous  avons  démontrées  d'après 
M.  Beltrami  dans  le  numéro  précédent.  On  retrouvera  ainsi  deux 
théorèmes  que  M.  Lipschitz  a  énoncés  dans  le  Mémoire  que  nous 
avons  déjà  signalé  plus  haut  et  auquel  nous  renverrons  le  lecteur. 


FIN  DE  LA  SECONDE  PARTIE. 
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